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I.  - 

Elementare  Datstcllung  der  Lehre  von  den  unendlichen 

Reihen. 

Von 

'  dem   Heransgeber. 


Einleitung. 

Die  Theorie  der  ms  Unendliche  fortschreitenden  Reihen  hat 
in  detj  neqeren  und  strengeren  Ansichten  huldigenden  Analysis 
eine  solche  Gestalt  angenommen^  und  ist  aufso  veränderte  Principien 
gegründet  worden  >  dass  in  der  jetzigen  Darstellungsweise  die  frühere 
gar  niclit  ^e|ir  zu  erkennen  ist.  Die  strengeren  Analytiker  sind 
jetzt  wbhlldarm  :einig,  dass  der  eigentliche  Grundbegriff  der  gan- 
zen Lehre  von  den  Reiben,  ja  man  kann  wohl  sagen  der  ganzen 
Anijysis,  der  Begriff  der  Granze  ist,  und  dass  dieser  Begriff  unter 
keiner  Bedingung  entbehrt  oder  umgangen  werden  kann,  weshalh 
auch  aHe  anderen  Darstellungen  der  Theorie  der.  Reihen  durch 
die  i^ogen^nnte  Methode  der  unbestimniten  Ceefficienten,  oder  durch 
andere,  z.  B*  bei  deifi  Binomischen  Lehrsatze  hin  und  wieder  in 
Anwendung  gebrachte  Methoden,  wo  zuletzt  Alles  Null  für  Null 
att%;eht,  deren  Anwendung  höchstens  bei  endlichen  Reihen  ver- 
stattet  sein  durfte  *)^  da  sie  hei  in's  Unendliche  fortlaufenden  Reihen 
geradezu  /niehtsaagend.  «i[nd,  gegenwärtig  als  völlig  veraltet 
betracbtiSt  und  ans  der  Analysis  ganz  entfernt  werden  miis- 
seil,  eine  Ansicht,  die,  wenn  sie  jetzt  auch  noch  nicht  bei  allen 


*)  Wo  man  aber  in  die  eigentliche  Natar  de«  Gegenstandea  weit  besser 
einfahrende  DaMtellungtweit'en  genag  hat» 

Theil  XXm.  1 


-2  *       .-.  :Gr'unKrk:*JElemet4are  Darstellung  der  Lehre 


"   Mathematikern  Anerkennung  finden  sollte,  doch  mit  der  Zeit  sich 
unzweifelhaft  immer  mehr  Geltung  verschaffen  wird,    zu  welcher 
Annahme  die  beruhigende  Ueberzeugung  berechtigt,  ^ass  in  QÜen 
Verhältnissen   das  Wahre  doch   immer  endlich  über  das  Falsche 
einen  vollständigen  Sieg  davon  trägt.    Aber  auch  über  die  beste 
Darstellungsweise  der  auf  den  Begriff  der  Gränze  als  Hauptgrund- 
lage gegründeten  Theorie  der  Reihen  dürfte  bis  jetzt  noch  nicht 
'  .  vollkommene  Uebereinstimmuog  unter  den  Analytikern  herrschen, 
und  vielfache  Versuche  sind  deshalb  in  dieser  Beziehung  bereits 
gemacht  worden.    MIf  ist  immer  eine  möglichst  elementare  Dar* 
Stellung  dieser  Theorie  als  sehr  wünschenswerth  erschienen,   die 
^namentlich  auch  für  den  jungen  Mathematiker  den  ungemein  gros- 
sen ^atZiOn   bat».  da$s  sie  ihn  mit  deni   so  ungemein  wichtigen 
Begriffe  der  Gränze  und  dessen  Anwendung,  der  bei  dem  ganzen 
weiteren  Studium  der  Analysis  'sein  steter  Begleiter  ist,    so  früh 
als  möglich  bekannt  und  vertraut  macht  und  als  die  beste  Vorbe- 
reitung zu  dem  Studium  der  eigentlichen  Differential-  und  Integral- 
rechnung für  ihn  zu  betrachten,  ist*    Eine  solche  elementare,  ledig- 
lich auf  den  Begriff  der  Gränze  gegründete  Darstellung  der  Lehre 
von  den  Reihen  habe  ich  in  der  vorKegenden  Abhandlung  zu  geben 
versucht,   die,   wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  viel  mit  der 
eigentlichen  Differential-  und-  ItitegralrechnUQg  gemein  haben  muss, 
aber  dessenungeachtet  ganz   unabhängig  von  diesen   beiden  Wis- 
senschaften, im  eigentlichen  Sibne,  bestehen  kann  mid,  nach'  mei- 
ner Absicht,  bestehen  soll.    x\uch  dais  Taylor' sehe  Theorem  und 
einer  der   wichtigsten  Sätze  der  Integralrechnung  müssen  in  die- 
ser Al)handlung  nothivendig  auftrete  ^   weil  diese  Theoreme  dl^ 
ganze  Rieihenentwickelung  unter  all^meine  Gesichtspunkte  fässeni 
und  deshalb  ni^  entbehrt  werden  können.    Bei  dem  Taylor'schen 
Satze  habe  ich  den  Beweis  des  Herrn  Gaqu^  *)  benutzt.    Herrn 
Caq,ue  ist  es  aber  nur  gdmigen,   durch  seine  baupt^ächlieh' auf 
eipen  wichtigen  Satz  d'er  Lehre  von  den  Mittelgrössen  gegründete  I 
Darstellung  zu  dem  von  Cauchy  gegebenen  ersten  Ausdrucke  des 
Restes  der  Taylor' sehen  Reihe  zu  gelangen.    Indem  ich*  einen 
andern  Satz  von  den  MittelgTö^sen',  eigentlich  das  Princip  des  ge- 
wöhnlichen arithmetischen  MTttels^,  benutzte,  ging,   was^  für  mich 
von  ganz  besonderem  Interesse  war,   sehr   leicht  auefaf  der  von 
Cauchy  gegebene  zweite  Ausdruck  des  Reste»  der  Taylor'scUea 
Reibe  hervor,  welchier  in  der  gewChnAchen,  vkm  Cauehy  herrithu 
renden  Därstdiungsweiäe  dem  Anßlnger  immer  einige  Sobwierf^^ 
keifen  macht,    atter  v^tltit  entbehrt  werdt&n  l^ann,   well  er  schon 


*)  LlouVill^:    Journal  de  Mftth^matiqaes«     Ootobr«  1845« 
p.  379.     Archiv  der  Mathematik  and  Pby«ik^    XhL  VIU.S;»  im. 


wS  MCW  #bB0  SMIM  OHW  €MI9  flNlNHMM^ 

«tollt  ttUe»g>  bcwcWif  liasly.  wwiigsltss  «Mit  «liKitict 
te^T*^Ur*«dMi  SMies.   Um  dfeg»  B#ww6  d—  Ta^yl»f  m:lw«> 
Tkemmmm  lidilig  am  iwrstelraa,  »u»  mu  mir  j»  »i»  4m-  PHpei|» 
dff  Stetigkeit  aus  dem  Auge  TerKere«,  was-  biet  ^^mi  fftiMi  bao»n^ 
derer  Wichtigkeit  ist.    Um  von  dem  eigentlich  in  das  f^ebiet  der 
Inte^H'alTedaQng  gehörenden  wichtigen  Satie«   weither  in  dteaor 
Abkmdloog  gleichfalls  in  elementarer  Cvestalt  auftritt,  eine  geome- 
trische Anwendung  an  xeigen,    habe   ich    mit   dessen  Hülfe  die 
Gleichungen  der  Rhumblinie  auf  der  Kugel  elementar  entwickelt» 
fär  4m9  bOiieren  nautische«  Unterrieht  vielleicht  erwünscht 
dMlsf^    dto  jcaei  Gleichungen  In  der  ganzen  Mantik  eine  aa* 
Acraas  wichtige  Rolle  spielen.  —  Mag  man  auch  vielleicht  sagen» 
dass  die  in  dieser  Abhandlung  g^;ebenen  Entwickelungen  nur  eine 
v«Tstedcte  Diferential-  und  Integrafrechnung  seien»    so  lasse  ich 
mir  teil,  gern  gefatten»-  ja  ieb^  sage»    dass  dies  gar  nicht  anders 
sei»  kann^  aber  ich.  glaube»  dass  diese  AAhaodJuag  eine  v»itbHche> 
cWmentare  Darstellung  der  ganzen  Lehre  ven  den-  Reihen  liefert» 
^ie  för  den »  der  nicht  weiter  in  der  Analysis  su  gehen  beabsich* 
tigt»  und  eine  gründliche  Kenntniss  der  Theorie  der  Reihen  viel* 
leicbt  praktischer  Zwecke  wegen  ntHhig  hat»  in  dieser  Besiehung 
das  voUstäodige  Studium   der  eigentlichen  sogenannten    höheren 
Analysis  entbebriich  macht,  jedenfalls  auf  diassdbe  ihn  sefir  zweck- 
mässig vorbereitet.    Durch  diese  Abhandlung  auch  dazu  beizutra- 
gen» dass  immer  mehr  und  meht  die  vOllige  UnwissenschafUichkeit 
der  sogenannten  Methode  der  unbestimmten  CoefBcienten  und  ähn- 
licher Methoden»    aucR  einiger  in  netierer  Zeit  in' Vprschrag  ge- 
hrachter Surrogate,  durch  die  man  in  viiUig  verungläckter  Weise 
dio  strengen  Ausdrucke  der  Reatet  der  Tayior*scben  uAd  Mac- 
lau rio 'sehen  Reihe  und   deren  Anwendung  bei  Reihenentwicke 
Jungen  hat  umgeben  und,  entbehrlich  machen  wollen»  und  dadurch 
dst»  Studium  der  Differential-  und  fntegrafrecbnnng  fSr  Anfänger 
erleichtern  zu  können  gemeint  hat»  erkannt  und  solche  Un wissen« 
schafltiiebkeit  immer  mehr  und  mehr  aus  der  Analysis  verbannt 
werden  möge»   ist  mein  grüsster  Wunsch. 


«  > 


Vorbereitende   arithmetische  SStz^:- 


I  ,         1 1  ^  •  , 


Enlvtisfaelnugeic,,  itnit  iämtm  vf io  tefii  i»  Jm«r  AUii»iAinig,' 


!• 


Grüner U  ttememme  1ktnieibm§  äer  Lehre 


IMU#   ff»  Amprm^,    iie  zwar   beksLumt   md,  desseDvn^escbtd 

Unn ,  M«r  znmmm€n^0mi^Ut  ood  mit  ttreogen,  wßogjHUbmt  Mifadiei 
ff«w«iifim  f^«r#efcefi  werden  «ollen. 

Ü«r  ^«(e  dieser  Sftt^e  hi  der  folgende 


Lehrsait. 

Wenn  a  eine  beliebige  poeitive  Grosse  ood  n  ^ine 
|»0«ltive  Kftnxe  Zahl  bezeichnet,    so  nähert  der  Broch 

steh  der  Null,  wennn  In's  Unendliche  wächst,  und  kann 
der  Nnli  hellehig  nahe  gebracht  werden»  wenn  man  nar 
n  itroiJs  genug  nimmt 


Beweis. 
Mau  nehme  die  positive  ganxe  Zahl  k  so  an,  dass  £-f  1>  o:,  also 

l«t|  WS«  offenbar  Immer  raOgUch  ist.    Nun  ist 

jrH»  ar*         jr        jr         jr 

**"**  Jt*         JT         ar         jr  x 


ü*    i*.    w. 

*  ^  ^  ^ 

iTi"  rp*  «+5^  FR- 


pon  den  urnndUekem  Heiken. 


4 

a:H3  a?*      /  a?    \^ 

ar*^  a?*      /  ar    \^ 


.i|.    s.    w. 
wenn  wir  der  Kurze  wegen.. 


sebea: 


'     ar*+^  ar      ' 


>    'I   <    i: 


1 ....  (A+3)  "^  *^\ii  +  l^  ' 


u.    s.    w. 


ie  Poten 


zen 


ar     ^  ^  y    f  ^  ^'    f_£y 

<^Sebteii  Bracfas  t-~i  nabern  sieh  nan  bekanntlicfc  der  Null 

Ä  +  1  . 

'"^^^r  mehr  und  mehr  und  künnen  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 

werden,  wenn  man  nur  den  Potenzexponenten  gross  genug  wer- 

^lä88t    Also  nähern  sich  tucb  die  Grossen 

*iRi'  *^(;ri)  '  ^\wv  •  *(*fi)  •  • " 

^dnach  dem  Obigen  folglich  lum  souehr  die  GriiltseD 

«Hl  j4^+2  ^fc+8  a:*+*  •  • 

tr^fclT)''  \J.(ic.\-ky  rrtiT+g)'  i....(ii+4)f'- 
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der  NqU,  und  kSoneo  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  diese  Reihe  ncur  w«it  .genug  fortsetzt  oder  die  Glieder 
weit  genug  von  ihrem  Anfang  entfernt  nimmt,  wobei  nach  dem 
Obigen  natürlich  immer  v.orausgeaet^t  wird,    dass  A;-f  l>a:»    also 

XXT'^l  ^^^*  ^^^^  Bedingung,  deren  Erfüllbarkeit  in  keinem  Falle 

einem  Zweifel  unterliegt.  Bier.duvch  ift  :alao  unser  Satz  vollstän- 
dig bewiesen. 


« 

\  ■ 


Zusatz. 
Der  absolute  Werth  des  Bruchs 

l..!2..3....n 

wo  X  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse,  n 
eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  nähert  sic:h  ^e>r 
Null,  wenn  n  in's  Unendliche  wäctuts.t,  und  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebraoht  .w^rd^p,  wenn  man  nur  n  gross 
genug  nimmt. 

£in  anderer  arithmetischi^r  .Satz,  von  dem  wir  in  dieser  Ab- 
handlung Gebrauch  mKdh^n  yj^erden,  kst  der  folgende 

\   h  e  kr  4  a  t  z. 
Der  Bruch 

wo  m  eine  besliimaiie  unveründerMcbe  j)ositiv.e  ganze 
Zahl  bezeichnen  soll,  nähert  sich,  wenn  die  positive 
gaiüize  »EaJkl:liMin'''a  Uinenidliche  w.ächdt,  dier  GräJOfZie 

bis  zu  jedem  beflie^igen '&ra4e. 

;   V;      ■•  j-     ■  B-e:w  ei  s. 
Von  der  IKohttglieit.  der  «Gleichung 


^^  ^  (H-^*-,l_  t+<i^„)  ^  ,(1  ^„)«+ ..„  +  (1  +«)*-^ 


(!+«)*- 
(1+ 


um  dm  w^pifiUckm  Retkeru^        s .  7 

dieser  Gleichung  mit  (1  -f  te)  ^  1  mfiltipljcirt.    iSetze^  mi;^  nuQjjt« 
ab  positiv  voraus 5  so  folgt  auf  der  Stelle  aus  dieser  Gleichung 


u 


<  t. 


11  i^  die  Anzahl  <Nr  Glieder  4er.Reihe  auf  flearxechteo  Seite  des 
bgleiebheitszeichens  ist;  und 

^^i^^  <(i+«)*-i+(i+tt)»-i+a+«)*-H....+a+«)*-^' 

wo  wieder  k  •  die  Anzahl  der  Glieder  dc^  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  des  Ungleichheitszeichens  ist.    Also  ist 

„ >Äiupd    i— I-^ '<>*(l  +  «)»-i, 

1,1  ' 

wisman  kürzer  auf  folgende  Art  amdrücken  kann: 

ä bemerken  ist  Indess  hierbei  noch,  dass,  wenn  dies  richtig 
Ml  soll,  A;>J  sein  muss,  wie  sich  leicht  aus  den  vorhergehen- 
li«  Schlössen  vbn  selbst  ergiebt;  Cur  £=:}  ist  oVedbar 


j=iLt§!r-i^i.(i^.„),-, 


U 

^  '  '  1 

^tzt  roan  nun,    k  grosser  als  die  Einlieit  vorausgissetzt,    —  för 
>>  80  erhält  maD : 


1  * 


O- 


X 


I  wenn,  man  mit^o?*^*.  multiplicirt :  . 

oder 
^üch  ist 


;)  ,  • 


^,:^^il±^^^    (H^>-x>(»^^-^' 


8 


i+*.  al»  ^— 1 


»< ^  .   *^»> j » 


(jr+V— ^^  _.   _^  jr*-|«— 1)* 


*=1.  2,3.4,  _ 
k-l=m,  l=s-Fl;   »  «Aalt  n 


+  1       '       -^       ■+! 


+!->*■>       -+1 


i+1         >*^>         -+1 


-I 


f« +!>■+*— 1"+*     ,       ^    -^  «■+• 


0L±^'^,.+^+^^._^.^^^. 


■it  wF*'^^  ifiriAi: 


1  („i)-^-z±-±is=±=> . 


LiMt  aaa  mb  s  ia's  CMndCdbe  «rachMB,  so  MSkot 


iiO*i> 


Mcii  4#r  Gffisse  — ir|  Iw  xb  jedem  bcBcMgc«  Grade,   aod  es 
alee  •laiiwtf'  der  ziriecfceB 


wm^  dm  v^eHäüeA^  fie^et^  tP 


+  1 V       nj  i»+J 

fiegende  Brach 


m  _  '  ■  -  ■ 


.>.!''-'-;        !  ■  :'''i  '     •      '  '    'iii'     'f,   ■;.-','  ■'* 


lm-f,2»+3»»».+  4«»+..*.+.ii«K    ;  -s.;-.  i-.-.-'-i 


»'  I 


A  aach  der  Gräoze  -^ja  ^^^   zu  jedem  beliebigeo  Grade  nä- 
iern,  wenn  n  \vls  Unendliche  wächst»  wie  bewiesen  werden  soAie. 

.,.,.'  Z  M  ^  a  /  2.  ,    .  j 

« 

Aach  aiöt  Btüch  ^  ^  -  >> 

Dälert  sich  der  Gränze 

'    '    \     "  ^  -.(':•  !        '  .     '     ■'  M  %\         '     '  , '  ■  t  '. )    ')  |>  M  i 

■   *      :  n    ,  j_ '      .  ;   ,       <\      ! •  lÄ 4^  1  ••     '  •  I ;      I !    .    ■  "  '. i  •♦  I  j  M  * '      i  • 

k'szQ  jedem  liellel^igen 'Grad^>  wehli  n  itf*s  üilfeVidirdhfe 
vicbst. 

Dies  erhellet  auf  d^r  ^S'tefle»  Wenü*  man  nur  überlegt»  dass 

n"*+*  ""  »">+i:  'i,  i  Hl  •    r  fit, 

ist,  and  dass  sich  —  der  l^uil  nähert»    wenn  n  in's  Unendliche 
^idifit»  86t4a88«ich  also  uiitft.4if{S€r  V^rfiil&setzaQg  die  Brficha 

lm^2"'+3'»  +  4>»  +  ....  +  (n— 1)*»  '; 

Qod 

lerselben  Gränze  nähern  müssen. , 


Ausser  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  brauchen  wir  im 
Folgeoden  noch  ein  Paar  Sätze  von  den  Mittef^ksäf^nf;''«E[!^'Wrt 


I 
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1.    E;  ^  k  l'ä'r  n  rr>g. 

Jede  Grösse 9  welche  nicht  kleiner  als  die  kleip^te  .und  nicht 
grosser  als  die  grosste  unter  mehreren  Grössen  it/ai»  a^^  as,«... 
ist,  heisst  eine  MHtelgrösse  s^wischemiiesen  Grössen,  und  soll 
im  Folgenden  durch 

\M{a,y  Ol,  a^f  (1^3  ^4*—0 

bj^^icbn^t  werden.  % 

Es  erhellet  aus  dieser  Erklärung,  dass  es  zwischen  Grössen, 
die  nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  unendlich  viele 
verschiedene  Mittelgrössen  geben  kann.  Sind  aber  die  gegebenen 
Grössen  sämmtlich  einander  gleich,  so  kaan.Jmim  nur  jade,  dieser 
Grössen  selbst  eine  Mittelgrösse  zwischen  allen  nennen. 


'    Zusatz. 


•f    %  .  ■* 


Jede  Grösse,  welche  e^ne  Mittelgrösse  zwischen 
zwei  beliebigen  der  Gröds^en  a,  a^,  a29^>**"  \%i9^  ist 
eiii,e,]|(|iiteig,pö,96.e  zfvischen  allen  dlesien  Gröjssen. 


1. 


%     h  fi  ht  ^  M,,±,%*     .. 

.  -  •  •  •  ••.■.■     i    ;»!  i' ....  • 

Wen-n  «^nindA  zwei  bleliehig-e  4jirrö,sfteii  siod«    so  i«if 
d^s  Prodttct 

{a— J!f(a,  6))|^(a,6)  — 61, 


'.»••»    ■.  -1' 


''■•  ^.        5:i 


wo  iXf(a,  6)  eine  beliebige  Mittelgröss«  zwischen  a  und 
8'b'es^4id^ne't;  jed-erzeit^^ö'sitiT-;  ^^«>nn  man  «»r  d'i«l»es 
Prodttct  attch.44tnn^  wenn.e^  i^erschwlnd^t,  als  positiv 
betrachtet 


1  1 1 


!  '» 


Beweis. 

Wenn  a>  6  ist,  so  sind  nach  1.  die  Differenzen 

a— Jtf(fl,6),    »(«,&)  — 6 
beide  positiv,  und  das  Producta 

Wenn  a  <  6  bl;  so  ist  nach  dem  so  eben  BeivtoMnen^as  4PMdiie^ 


f  * 


•M  dm  mtmtUiiiktii- IbtHun,  ■  lA 

I 

podtir.    Also  ist  andi  das  Product 

Wenn  a=6  ist  j^  30  verschwind^i^  die  Cfiffer^j^en 

a—M(a,b).   M{a,b)—b 
Mde,  nnd  das  Prpdnct 

Ut  biglich»  weil  es  ver^cAiwipdet^  wic}der  positiv. 

Wenn  das  Product 

;f«itiv  ist,   so  ist  Ä  jederzeit  eine  Mittelgrosse  zwi* 
«eben  a  und  b,  oder  0s4filt    : 

A  =:M(a,b).  '  .  '}  >.].  ,-,■ 


i    I 


B  e  w  eis. 
Wenn  das  Product 


(•- 1 


(a^AHA^b)      '  '  '■ 


■1       "-, 


TersGhwindet,  so  ist  entweder  A=a  oder  Atnb,  ip  beiden  Fällen 
alsai-Bäcli-  lb<«ineMiUelgi)tem'Bwi«H:ben«aviipA6<:  'WenviiaffProtta^ 

ia^A){Ä'^b) 

nicht  verschwindet»  so  verschwindet  kdiner  Äeltiier 'heid'eW'Fkikä-' 
ren,  und  die  beiden  ,^^ct^^n  l^ben^  w^ll  1^  P.i;pduct  nach  der 
Voraussetzung  positiv  ist«  gleiche  Vorzeichen.  Ist  also  a — ^^0, 
80  ist  auch  ^— 6>0,  oder  es  ist  o>^'>*,  'ftÄgWch  ii'ttÄA^r.' 
eine  Mittelgrosse  zwischen  a  und  6.  Ist  a— ^<09  so  ist  auch 
^^6<09  oder  es  ist  a<4'5^$^  /ofgUch  A  nach  1.  wieder  eine 
UittelgrGsse  zwischen  a  und  6.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung 
ist  also  A  immer  eine  Mittelgrosse  zwischen  a  und  6\^mihe' 
wiesen  werden  sollte», t^>      m>  ,."1'     1»^  .''   VS 
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"    i.Leh  rVaH  r. -^ 
Wenn  '  ■   •  ♦  i  ^    '  \     .f'..'- 

ist,  so  ist  für  jedes  positive  oder  negative  q 

Beweis.  ».,... 

Die  kleinste  und  gros^te  bnter  den  Grusen 

seien  respeetive  «und  y,  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach  !•; 

Folglich  ist  nach  2.  das  Product 

■ '   '  tili 

positiv.    Weil  nun  ^^  immer  positiv  ist.  so  ist  auch  da3  Product 

oder  das  Product 

also  auch  das  Product 

(Qa—QÄ)(QA  —  Qy) 

positiv,  folglich  nach  3.:  ^ 

qA  =  M{Q€t,  ^). 

WtU  mm  4km  fiiQss^»  per  und  ^  jedeofiüls  onler  dan  Ortostoc 

9^»  0«i>  P«i»  ^^'a»  ^«4»  — 
▼9cfcoaimea>  ao  Ist. nach  L  Znsatis 

"^  ^JzrJVd^a,  ^,  pos,  (kTt,  ^»....), 

w^  l^awiasafi  wer4eD,aoUte^ 


V 


t 


'  Z  u  8  a  f  s«  ^ 

^(^.  f%.  f%.   f%»  f%.--) 


j 


fiof  Mittelgf6s90(Bii^iftMrfa4m>dienv  6fÖssefi.i    ^    i   n-      r    . 

pa,  QOi,  ga^,  ga^,  ga^,.... 
ist|  so  lässt  sich  immer      •       ' 

M{Qa,  gai9  ga^,  ga^»  PÖ4, 4.*0  ^^  pW(a>  «i*  o^» /h»  <*4>"'0 
sttien,  wo  wie  gewShulicb    .  ,    i 

«De  gewisse  MittelgrOssa.ziviiS'eheD  4eA  Crr$:Mea  4i«.«t> . 
%» fls,..-  bezeichnet. 

«1  * 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  {.   -  ,  » 

■     ••.'..-ii-.         1, 

M{ga,  goi,  ga^j  ga^y  ({04»— •) 
»oe  Mittelgrusse  zwischen  den  Grössen  .  . 

ga,  güi,  ga^y  ga^,  ga^,.... 
u^t  M  ist  nach  unserem  obigen  Lehrsatz^  , 

-ilf(9«r,  ^1-,  ^«,  ^fls»  ^^V") 


i    (  :■( 


^  Hittelgrosse  zwischen  den  Grossen 


•  '.  f  *  *   , '   •  ij.t'ii  ,.# 


ga       £%       ga^      ga^       ga^ 

?  ^  ^  9  « 

>bo  ein^  Hittelgrösse  zwischen  den  Grossen 

i.      .  '  .        .  ■  • 

ö,    Ä|,    02»    Og»    *'4»»»*»5 

^'glich  kann  man  setzen:  *     .  ' 

1 

r"(^a,  goi,  ga^,  ga^9^ga^,-\.)x^M(a,  ai,  a^,  Hg»  <'4>—«)» 

•  •  "  ■ 

*(?a,  pai,  ga^,  gai,yga^^..,.)—gIU(a^  a^y  a^^^  a^^d^,^...),       j 
^t,  wie  bewiesen  werden  sollte.  J :    -  .         ,     -^ 

'5.    i  «  A'ria  <*.i  '■"■  ''-'''  -'  '  '' 
Wenn  •;'»».'. 

AisiM(a,  Ol,  ^,  1%,  04»....) 
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Ui,   so  Ist  ffir  jedcfi^  ^niit  ResJelinii^  det  obet^^  ^ 
unteren  Zeiehen  auf  einander 

Beweis. 
Die  kleinste  und  grosste  unter  den-  Gvösse» 

seilen  re^ective  a  tmdy,  so  Ist  nach  der  Voraussetzung  ««*  "*^* 

Also  ist  nach  2.  das  Product 

und  folglich  offenbar  auch  das  Product 

{a±Q^(A±Q)]\(A±Q)^(Y±Q)] 

positiv.    Daher  ist  nach  3.: 

A:i;Q  =1  M(a^  Q., .  ytt  ^)i 

Weil  nun  die  Grossen  a±q  und  /dt 9   offenbar  beide  unterteil 
Gliedern  der  Reihe 

«±9»  «idt^»  ^2^9»  «^t±?»»— 
▼orkommen,  so  ist  nach  1.  Zusatz  :* 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Wenn  ü,  Oi,  a^,  a^,  a^,....  beliebige»  dagegen  t»  ^H 
Alf,  6|»  64«....  s&mmtlich  Grossen  mit  einerlei  Vorzeichef 
sind»  deTen  Anzahl  in  beiden  Reihen  dieselbe  ist,  »^ 
ist  jederzeit 

•■^<h^-«y«^-<H^-'"_  y/«    5.    *'«    ?s    ^ 

Beweis. 
7  te  kMoste  und  ,grSc9le  «i(|»  des  Grossen 


&"•    ^;'    ^'    ^'•'• 


liid;  iiff  sind  iie  Diffdr^nstil 


[vi  auch  die  Differenzen 

ö  Ol  er«  <i*f 

y-6'  y-6^'  y-Äa'  y-Ä^'- • 

lihiintlich  positiv^    D)ft  nun  naob  der  Voraoasetzui]^  die  Grossen 
i)^)62»  ^s»"**   ^11®  gleiche  Vorzeichen  haben ^    so  haben  auch 

'fe  Prodacte 

■rRglich  aocH  diid  dibsen  Prodncten  gleichen  Dtfferenztfi 

^ntKch  gleiche  Vorzeichen.    Also  haben  auch  die  Summen  die- 

Mr  Differenzen 

ö +«1  +  «'0+  ö»  +  •*•• — «(Ä  +  61  +  62  +  *»  +  •^)#^ 

y  (^  +  *i  +  *a  +  ^3  +  ••••) — (« -I-  «1  +  «a + «8 + ••••); 

I 

vkI  folglich  auch  die  Quotienten 

«  + «t +  %  + «'s +*•••"-«(*  + *i +*a  +  *8  +  ••••)• 
i  +  Äi  +  6a  +  6s  +  .... 

6  +  6|  +  6a  +  ÖB  + .... 
i^ch  die  Grössen 


i  . .     . 


i 


a  '  Ol  Ha  og.  •  .t  ,  wi  I 

6""*^*    ^■~*'*   ^"""^   6^""**'  •• 


VBr  Grüner t:  BMnmUare  BurMeUtmg  der  Lehre 

gleiche  Vorzeichen.    Daher*  ist  ^las  Prodnct 

/       g  +  gi+flg  +  as+"«A  /g+a|+ag  +  €f3  +  ....        \ 

positiv,  folglich  nach  3.s  i  ^ 

q  +  gi+g2+Q3  +  «->  mf/  X 

6  +  6,+6a  +  63  +  ....=^^'^'^^- 
Also  ist  nach  1.  Zusatz  auch 

<''t'gi+ga  +  g3+"-  _  «#/*'       Ol     £a     «^       \ 

•  •  •  I 

/.ti    .         .         .        '  ..... 

wie  bewiesen  werden  sollte.  « 

f.-     -'j.c.Ejr'ster  ^Z\us)'atz.-    ■)    -■      '' ,    .    A 

Setzt  man  im  Vorhergehenden  6=61  =62=63=. ...  =  1  und 
bezeic|]qet  die  Anssahi  d^r  in  jeder,  del*  beideK  Reiben  a^.^j,  at> 
Hs,....  und  6,  61;  62«  63,:...  enthaltenen  -  Glieder  durch  n\  4o  er- 
giebt  61^  avs  dem  yor^gen  Lehrsatze  unmittelbar  die  .Gleieboa^ 

^ rr-  —  fH(Ofc  «i,  1I2»  <t35-0» 

wo  a,  «1,  <i25  '^s/*—  ganz   beliebige  Grossen  bezeichneD. 

Zweiter  Zusatz. 


'    I    I 


Sind  Q^  i^i  P2>  fsy****  beliebige  Grössc^n  fnit  einerlei  Vorzei- 
chen^  so  haben,  daranch  die  Grössen  6,  6|y  6^,  63,....  sSmmtlich 
gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  die  Prbducte 

6^,  61^1,  62^2»  63^3 >—• 

sämmtlich  einerlei  Vorzeichen,    und  es  ist,  folglich  nach  dem  obi- 
gen Lehrsatze: 

qp+fllPl4-g2g2  +  <^^8g3+""  _  «^/^g    .     5[LfiL        «2^2        «3^3  \ 

A(?+^^+^2P2+^3^+--^      \^q"    ^i'    b%Q%'    l^Qs^'y" 
also 

&(?+*i(>i  +*2e»+Äa^3  +...  -  '"  U  '    S^'    6a'    63 •TV- 
Für  6=6i=:6«=6|  =  ....=l  ist  folglich 
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oder 

I 

b  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  in  vielen  Beziehnqgen 
widitige  Satz  enthalten : 

Wenn  a,  «Ti,  a^,  03,....  beliebige,  dagegen  q»  ^1'«  ^> 
^....  Grossen  mit  einerlei  Vorzeichen  sind»  so  wivd 
fas  Aggregat 

jederzeit  erhalten,  wenn  man  das  Aggregat 

P  +  ?i  +  ^a  +  ^3  +  — 

nlteiner  gewissen  Mittelgrosse  zwischen  den  Gr5s- 
stDo,  i7|/<i2>  039....  muttiplicirt. 


II. 

^OB  den    Gränzen    der    Differenzen  Verhältnisse    der 

Functionen. 

§.  1. 

Wenn  y  =  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x  ist,  und  man 
in  derselben  die  veränderliche  Grosse  x  die  beliebige  Ver- 
federung  /Ix  erleiden,  wodurch  x  in  x-\-Jx  übergeht,  so  wird 
*e  Fanction  f{x)  in  flx+JSc)  übergehen,  folglich  die  Veränderung 

nx  +  Jx)^f(x) 

beiden.  Diese  Veränderung  der  Function  f(x)  pflegt  man  auch 
äie  Differenz,  eigentlich  die  erste  Differenz,  der  Function 
H^fix)  zu  nennen,  und  durch  Jf(x)  oder  Jy  zu  bezeichnen»  so 
iisi  also 

Jy  =  Jf(x)  =  ftx+Jx)  --fix) 

ißt 

Wenn  man  Ay=:Af(x)  als  eine  neue  Function  von  x  betrachtet, 
ood  darin  wieder  x  in  x\/ix  übergehen  lässt,  so  nennt  man  die 
bdarch  herbeigeführte  Veränderung  von  Ay^=zAf(x)i  nämlich  nach 
^em  Vorhergehenden  die  erste  Differenz  von  ^y=^/'(^),  die 
zweite  Differenz  von  y^f(x),  und  bezeichnet  dieselbe  dnveh 
^  oder  J^x),  so  dass  also 

TiMäxxin.  a 
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t    « 

Betrachtet  man  Jhf=iJ^f[x)  wieder  als  eine  Function  von  x 
tind  iSsst  X  in  x^/lx  übergehen,  so  nennt  man  die  dadcrrcb  her- 
beigeführte Veränderung  von  J^y  =  ^f\x) ,  nSmlich  B^dl  ifem 
Vorhergehenden  die  erste  Differenz  von  J^yz=zA*f{x^,  die  dtitte 
I>ifferenz  von  y=/(x),  und  bezeichnet  dieselbe  durch  ^'jf  oder 
^^f(ß^)*  so  dass  also 

ist 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hieraus 
schon  mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  daher  allgemein 

J^^y  =  A^^^fix)  =  JA*y  =  AJ»f{x). 

•5.  2. 
Die  Verhättnisse  oder  Quotienten 

« 

Ax        Ax 

Ahf  _/flf{x) 
Ax^        Ax^ 

A^y^A^x) 
Ax^       Aa^ 

u.  s.  w.« 

A^y  _A^f{x) 
Aa^        Ax* 

u.  s.   w. 

uernit man  nach  d^r Reihe  das  erste,  zweite,  dritte,  ....nte^.... 
Differenzenverhältniss  der  Function  y=f(x). 

Wenn  man   nun  Ax  sich  der  Null  nähern  lässt,   so  nähern 
•Ich  freilich  auch  die  Differenzen 

Ay^Af(x),    A^=A^f(x),    Ahf^A^f{x),    A^=A^f{x),..^ 

jede  Ar  vich  offenbar  der  Null.    Dagegen  werden  «eh  imter  der- 
Voraossetzung«  wenn  nämlich //x  sich  der  Null  nähert»  die 
lereDzenveirh&Itnisse 
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/Ix        Jx 

/fly      J^f(xy 
3^"^   Jx^    * 

Ax^        Js*  ' 

Jx^       Jx^ 
u.    s.    w« 

S^oz  bestimmteD  endlichen  Gränzen,  tvelcbe  der  Null  gleich»  aber 
ttdiTOD  Null  verschieden  sein  können,    nähern  können,    denen 
■ao  diese  Verhältnisse  beliebig  nahebringen  kann,  wenn  man  nur 
irnahe  genu^  bei  Null  annimmt    Diei»  hrer  <!ofch  Beispiele  ttt 
«botern,    würde  ganz  unnütz  sein,    weil  wir  im  I^eff^endeA  sehr* 
I  M  Fälle  betrachten  werden «    wo  sich   die    wirkliche  Existenz 
Nkkr  Gränzen  mit  grösster  Bestimmtheit  und  Deutlichkeit  nach* 
>tteD  lässt,  womit  jedoch  auf  der  anderen  Seite  k^ne^weg»  4M 
Uanptung  ausgesprochen  sein  soll,  dass  es  in  allen  Fällen  der« 
Sieiehen  Gränzen  wirkite'b  geben  mü»se,    wair  zu  einer  ganz  fal- 
Kben  Ansicht   von  der  Sache  führen  würde ;    vielmehr  muss  die 
ExisteDz  dieser  Gränzen  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  nach- 
gewiesen werden,  was  auch  im  Folgenden  immer  geschehen  wird; 
vo  wir  aber  von  solchen  Grränzen  im  Allgemeinen  sprechen,   soll 
jederzeit  stillschweigend  vorausgesetzt  werden,    dass  deren  wirk* 
iiche  Existenz  durch  irgend  ein  Verfahren  schon  streng  nachge- 
wiesen worden  sei. 

Wir  werden  die  Gränzen  der  Verhältnisse 


• 

Jy        Af(x) 
Ax          Ax 

Ah,  A^fix) 
Ax^'^   Ax^   ' 

A^y_A^f(x) 
Ax*"^    Ax^  * 

t 

1 

* 

A^y  _A^f(x) 
,Ax^        Ax^ 

Sv    w- 


Ufer  der  Vara— grfa—g,   da»  ^^  sidi  der  Kdi  aikrt, 
fife  dvck 


^_,^^?W 


Li.^=L-^^> 


^     _T._-^^) 


V.      8.      W. 

we  Lifli  das  ^gekinle  blönscke  Wort  Iiiira  ist» 

rw.  rw.  rw^  /^w,....,  /ww, 

9  so  dass  also 


A:r)=L«.g=Li-^. 


/T)(x)=Lim^=Lim^^^ 


o. 


ist 


5.  Z. 

^ie  Grinzen  der  Diflerensen Verhältnisse  derFonctioneD,  nadi 
der  IIB  ▼orfcergeheoden  Paragraphen  gegebenen  Definition  dersel- 
htn^  sind  in  der  ganzen  Analysis  Ton  dem  yielfiidisten  nnd  vrich- 
^sten  C^branche,  nnd  es  lassen  sich  von  denselben  anch  eine 
■issilich  grosse  Anzahl  al^emeiner  Sitze  beweisen. 
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Um  ein  Beispiel  eloes  solchen  aligemeineD  Satzes  zu  geben, 

>ei  einmal 

F{x)  =  af{x), 
0  a  einen  constanten  Factor  bezeichnet.    Dann  ist 
F{x-\-^x)--F{x)z=za\f{x-\-/ix)-'f{x)\. 

JF(x)  =  aJfix). 

* 
Folglich  ist  ganz  eben  so  , 

JJF(x)=:^aJJ/lx) 

oder 

Hieraus  ergiebt  sieb  auf  dieselbe  Weise 

JJ^F{x)  =  aJJ^fix), 

J^F(x)  =  aJ^/lx). 

Reman  auf  diese  Art  weiter  gehen  Icann,  ist  klar,  uod  es  ist 
MgGch  allgemein: 

ibo  aach 

zio:»  Jx^ 

Lässt  man  nun  /Ix  sich  der  Null  nähern»  so  ergiebt  sich,  hier- 
aos  auf  der  Stelle  durch  .  eine  ganz  einfache  Betrachtung  auch  die 

Gleichung 

oder  in  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  eingefQhrten  Bezeichnung : 

fXn)(a?)  =  fl/'(")(;r). 

Wenn  also 

FXx)  =  af(x) 

ist,  80  ist  iminer  auch 

fU)  (jx)  =z  af^^)  {x) ; 


od« 


i^enn 
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'    A.    L  e  h  f'^  aH  z. 
Wenn  '  ■  •  *  i  -i    '  '. 

As^ma,  Oj,  o^»  «(8»: ^4^—0 
ist,  so  ist  für  jedes  positive  oder  negative  q  «  i 


>  ■ « 


Beweis.  •,.  ?    ......     .»  . 

Die  kleinste  and  grusste  Unter  den  Grus)»en 

seien  respective  aund  y,  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach  !• : 

Folglich  ist  nach  2.  das  Product 

(a-^)(J-y) 
positiv.    Weil  nun  4A  immer  positiv  ist.  so  ist  auch  dais  Product 

oder  das  Product 

Q(a''A).Q(A'-y), 

also  auch  das  Product 

(Qa'-'QA)(QA  —  QY)    .       ..       ^        ' 

*     •  ■  '  '  «      .  I  » 

positiv»  folglich  nach  3.:  ,  ' 


.    ,      QA  =  MiQa,Qy). 


Well  iltetdi»  firöss^iir  paund  py  jedeolalls  uiäer  den  Grossen 

ga,  gai',  ga2f  $03 >  ga^$—» 
v9d(oi»iip^e.i.i|o Jsf.iiacb  lv.Z^fi|^tfs,^  ,, 


wife;l)^wiesep.wef4en,^ai»Ute^   .  )■,_:  „.,    v^,     !,..  0.  . 


•  I 


Z  .Q  s  a  f  aS*. ,, 

•Mi"' !!•■  '':■    ■.'•  /  i.'-.Ji    ■,'•;:'••    ■•■.«»   I-.:;    ■      .m    ■..,'»    .,.;■..         '••/r    -i  •  ■  j  i    • 

ilf((?fl,  ^ai,  ^Os,  ga^,  ^0«»^.)  '    ' "' 


Uui  mao  oun  Jx  unä  i  sich  zugleich  der  Null  ofthern  und  setzt 
eben  deshalb  auch  z/or  fäi  i,  so  eriiilt  mao  aus  vorstehender 
Gieicbnog  die  Gleichung: 

- ,    <p(x  +  jdx,  Jx)  —  g>(x,  dx)     -  ,    iU{x-i-Jx) — i(;(a?) 
^'"^ 2^ =^'" 7i 

M  dem  Obigen  ist  aber 

A^f{x) = J/t^-^fix) = fp{x  +  Ax^  /tx) — 9)(a:»  Ax) 


iIm 


A*f{x)      (pix  +  JiVf  Ax) — g)(ar,  -^jr) 


iil 


^h  nach  dem  Vorhergebenden : 

^""  ■:5iir  =  Lim— -^- , 

Miff.  weil  bekanntlich 

ist:  1 

*  t 

^  för  das  Folgende  sehr  wichtige  Gleichung,  von  der  wir  häufig 
loT^endang  zu  machen  Geleg;enheit  finden  werden. 

Wenn  y^f{x)  ist,    so  kann  »an  dfefiie  GJieiQhiiQi  m^  9^ 
^ende  Art  ausdrficken: 

l'^na  "7"^=  I^»ro :; • 

4x^  4xL 

Dieselbe  wird  gebraucht,   um  f^^){x)  aus  /'(••-^)(ji),  94^ 
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\Bi,   so  Ist  fütT'jede»  ^«nitit  ResJefann^g^der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  eioander 

'• '  '      •    ,  ■    ■■.■,' 
. ..k»  ...\»  ..^      'B>e  wei-g^- 
Die  kleinste  und  grosste  unter  dem  GvQsseu 

selau  re^ective  d!  m^y,  so  ist  nach  der  Vorimssetcung und  nacbl.: 

A  =  M{a,y). 
Also  ist  nach  2.  das  Product 

und  folglich  offenbar  auch  das  Producf 

positiv.    Daher  ist  nach  3.: 

Weil  nun  die  Grössen  a±^.  und  /db^  offenbar  beide  unter  den 
Gliedern  der  Reihe 

«i^j  *^idb^>  ^2^^^»  ^» i ?»•••• 
vorkommen,  so  ist  nach  1.  Zusatz:- 

:  ■  ■      ■      '  .    ■  i  .  ' 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

^      .6.    K^e^hriatZ'. 

« 

Wenn  o»  Oj,  a^^  a^,  04,....    beliebige,    dagegen  6v&f^. 
b^9  63,  64^....  sämmtlich  Grössen  mit  einerlei  Vorzeichen 
sind'/d'^fenAirzahl  in  beiden  Reihen  dieselbe  ist,  so 
ist  jederzeit 

6+6i+62+68  +  ....-^U'     61'    b^'     b^""J' 


Beweis. 
Wenn  a  und  y  die  ,k^inste^  )wd  jröfuft^  untpr  den  Grössen 


iüdo 
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JXß    ^.    \v. 


•  ■      kl 


Lässt  man  in  der  Gleichung  3)  die  Grosse  sc  in  x-^-Jx  über- 
gehen und  zieht  von  der  dadurch  sich  ergobeod^n  Gl^iofijaQg,  dfe 
(Sieichi^ng  3)  ab^  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 

JJyk=^^y  +  ^^  +  ^^yi  + ....  +  /IJhjk^u 
also  in  abkürzender  Bezeicl^niiiig : 

folglich  nach  4): 

k  *— 1 

u.  ,  s.    w. 

also  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen: 
6)    y*=ff  +  |^/y+^^>^y 

Lässt  man  in  der  Gleichung  5)  die  Ch-8sse  x  \a  a;-f'.<Ar  fiber- 
gehen und  zieht  von  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung  die  Glei- 
chung 6)  ab,  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung 
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I 

JJ*yt=JJ»y  +  JJ»y  +  JJ^^  + ....  +^^»y»_i , 
also  in  abkflneoder  Bezeichnung: 

7)  ^v='''y + A + ^  +  ^«+ "" + ^y»-i ; 

/ 

folglich  nacl^  6): 

,*^   .  k{k-l)  ^  .  jk—lUk-^  ^ 

+         1.2         '^'9+         172         ^ 
also  naeli  der  Lehre  von  den  figorirten  Zahlen: 

8)  y*=y+r^<^ ^13-^^+      1.2.3 — ^'^ 

+        ro       'T'^        ro        '^i 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hier  scfaoo 
mit  TSlIiger  Deutlichkeit,  nnd  es  ist  daher  a%eniein  fifr  jedes 
poaltiTe  ganse  »,  welches  nicht  grösser  als  k —  I  ist,  wenn  wir 
aas  der  bekannten  Bezeichnung  der  Qiaomial-Ceefficienten  bedienen: 

9)    9k=s+ktJy+kt^  +  k^+^:t^k,J^ 


4er  Kfine  wegen 
KD    *U=(*-l)-./^>y + (*-2)..*»^ji  +  (k-S),^*^^ 


U)    9k=jr-fii^-fi^^4i9^-l--4i.^-Fi^ 


f  2^ 


1^     i:=Us,Jfi=-^, 


ton  am  unenäHeäfH  Reihen.  37 

«0 ist  nach  11),  wie  leicht  gefunden  wird: 


'.   (,      "•'• 


+      1.2     '  Jx^ 

+  1.2.3  '7xi  .  ,       ' 

u.    s.    w. 

+  1.2.3....JI  Jai^ 

ndweDD  wir  der  Kürze  wegen 

14)    »«  = 

(Ä— 1)„  +  (A  -2)„  +  (*  -  3)„  + ....  +  nn 
Htm,  so  ist  nach  10): 

Ä,=  t(Ä— !)»  +  (* -2)„  +  (A-3)«+....+n„|Ä^a:»+i, 
>Im,  weil  nach  der  Lehre  von  den  figiirirtea  Zahlen 
A»|.,  =  (Ä— 1)„  +  (A— 2)«  +  (Ä-3)«+....  +  n, 

1 

15)      Rn  =  kn^lSln/IX^^y 

^er,  wie  man  sogleich  übersieht: 

^^>    ^«= 1.2.3....(n  +  l) ^^- 

Weil  aber  die  Grossen 

offeDbar  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist  wegen  des  Ausdrucks  14) 
lach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrössen  (L  §.  3. 6.  Zwei- 
^  Zasatz.) : 
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Qod  folglich  nach  16) : 

18)    Ä«  = 

also  nach  13): 

19)  A^+0=y+r^ 


+      1.2      \^;ra 


1.2.3  z/i» 


n.    8.    w. 


t  ii'-Jx)  (i'-2Jx) ....  (i—  (n— 1) ^ar)    ^ 
+  1.2.3....n  '2/0?« 

1.2.ä....(n  +  l)  .  ^V-^a:«+i' ^ar»+i*—'      ^^+1    J 


§.  a 

Wenn  man  nun  k  in's  Unendliche  wachsen  lässt,    so  naheil 

w^en  der  Gleichung 

t 
i^kJx,    also^x^x» 

die  GrSsse  Jx  sich  der  Null»  und  die  Grossen 

i{i  —  Jx) 
1.2      ' 

i(i^Jx)  (t — 2zf;g)  (t ->  3^x) 
1.2.3.4 

U.     8*      W. 


t(t— ^g)(l— aAg)  ...  (t— («— l)i^ap) 

1.2.0.M.II 

i(t— J»)(i—iJje)^.(i  ~  «ito) . 


—  * 


ron  den  unendlichen  Reihen.  29 

woM  man  nicht  unbeachtet  lassen  ninss»  dass  n  hierbei  als  com* 
Mvi  betrachten  ist>  nähern  sich  folglich  respectire  den  Grfinzen 

O'    OTS*     1.2.3.4*  ••••  l,2.3....n'     1.2.3....(n  +  l)' 

Ferner  nähern  sich,  weil  Jx  sich  der  Nnll  nähert,  die  Dlffe^ 
Nzenqaotienten 

^y      ^^y     ^^      ^*y         ^"y 

^x*     ^x^*     Jx^*     ^x^'  ""  Ax^  ,     . 

nspective  den  Gränzen 

fix),    rix),    r(s),    rf(a),.....fi»Ka;). 
Wtil  endlich  bekanntlich  nach  1): 

a.    s.    w. 
>t,  ind  offenbar,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  die  Reihe  der 


X,   x^^X,  ar  +  2^j?,  .... ,  ar+t  — (n  +  I)z/:c 

genauer,  je  näher  Jx  der  Null  kommt,  die  stetige  Zahlen- 
itilie  Ton  X  bis  a;-f  t  darstellt;  so  stellt  die  Reihe 

y^  yi9  y^9  a^s»--»  y*-«-i 

too  genauer,  je  näher  /ix  der  Null  kommt,  die  Reihe  der  Werthe 
V,  welche  .die  Function  f{u)  erhält,  wenn  man  sich  u  von  u^^x 
Usttsor-ft  Stetig  veräudern  lässt;  und  die  Reihe 

jd^^-hf       ^^^^yi       2/n+\iya  ^»-f^yib-n-i 

'  ' '  * 

naher  desto  genauer,  je  näher  /ix  der  Null  kommt,  die  Reihe 

*«' Werthe  dar,    welche  /'(*"+^)(tt)  erhält,  wenn  man  sich  u  von 

^^x  bis  tt  =  jr  +  t  stetig  verändern  lässt. 

Verändert  sich  nun  aber  /'(*H-i)(tt)  selbst  stetig,  wenn  man  sich 
^voQtt=;r  bis  u^X'i-i  stetig  verändern  lässt,    so  muss  offen-». 
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bar  jede  Nittelgröese  zWiseben  alliN»  den  Wertben,  iteleb«  /<"^^>(tt) 
erb&lt»  wenn  mian  sich  u  von  ut=^x  biA  I4c=;a;4-t  jiletig  veiäfidetn 
lässt^  einem  dieser  Werthe  Ton  /("+*) (m)  gleich  sein,  welchen 
^(n+i)(2<)  erhält,  wenn  man  für  u  einen  gewissen  bestimmten, 
zwischen  x  and  ai-\-i  liegenden  Werth  setzt;  und  da  man.  Wenn 
q  eine  gewiss  positive,  die  Einheit  nicht  ilbersteigende  Iplrösse 
bezeichnet,  jede  Mitteigrusse  zwischen  x  und  a?-f  t  offeubar  durch 
x-\-qi  darsteilen  kann  '^),  so  wird  man  jede  Mittelgrösse  zwischen 
allen  den  Werthen,  welche  /'(«+*J(m)  erhält,  wenn  man  sich  u 
von  M=ar  bis  M=:ar  + 1  stetig  verändern  lässt,  unte/  der  Voraus- 
setzung einer  stetigen  Veränderung  von  /'("+^Hm)  in  dei»  Inlerr 
valle  w  =  a:  und  u=:x  +  i,  durch  f^^'^^^x-i-Qi)  ausdrucken  können, 
und  es  wird  'alHO  nach  dem  Vorhergehenden,  immer  unter  der 
Voraussetzung,  dass  k  in's  Unendliche  wächst ^  offenbar 

gesetzt  werden  können. 

Nimibt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,    so  wird 
man  unmittelbar  zu  dem  folgenden  wichtigen  Satz^  geführt t 


Lehrsatz, 

Wenn  /(zr),,  f'{x),  f"(x),  f'ix),  f'^(x), ....-,  fW{x)  sSmmt- 
lieh  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind,  nticf 
/'(n+i)(M)  sich  stetigNverändert,  wenn  man  sich  uvontf=:ar 
bis  u:=x-\'i  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

fix + i)-f{x)  +  f  /"'c^)  +  o  ^^*)  +  rx3  ^(*> 

in  /n-l-] 

■f 

wo  Q   eine   gewisse   positive,    die  Einheit  nleht  €ber-^ 
steigende  Grösse  bezeichnet 

Setzt  man  in  vorstehender  Gleichung  ^a^O  und  i:s^ar,  so  er- 
hält man  den  folgenden  Satz: 


*)  Wenn  q  eine  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grosse, 
also  eine  Mittelgrosse  zwischen  0  und  1  ist,  so  ist  q=.M(0,  1),  folg- 
lich nacfi  bekanDteB  Sotsen  von  den  Mittelgrdssen  (L  $*  3»  4.)  i^t  tsi  Jf(0,  i) ; 
also  ferner  ^-f|>/=:if(^,  d?-f  Q,  nach  I.S*9i>^* 


ifon  ä^n  nnendlithen  BHhen.  31 

L  e  h  t  s  a  i  t.  " 

Wenn  /(O),  /'(O),  /"(O),  /"'(O),  /^^(0),....,/(«)(0)  säraipt^ 
lieh  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind  und  /'("+^)(ti) 
sich  stetig  verändert^  wenn  man  sich  u  von  tf=0  bis 
u=a:  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

fix) = m + j/(0) + j^  rm + r^s  ^("> + -, + iS;^^"'^°^ 

wo    p    eine    positive,    die    Einheit    nicht   übersteigende 
Chrusse  bezeichnet. 

§.  4. 

Die  Ansah!  der  it^lleder  der  Grosse 

Ist  k'-n,  und  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrössen 
(I.  §.  3. 6.  Erster  Zusatz.)  ist  folglich 

■    ■ . 

k  —  n 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  Grössen 

die  wir  durch 

bezeichnen  woÜen.    Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

*  i 

oder 

.  ...oll«     ^^«+1     t» 

-l     .    ■  -1) 


aS  ßruneru  mmmmmmm  Om  irrti—  ätr  UMn 


diim&y  wem  wir  lait  j^h^  oater  (kai  Zekken  Jf  i— fciipiiiiif  n, 
iweb  der  Lehre  vm  d«  JÜtteigrg— en  (L§.X4.)  hrkwirtticfa 
jiBltitt  ist,  md  bemerken,  daa»  ofcnbar 


{k^l)n^h^^ 1^5_,, . 

(^— 3>.2to»= 1.^3_„  ' 

o.    a.    w. 

(»■—(*  ~nj  2lg)  (i— <j^— «  -H).Ac)  .^ji—ih-X^AaBi 

1.2, 3.-..  Jf 

ist: 

(i— .to)  (t— ^zto)  ^(t  — m^te>  ^HJy 
1.2.3..^»  *zIäHJ^* 

IL      flh.      W. 


oder,  wenn  wir  den  Factor 


^ 


1.2.3~« 


yar  das  Zeidien  Jf  D^men,    was  nach  deiK  sdkon  Torher  ai^e- 
wandten  Satie  von  dea  Mittelgn'ifisen  (L  §..3.  -L  Znsalx.)  Terstattet ist: 

^     .^bt  ^      2ilr      ^      m^f  JT  -^l*^^f 

(1 — f-)(i — j-)— (1 1 — )  j^s+r ' 

0.    s.    <r. 


'\(*^=^T=xi  — -— )^.-  r^-  ^^ 


/&^ 


ff»^^'Cj:i  erfaüAteB  «nL 


ai» 


I ^;'r»^'*+«. 


II 


I)  liift 


'"•   1 


09 


4  * 


r   WO    (] 


.  &  3is  imcfiüfidt 


1  •*  < 


it 


9  jm 


Lehrsatz, 

Wenn  /fj^,  /^C^r?,  /'^jpj,  /*^*>,  f^fj:),.,..  f^U)  sünMit- 
lieh  #iidlicfae  rdlli^  be:iriiiuiice  Gru^s^en  siad  Jitki  f^^^-^^ifw^ 
flicii  stetig  Terändert,  wenn  man  sieb  a  yoii  t — j»  h«« 
s=x  +  i  stetig  Ferudern  Lä&st.  sa  ist 


»)  W<ai  Jt 


/•+*=/^+^"4yr  «+- +r:±r 


r«+*i=/«+*+T 


*  -  ». 


1  ""^^    1.? 


A«+«  =/«+  •— 1  i'^~  *+  •— I <r  +^ 


1    '^ ^1? 


/>♦«— A;«+»— 1»  =*'«+»— 1*  +5*^''«+ 


c-i'**^'^ 


^'«^^».»• +/*  •^^«'-^fe'^  +r  «+3i+ij-f_-i^,'»  r^-«-l  »+fta_,o 


•» » 


/••+«•»..  /'«+»+fc«%  r  c+2f+fe!*  — -  r  «+  ■— l>+fto-.i): 


r  «^v-fr  *+»+fef.-Fr  ■+^+te''i^-4r  r^^  »-ivf»^i) 


=JVi»**iÄ«  /»^H*+«»«:^  r»*+ä»+fs«*^ — A»^»-i>if  1» 
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Weil  ^ 

sieb  offenbar   der  Null   näbert,   weon  n  ins  Ooendliebe  wächst» 
also  i  sieb  der  Null  aähert^  so  Icann  man  äucb  sagen,  dass 

sich  der  GrSnze 
..   nähert,  oder  dass 

fix)  -m 

die  Gränze  ist,  welcher 

*{/"(«) +A«  +  t')  +  Ao+20  +  -+A«  +  «0)    - 

/ 

sieb  näbert»  wenn  n  ln*s  Unendticbe  wäcbst»  also  i  sieb  der  Null 
näl^rt» 

Hierdureb  gelangen  wir  also  za.den  folgenden  Sätzen: 

Lehrsatz. 

Wenn  /(«),  /"'(«),  f\n)  endlicbe  völlig  bestimmte 
Wertbebebalten  oder  sieb  stetig  ändern,  wenn  man  sieh 
WOD  tt=:::a  bis  u=s^  stetig  verändern  lässt,  und 

X  —  a 

t  = 

n 

« 

gesetzt  wird,   so  nähert  sieb 

t  {/' (ä) +r  (a  +  0  + /^(a + 20  + .... +r  (ö  +  (»  - 1)  0 } 
der  Gränze 

loder  es  ist 

a:Lim.<{A«)+Ao  +  0+A«+2«)  +  ....  +  /'(o+(«~I)«)|, 

wenn  mao  n  io's  unendliche  wachsen,  also  t  sich  der 
Null  nähern  lässt. 

Diesen  Satz  kann  man  auch  auf  folgende  Art  anssprechen: 
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« 

bar  jede  MUlelgriSssezWiBcben  allen  den  Werlben,  i^elcbe  /(^^^^ 
erhält»  wenn  man  sich  u  von  ut=;r  hw  uc=zx+i  itleti^  vecänd 
läset 9  einem  dies^er  Werthe  von  /("+*)  (w)  gleich  sein^,  welcl 
/'(n-l-i)(u)  erhält  y  wenn  man  für  u  einen  gewissen  bestimmt 
zwischen  x  tmd  a  +  i  liegenden  Werth  setzt;  und  da  mao,  vr< 
Q  eine  gewiss  positive 5  die  Einheit  nicht  ilbersteigei^e  Gtot 
bezeichnet,  jede  Mitteigrusse  zwischen  x  und  x-^-i  offcmbar  dui 
x  +  Qi  darstellen  kann  *),  so  wird  man  jede  Mittelgrosse  zvriscl 
allen  den  Werthen,  welche  /'("+^)(m)  erhält,  wenn  man  sicüi 
von  u=a?  bis  uz=:x  +  i  stetig  verändern  lässt,  nntef  der  Vorai 
Setzung  einer  stetigen  Veränderung  von  f^^^^^u)  in  .dem  Iot< 
valle  M  =  ar  und  u=x  +  i,  durch  /*("+*)  (4? +  9O  ausdrucken  konn4 
und  es  wird  al^o  nach  dem  Vorbergeh^den,  immer  unter  d 
Voraussetzung,  dass  k  in's  Unendliche  wächst«  offenbar 

/^/«+ly        Jn^ly^        Jn^ly^  ^n-Hly^,,,x 

gesetzt  werden  können. 

Nimiht  man  jetzt  alles  Vorhergebende  zusammen,  so  wir 
man  unmittelbar  zu  dem  folgenden  wichtigen  Satzt  gefuhrt t 

Lehrsatz, 

Wenn  f(xy,  f\x),  f{x),  r{x),  P^{x), ....,  f\^x)  sfimmt 
lieh  endliche  völlig  bestimmte  Grussen  sind,  nni 
f(^W(u)  sich  stetig  verändert,  wenn  man  sich  tfvonu='i 
bis  u:=:x-\i  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

f{x  +  i) =/l[:r)  +  f  nx)  +  1^  r(.^)  +  j-|-^  f(x) 
i»  »"+J 

wo  9   eine    gewisse   positive,    die  Einheit  nieht  flber^ 
steigende  Grosse  bezeichnet 

Setzt  man  in  vorstehender  Gleichung  Jrs&O  und  <2:r  jr^  so  er- 
hält man  den  folgenden  Satz: 


♦)  Wenn  q  eine  potitivc,  die  EiiAeil  nicht  Qbertteig«ode  GHmm^ 
alio  eine  Mittelgroiie  «witchen  0  and  1  ist,  so  ist  e=^Jf(o.  1),  folr 
Uoh  iMu»fibckaMten6Älie»ToiideoMlttelgf*.wn(L5.a,4.)  ^a=jr(o,0; 
•too  ferMf  *4^=^^(^'  *-»"^'  «ach  I.$.a.^ 


fpon  iltn  nnendiieken  BHhen,  St 

L  e  h  f  t  a  i  t. 

Wenn  /(O),  /'(O),  /''(O),  /'"(O),  /^^(O),....,  /'<«)(0)  säramt^ 
lieb  endliche  völlig  bestimmte  Grossen  sind  und  /'("+^)(tf) 
»ek  stetig  verändert»  wenn  man  sich  u  von  u=0  bis 
f=a:  stetig  verändern  lässt,  so  ist 

ir)=/(0)+f/(0)+j^r(0)+T:^3r(0)+-,+i^/''">(0) 

[it  p  eine    positive,    die    Einheit   nicht   übersteigende 
(rosse  bezeichnet. 

§.  4. 
Die  Anzahl  der  (^lleder  der  Grosse 

Ull-ity  und  nach  einem  bekaonten  Satze  von  den  Mitteigrussen 
jlji2.6.  Erster  Zasatz.)  ist  folglich 

k  —  n 
eile  Mittelgrosse  zwischen  den  Grossen 

fc  wir  darch  , 

■|(*-')-5i=+i'  (*-2)"3F+r-  <*-*»:iprM  »••••'«•— 2is+r-| 

kndchnen  woHen.    Folglich  ist  nach  dem  Obigen 


Wer 
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also^  wenn  wir  mit  Jx^  unter  dem  Zeichen  M  maltipliciren ,  v 
nach  der  Lehre  von  den  Mittelgrössen  (I.  §.  3., 4.)  bekanntlich  \ 
stattet  ist  9  und  bemerken  ^  dass  offenbar 

*  *  ' 

and 

(k     i),^x'-  1.2.3....B 

tir     9^    ..-  ,  (»•-2/to)(t-3^j;)....(»-(n4-l)^^) 
(Ä— z;«zia:  _  1.2.3....« 

(A-3),z/«-= 1.2.3....n ' 

^u.    s.    w. 

•»*^*"=  1.23....« 

i6t:  '  I 

1.2.3....«  '^ar^+i' 

Ä.=(t-.|iz/ar)ilf^  1.2.3....n  '  ^ar«+i ' 

u.    s.    w. 

(£--(;^^n)^a?)(t— (/;-n4-l)^ar)....  (t-(A:-lMjr)  ^-^1 

I 
oder,  wenn  wir  den  Factor  ^ 


].2.3*«..n 


vor  das  Zeichen  M  nehmen,    was  nach  dem  schon  vorher  ang« 
wandten  Satie  von  den  Mittelgrössen  (I.  §.  3. 4.  Zusatz.)  verstattet  ist 

^,      2^«^..     3^j:.     .,      (iii+lMf^M^ 


POtt  den  uiumätMen  Bitätn, 
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I 
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pm  den  unendtteh&n  Reihen.  86 

• 


w 


+  T^S^/^^'^'(-+*'-)' 


vo  ^  eine    positive,   die   Einheit   Dicht   übersteigende 
büs&e  bezetcbnot. 

Setzt  man  in  vorstehender  Gleichung  ^=0  und  t=dr,  so  er- 
ttmaD  den  folgenden  Satz: 

Lehrsatz, 

Wenn  /(O),  /"(O),  AO),  /'"'(0),..../t«)(0)  sämmtlich  end- 
iiebe  völlig  bestimmte  Grossen  sind  und  /*^+^)(t<)  sich 
stetig  verändert,  wenn  man  sich  u  von  utsO  bis  u  =  :r 
stetig  verändern  lässt,  so  ist 

/w=rtO) + f /'(O) + ^n^n^-^no)  +••••+ tS/^-W) 

'tf  eine   positive,    die   Einheit   nicht  fibersteigende 
Crosse  bezeichnet. 

§.  5. 

Zwei  bestimmte  Werthe  der  veränderlichen  Grüsse  x  in  der 
'nctiou  fix)  wollen  wir  jetzt  durch  a  und  der  KSrze  wegen  durch 
'selbst  bezeichnen.  Theilen  wir  dann  die  Diflfereirz  odör  das 
btervall  x — a  in  n  gleiche  Theile,  wo  naturlich  n  eine  positive 
^e  Zahl  bezeichnet,  und  setzen  der  Kfirze  wegen 

x—a 
n 

*®  ist  nach  §.  3.,  wenn  wir  alle  dort  wegen  der  Stetigkeit  der 
'aoctionen  gemachten  Voraussetzungen  auch  hier  ohne  weitete 
"andere  Bemerkung  stets  festhalten,  indem 

^0»      ^1»      Q^9      ^3»-***    ^«—1 

^  positive»  die  Binhdt  nicht  (Iberstelgende  Grossen  bezeidmeBS 


v^ 


f{a  +  i)  =f{a)  +  j  na)  +  j-^  A«  +  Qo^ 


1« 


3* 
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na  +  30  =/  («  +  2i)  +  j-  /"(a  +  20  +  ^^  («+2«+iPa»% 

fia  +  40  -na  +  30  +  j-/"(a +30  +;j^(o+3«+ft|i)» 

u.    s.    w. 

fia  +  ni^r=f(fi  +  («-l)0+f r(«+(«-l)0+o/"'^"+<**-*>'+^— »•' 
alao 

A« + 0  -  A«) = i/*  («)  +  Ü  Y"  («  +  eo»") . 
Aa+20-A«+«')=«y'(«+0+i«V(«+«"+9iO, 

/'(a+30-Aß+20='r  (O+20  +  liT(«+2«"+ft8i) , 

/(a+4i)-A«+30  =  ir(a+30  +  iiT'(«+3i+^30. 

u.    s.     w. 

Aa+t^O- Aa+(n-l)t)  =  if  (a+(n-l)0  +  i,Y>+(n-l)i+  (%-ii> 

Addirt  man  alle  diese  GleichuDgen   zusammen  und  hebt  auf, 
was  eieb  aufbeben  lässt,  bemerkt  auch  zugleich ,    dass 

ist,  so  erhSIt  man: 

/i:a;)-/i:a)=i|/-'(a)  +  r(a+0+/"'(fl+20+....+/"'(«+(«-l)0! 

+l»'*ir(«+*oO+/"(a+»+ftO+r(«+2t+eaO+-+r(o+(n-l)t+9«-i«)!- 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mlttelgrosses  (L  §.  3*  6. 
Erster  Zusatz.)  ist  aber  jederzeit  • 

n 
eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Grössen 

also 

n 

=Äir(«+«üO.  n«+«'+^).  r(a+2«+wv-.  A»f(«-i)i+<N-i»)i» 

folglich 

/>+ft>«")+r(«+«+ftO+A«+2>+w')+."+r(«+(»»-i)«+e-iO 


tmt  dm  unendUeken  Retken.  87^ 

Dalier  ist  nach  dem  Obigen : 

f(x)-f{fl)=:i[f{a)  +r(«  +  «')  +  /"(a+20  + ....  +/"'(a+(n-l)0) 

/"'(«  +  (« -l)»'+?«-iO). 

«Jer,  weil  ni=as — a  ist: 
Kz)  -fia)  =  »•(/"(«)  +rCa+i-)  +  /•'(a+20+....+r{a+(«-I)«*)l 

Weil  nnn  bekanntlicl; 

f 

9o9     Qi*     Q^y     Qz*""  Qn—i 
lauter  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  Grossen  sind,  so  sind 
a-i-QQi,    a+i  +  Qii,    a  +  2i  +  ^t,....    ii  +  (w  — l)i  +  ^«^i£ 


Mittelgrössen  zwischen  a  und  a  +  ni,  d.  i.  zwischen  a  and 
X,  nd  unter  der  Voraussetzung,  dass  f"(u)  sich  stetig  verän- 
Hwenn  nian  sich  u  von  u=:a  bis  t«=a?  stetig  verändern  lässt, 
*W  man  also  nach  einer  schon  im  Vorhergehenden  mehrmals 
li^^andteo  Betrachtung 

■ 

^n  könneo ,  wo  q  eine  positive,  die  Einlieit  nicht  flbersteigende 
Gfisse  l)ezeicbnet  .  Also  ist  nach  dem  Obigen 

f[x)-f{a)  —  i\f'(a)  +f'i»+i)  +/"(«+2«')  +  ....  +/"(a+(n-l)i)} 

+  li(x-a)f"{a  +  Q(,x-ä)). 

Usst  man  nun  n  in's  Unendliche  wachsen,  also  i  sich  der  Null 
nahem,  so  nähert,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
ofenbar 

(x-a)f"(a  +  Q(x-a)) 
WK  endliche  völlig  bestimmte  Grosse  ist,  die  Grösse 

li(x-a)r(a-^Q(a:-a)) 
äcb  offenbar  der  Null,  und  nach  dem  Obigen  nähert  sieb  folglich 

nr(ß)+A«+o+A«+2«')+-.+/"(«+{«-i)0) 

^  Gränze 

na:) -na). 
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Weil 

sieb  offenbar   der  Null   näbert,   wenn  n  Ina  Ooendlicbe   wäcbs 
also  i  sich  der  Null  aäbert,  so  kann  man  auch  sagen,  dass 

sich  der  GrSnze 

fix) -na) 

n&hert,  oder  dass 

fix)  -fia) 

« 

die  Gränze  ist,  welcher 

i\f'(ä)+f{a  +  i)  +  r(^+2{)  +  ....+r(a  +  n{)} 

sich  nähert»  wenn  n  tn's  Unendliche  wächst»  also  t  sieb  der  Nol 
nähert. 

Hierdurch  gelangen  wir  also  s&den  folgenden  Sätzen: 

Lehrsatz. 

Wenn  f{u),  f'(u),  /^(n)  endliche  völlig  bestimmte 
Werthebehalten  oder  sich  stetig  ändern»  wenn  man  sich 
«  TOQ  11=:«  bis  «=JP  stetig  rerändern  lässt,  nad 


gesellt  wird,   so  nähert  sich 

*?r(«)+/'(«+o+r(«+«ö+-^+r(*+(»-i)o» 

der  Grinie 
eder  es  Ist 


wenn  man  »  UN  UneidlUbe  wntbsen«  ntee  «sieh  der 
Neil  nähern  Usst 


Lekr$aiz. 

Wenn  /(tc),  f'(u),  f'iu)  endliche,  völlig  bestiuunte 
Wertbe  behalten  oder  sich  stetig  äDdern»  vfjeDo  man 
sich  K  von  tf=:abi8  ti  =  o:  (stetig  veräudern  lässt,  S4> 
oibert  sich 

\ 
I 

itt  Gräoze 

oder  es  ist 

* 

=«A>"^l/'(a)+r(a+^)+/'(a+22=f)+..+A«f('*^I)^l. 

wenn  man   die  positive  ganze  Zahl  n  io's  Uoendliche 
wachsen   lässt. 

Kar  eine  wenig  veränderte  Form  dieser  Sätze  sind  die  folgen- 

faSätze: 


Lehrsatz, 

Wenn  f{u),  f'(ü),  A«)  endliche,  völlig  bestimmte 
Werthe  behalten  oder  sich  stetig  ändern,  wenn  'man 
iichttvon  tc=a  bis  tt  =  J7  stetig  verändern  lässt,   und 

. ar  — g 

""     n 

gesetzt  wird,  so  nähert  sich 

»JAö)+r(o+o+r(a+2i')+..,.+r(«+«oj  , 

^er  Gränze 
oder  es  ist 

=Lim.tir(a)  +  r(a  +  0+r(a  +  20  +  ....  +  r(a  +  nO}, 

^enn  man  n  in's  Unendliche  wachsen,   also  i  sich  der 
^qU  nähern  lässt; 

oder: 
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Lehrsatz*   * 

WcDD  /X«),  f'{u),  f^(u)  endliche,  völlig  bestimmte 
Werthe  behalten  oder  sich  stetig  äoderD,  wenn  man 
sich'»  Ton  u=a  bis  u=ix  stetig  verändern  lässt,  so 
nähert  sich 


x^a 


lA«)  +  /'(fl+^)+r'(a+2^)  +  ..-+/"(«+»«^J 


der  Gränze 
oder  es  ist 

=llm.^t/'(«)+/'(a+2=^)+r(«+2^)+....+/'(a+«^|, 

wenn  man  die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unendliche 
wachsen   lässt 


IV. 

»■ 
Ueber    die   Function    (l-f-x)'*. 

§1 

Wir  wollen  zuerst  für 

y  =  /'(ar)  =  (a  +  6ar)A*, 

wo  ft  eine  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  bezeichnen  soll,    die  Grosse  f'(x),  nämiich  die  Gränze  zu 

bestimmen  suchen,  weicher  der  Differenzenquotient  --^  sich  nähert, 
wenn  Jx  sich  der  Null  nähert. 

Zunächst  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  wenn  fi  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  ist.    Offenbar  ist 

(a  +  b(x+  Jx))f*—(a+bx)f^ 
=:(a  +  b(x+  Jx))(a  +  b(x  +  Jx)y-^-'(a  +  bxy, 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 


9on  den  wumUicheti  Reihen.  4| 

(ä+ 6  (a;  +  Ja;)Yr-  (a  +,*;»)a* 

nd  folglich 

(g  +  b{x  +  ^x)Y'^  ja  +  bxY 
Ax 

.Ha+6(^+^x))/^  +  (a  +  &^)^"  +  ^^^  +  ^^»;;^-^"+*^)'^. 

'lasst  man  jetzt  in  dieser  Gleichung   Ax  sich   der  Null  nähern 
nd  geht  zu  den  Gränzen  uber>  so  erhalt  man  offenbar  die  Gleichung 

Lim  ^^  +  ^  ^^  +  ^J?))/*—  (q  +  M^ 

Ax 
iier,  wenn  man  der  Kurze  wegen 

M,  die  Gleichung: 

9(ft)  =  6  (a  +  6a:)^-i  +  (ö  +  6ar)  9(|i — 1). 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Relation  ergiebt  sich  nach 
Qodnacby  weil  jia  nach  der  Voraussetzung  eine  positive  ganze  Zahl  ist: 

9?(fi) = 6  Ca  +  bxy-^  +  (a  +  bx)  ^(ft— 1) . 

9j(fi  -  2) =6(a  +  6j:)A'-3  ^  (^  ^  j^^  g)(f*— 3) , 

u.    s.    w. 
9(3)=6(a  +  6a?)2  +  (a  +  bx)  9(2), 
9(2)  =  6(a  +  bxY  +  (a  +  6ar)  g>(l). 
MpitipHcirt  man  jetzt  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

lo  +  6a:)0,    (a  +  6^)i,   (a  +  Äar)^»/...,    (a+,6;Z?>"-3^  (a+6^)/"-?; 

■«•  ^ 

addirt  sie  ds^nn  zu  einander  und  hebt  auf,   was  sich  aufheben 
ßsst,  so  erhält  man  die  Gleichung 

q>(li)  =  (|x — 1)  6  (a  +  bx)f^-^  +  (a  +  bx)/^-^  g>(l). 
Nun  Ist  aber 
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also,  weil  immer,  d.  h.  für  jedes  Jx^ 

hJx  _  - 
Jx 

ist»  offenbar 

« 
v9l  «etxeo;  folglich  oach  dem  Vorbeigehenden 

qp(^)  =  jLtJ  (a  +  bxy^^ , 
also 

oder  in  bekannter  Bezeichnung: 

Wenn  ferner  ^  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  ^o  setze  man 

y  =  ^^>  =  (a  +  «ar)-/''       * 
WO  nun  —  |Li  eine  positive  ganze  Zahl  ist.    Also  ist 

1 1 

^'^~  (a\b{x\  Jx))-'f'     (a  +  bx)-/* 

_  _  (a-t'bix+Jx))-f''^(a-i-bx)-f* 
""     (a  +  bx)-'f*(a+6{x  +  Jx))-i^' 

folglich 

Lässt  man  nun  in  dieser  Gleichung  Jx  sich  der  Null  nähern  and 
geht  zu  den  Gränzen  über,  so  erhält  man  offenbar  die  folgende 
Gleichung: 

^X  ^x 

Weil  nun  aber  — fi  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  nach  dem 
vorher  betrachteten  Falle  eines  positiven  ganzen  Exponenten: 

Lim ^   ^   "^     ~j — ^^-^ — ^— =  — f46(a  +6a:)-M-i, 


ibiiicli  dem  Voriif  rg«he*4eii : 

Lim  -^  =:  -  (a + 6a:)*A* . — jia6  (a  +  6ar)-M-i  ^ 

lölgBch 


Formel  ganz  ^it  dem  im  ▼orhergebenden  Falle  gefoode- 
n  Resultate  übereinstimmt. 

Wenn  (n  ein  positiver  oder  negativer  Broch  ist,  so  wollen  wir 

P 

setzen,  wo  p  eine  positive  oder  negative  >   q  eine  positive  ganze 
ZiUse'm  soll,  was  immer  anzunehmen  verstattet  ist    Dane  ist 

p 

^9  s=  (a  -^  bx)v, 

I«en  wir  nun  x  m  x  •{-  Jx  übergehen ,   so  geht  y  in  ^  -l-  '^^ 
Aer,  and  vorstehende  Gleichung  wird: 

folglich  durch  Subtraction  der  vorhergehenden  Gleichung  von  dieser : 

also 

Jy  '  Jx  '  Jx  * 

ond  hieraus : 

{a^b(x-{-Jx))^—{a\'hx)v 
Jy Jx^ 


Jx  {y^Jy)^—y^ 

^y 

Nähert  sieb  nun  Jx  der  Null,  so  nähert  sich  natürlich  auch  Jy 
der  Null,  und  es  ist  also  für  der  Null  sich  nähernde  Jx  und  Jy 
ofenbar: 

,  .     (a  +  6 (ar  +  /lx))P  —  {ai-bxy 

ij\m — — -* zi — 

w.    Jy^ ^£ 

dy 
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Weil  aber  p  und  q  ganze  Zahlen  eind,  «o  ist  nadi   des  beidei 
vorhergehenden  Fällen: 

I 

also  nach  dem  Obigen: 


oder 


Folglieh  ist  auch 


oder  weil 


ist: 


also 


(rt  +  6ar)F  =  3r« 


A-)  =  f»*„-fÄ^'      . 


oder,   weil  y  =  (a  +  6d?)^  ist : 

Hierbei  ist  aber  noch  Folgendes  zu  bemerken.  Wir  wollen 
den  Bruch  ft  immer  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedruckt  anneh- 
men. Wenn  dann  der  Nenner  von  ft  eine  gerade  Zahl  ist,  so 
darf  11+ 6a:  nur  positiv  sein,  weil  sonst  y  =  (a  +  Aa:)^  imaginär 
sein  würde,  wir  aber  natürlich  bei  diesen  Gränzenbetrachtungen 
alle  Grössen  als  reell  vorauszusetzen  genüthigt  sind.  Weil  wir 
nun  vorher 

fanden,  so  hat  in  diesem  Attsdrocke  in  dem  Falle ^  wo  der  Nemier 
von  fi  eine  gerade  Zahl  ist,   der  Bruch 


von  den  unmäHeAen  Reihen.  4S 


a-{'bx 
niit^=(a-f  6ar)^  gleiches  Vorzeichen;  und  da  noD  torher 

^j-  =  («  +  6.)/.-x 

fesetit  u'firde»  so  muss  fn  dem  in  Rede  stehenden  F»iie  in  der 

Formei 

Mch  (a  +  bx)^^-^  stets  mit 

y  =  f{a:)  =  {a+bx)t^ 

von  gleichem  Vorzeichen  gepommen  werden. 

Ans  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  für 

m  völliger  Allgemeinheit 

f'{x)  =  ^b{a'\-bxy'-^ 

ki  wenn  man  nur  beachtet,  dass  in  dieser  Formel  in  dem  Falle, 
vo  ft  ein  in  den  kleinsten  fahlen  ansgedrtickter  Brach  mit  gera- 
<ieo)  Nenner  ist,   immer 

(a-ybxy-^ 

mit  demselben  Vorzeichen  wie 

genommen  werden  muss. 

§.2. 
Bekanntlich  (IL  §.  4)  jst  allgemein 

Um  nun  diese  Gleichung   auf   die   im    vorhergehenden  Para 
graphen    betrachtete  Function 

yz=:f{x):=z{a-\-bx)t^ 
aozQwendeB,  haben  wir  zuvörderst  nach  §.  1.: 

'  i 

fix) = Lim,_-^ = Lim     «^     ^^ = ^L.m— ^^-, 
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und  folgliöh«  weil  nach  §.  l.>  wenn manfA— ^1  für  dad dortige  fi  setzl 

Lira  — -    ^^  ^ ;^  (fA— 1)  6  («  +  iar^-^ 

ist: 

Ha:)  =  |i(^ — 1)  6«  (a  +  6a:)/*-«. 
Ferner  ist 

^(.,= Lto^  -  Lim  ^Jlä!=l^^i±-'-2^' 

also,  weil  nach  §.  1.,  wenn  man  ft — 2  für  das  dortige  ft  ^etzt« 

Lim  — ^— 2 — — =  (f*  —  2)  6  (a  +  6j:)/*-' 

ist: 

/^'"(a:)=fA(fi— 1)  (fA— 2)63(a  +  6a?)A*-»-. 

Auf  ähnliche  Art  ist 

=  f4(ft-l)  (^-2)6»Lim  — 5-i^-^— , 
also,  weil  nach  $.  h,  wenn  man  |[i  —  3  für  das  dortige  fi  setzt, 

* 

ist: 

/•/r(^)=^(^-i)(^-.2)(fi-3)6*(a  +  Aar)M-4. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  und  auch  das 
allgemeine  Gesetz  der  gefundenen  Ausdrucke,  erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit.    Wenn  nämlich 

ist,  so  ist  ßr  jedes  positive  ganze  n: 

/(«)(x)  =  fi(|»— l)(fi-2)....(fi-ii  +  l)6-(a+6x)/*— , 

mit  der  Bedingung,  dass  man,  wenn  fi  ein  in  den  kleinsten  Zah* 
len  t«0gedrClekter  Bruch  mit  geradem  Nenner  Ist,  In  der  vorste- 
henden Formel  (u+bs)f*^^  immer  mit  demselben  VorzeicheD  wie 
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y  =  /(^)=?(a+Ä^)'* 

lebmeo  mnss,    was  in  der  Folge,    audh  ohne  besondere  Bemer- 
kung, «tets  featgelialten  werden  soll. 

Für 

V 

^lebt  sich  aus  dem  Vorhergebenden  unmit|pibar: 

fi^Xx)  =  |Ä  (f*  - 1)  (fi—  2) ....  (fi  —  n + l)arM-«. 

Ist  ^  eine  positive  ganze  Zahl,    so  kann  man  9t=:fi  setzen, 
od  erhält  aus  dem  Obigen,   wenn 

y=f{x)=i{a-\-bxy 
igt/ m  diesem  Falle: 

/X^)(a;)z=:^(fi-.1)(^  — 2)  ....3.2.1.6/", 

abo  eine  coastaute  Grösse. 
Für 

Mm  dem  Falle,  wenn  fi  eine  positire  ganze  Zahl  ist: 

/^(M)(a?)  =  ^(^^l)(^— 2)....3.2.1. 

§.3. 

Wir  wollen  jetzt  die  Function 

y  =  f(x)  =  (l+x)M, 

ooter  der  Voraussetzung,    dass  wir  die^e  Potenz  In  di^m  Falle, 
wo  fi  ein  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückter  Bruch  mit  geradem 
Nenner  ist,  positiv  nehmen,  einer  g^iaueren Betrachtung  unterwerfen. 
Nach  §.  2.  ist  allgemein 

also  .  \ 

'    1.2.3....n-  1.2.3....n  ^^+-^^'^ . / 


. "". « 


oder  In  abkürzender  Bezeichnung: 

fdgiBcb  för  ;rscO:  ,     :, 
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Also  (III.  §.  4)  ist,  wenn  q  «nie  posRhre,   die  BinbMt  niciit  aller* 
stehende  Grösse  bexeichaet: 

(1  +  j:)a*  =  1  +  |[tijp  +  |ii^  +  ^o:« +._  +  f*»r« 

Wenn  znvurderst  ^  eine  pontive  ganae  Zahl  ist,  so  ist  es  ver- 
stattet,  n  =  fi  zu  setzen,  wodurch  man  in  diesem  Falle  aus  yop- 
stehender  Qeichnng  sogleich 

edcr* 

(l+jr)tel+pj:+-j;^ar»+ j-^-^ ^+"+  1.2.3.^f*  *^ 

efnalt. 

We«A  aber  ^  kmne  positive  ganze  Zahl  ist,  so  wollen  wk 
an^^imen,  dass  der  absohit»  Werth  von  x  kleinem  all»  die  Ein- 
heit, oder  dass 

8ci>  vnd  wotten  unter  dieser  TorauHsetaning  dsi  obigen  sogenann- 
teft  Rest 

emer  genauen  Untersuchung  anterwerfen. 

Zu  dem  Ende  steilen  wir  diesui  Rest  auf  folgende  Art  iari 

und  iM^racbten  jeden  der  drei  Factoren 

besonders. 

Was  soerst  den  Iet2ten  Factor 


htMk,  M  ist,   weil  «ie*  ateolnte  Wectk  vm  x  Umer  ds  di« 


rom  den  Hnendiiehem  RMen.  fQ 

QdM,  f  akcr  p<i8itiv  nad  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist,  klar» 
h»  itt  stete  positive  Nenner  1  -f-  ^  niemals  kleiner  als  der 
Ms  pwiß¥e  Zähler  l  —  g  «ein  kann ,  dass  also  auch 


k  EiDbeit  Diemals  fibersteigen  wird. 

Was  femer  den  zweiten  Factor  (l  +  ^ary*-^  betrifft,  so  hat 
an  bd  dessen  Betrachtung  die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  x  positiv  und  fi — 1  positiv  ist,  so  erreicht  (1  +^y-^ 
tetneD  grussten  Werth,  wenn  g  seinen  grussten  Werth  erreicht, 
Wgllcb  för  ^=1,  so  dass  also  in  diesem  Falle  (l+a:)^— *  der 
grösste  Werth  ist,  welchen  (1  +^ar)/'~*  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  x  positiv  und  ft  — 1  negativ  ist,  so  erreicht  (l+^a:)"-* 
uk&i  grussten  Werth,  wenn  ^  seinen  kleinsten  Werth  erreicht, 
M^b  für  g=0,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Einheit  der 
9lste  Werth  ist,  welchen  (l  +  ^a:)/*""*  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  ar  negativ  und  jia — 1  positiv  ist,  so  erreicht  (l+^ar)/«— i 
MKD  grussten  Werth,  wenn  g  seinen  kleinsten  Werth  erreicht, 
Mglich  für  p=0,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Einheit  der 
gröwte  Werth  ist,  welchen  (1  +  gx)f*''^  überhaupt  erreichen  kann. 

Wenn  x  negativ  und  fi  — 1  negativ  ist,  so  erreicht  (l+^:r)/*— * 
«men  grossten  Werth,  wenn  g  seinen  grussten  Werth  erreicht, 
Wglich  für  p=:l,  so  dass  also  in  diesem  Falle  (l+o:)^— ^  der 
grosste  Werth  ist,  welchen  (l  +  gxy^-^  überhaupt  erreichen  kann. 

Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  (1 -f  ^ar)M-i  niemals  eine  endliche,  vuUig  bestimmte  Grosse 
Versteigt,  welche  entweder  (l  +  ar)/^-^  oder  die  Einheit  ist.  Uns 
leoSgt  es  aber  ftir  das  Folgende,  Oberhaupt  nur  zu  wissen,  dass 
iHgxy—^  niemals  eine  endliche,  völlig  bestimmte  Grosse  über- 
steigt, auf  deren  wirklichen  Werth  qs  uns  hier  weiter  gar  nicht 
^ommt. 

Was  nun  endlich  den  Factor 

1.2.3«.».9t 

kifft,    so  quollen  wir   denselben  der  Kürze  wegen  durch  tn  be- 
«duen.    Dann  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 
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u, 

W4=  — fe+3  (1  —^+4^^» 
U.      8.      W. 


also: 


« 

U*      8.      W. 

I 

Die  absoluteo  Werthe  voD  x  und  U,  <n+i,  ^n+a»  ^+8>— •  '^®' 
len  wir  im  Folgenden  respective  durch  |  und  Tn,  trn-f-i»  Vn-|-a>  ^n+s«** 
bezeichnen,  und  nun  die  beiden  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

1.  Wenn  ft  positiv  ist,  so  wollen  wir  uns,  was  offenbar  ve^ 
stattet  ist,  n  +  l  grösser  als  ft  genommen  denken.  Weil  nun  nacl 
dem  Vorhergehenden 


u«    a.    w. 
ist«  so  iat  unter  der  gemachten  Vorausaetaimg  offenbar 
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nun  bekanntlich  |<1  ist,  go  nähern  sich  die  Grossen 

tn»     "^ii+i»     ''^w+a»     ''^H-8>     *iH-4>»»»» 

leon  nur  erst  n-f-l  grosser  als  fi  geworden  ist,  offenbar  immer 
lebr  nnd  mehr  der  Null,  und  können  derselben  auch  beliebig 
Bhe  gebracht  werden,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  vom  An- 
bge  der  vorstehenden  Reihe  entfernt  nimmt. 

2.  Wenn  ft  negativ  ist,  so  wollen  wir  grosserer  Deutlichkeit 
legen  —  ft  für  yL  schreiben,  wo  dann  fi  selbst  positiv  bt,  und 
folgücb  nach  dem  Obigen 

tiHi=T,(l+J^^)|, 

u.    s.    w. 
Ktitn.   In  diesem  Falle  ist  also  offenbar. 

T»fa<T,KlI+^)|}*. 
t»+8<*»t(H-^)ll»> 

U.      8.      W. 

Nu  bum  mao  aber  immer  »4-1  so  gross  annehmen,  dass 

"t-  Denn  diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

4» 
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also  wenn  die  Bedingung 

also  wenn  die  Bedingung 

folglich  wenn  die  Bedingung 

* 

erföUtist;  uod  da  sich  diese  letztere  Bedingung  offenbar  immef 
erfüllen  lässt,  wobei  man  nur  stets  zu  beachten  hat,  dass  l<^ 
ist,  so  wird  sich  durch  hinreichend  grosse  Annahme  von  n+1 
offenbar  auch  immer  die  Bedingung 

erfüllen  lassen.  Ist  aber  diese  Bedingung  erfüllt,  so  nähern  sich 
offenbar  die  Grössen 

.Tn,     Xfi^x,     Tn-fa,      Tn-fg,     Tn+4, .... 

immer  mehr  und  mehr  der  Null,  und  können  derselben  auch  belie- 
big nahe  gebracht  werden,  wenn  man  sie  nur  weit  genug  von  dem 
Anfange  der  vorstehenden  Reihe  entfernt  nimmt. 

Hieraus   ergiebt  sich  nun  mit  völliger  Deutlichkeit,    dass  der 
absolute  Werth  von 

1.2.3....«  ^"+ ' 

wenn  n  nur  erst  eine  gewisse  endliche,  völlig  bestimmte  Grösse 
überstiegen  hat,  und  dann  fernerhin  wächst,  immer  der  Null  zu- 
strebt und  derselben  auch  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt 

Nehmen  wir  jetzt  alles  Vorhergehende  zusamfnen,   so  sehen 
wir,  dasH  von  den  drei  Factoren  des  Restes 

jeder  der  beiden  letzten    nie  eine  gewisse   endliche,   völlig   be- 
stimmte Grösse  übersteigen  kann,    der  erste  dagegen  jederzeit. 
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we&D  n  nur  erst  eioe  gewisse  eodiiche,  völlig  bestimmte  GrSssie 
oberstiegen  hat,  und  dann  fernerhin  wächst,  der  Null  zustrebt  und 
aocb  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur 
s  gross  genug  nimmt.  Also  wird  der  vorstehende  Rest,  wenn  n 
iräcbst,  offenbar  auch  selbst  immer  endlich  einmal  anfangen,  der 
"SriXi  zuzustreben ,  und  wird  auch  der  Null  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt. 

Folglich  kann  man  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung, 
hß&  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit,  oder  dass 

ist,  immer     ' 

wo 

_ft(|[i--'l)(fi— 2)....(|x— w  +  1) 
'*""-  1.2.3....« 

ist,  setzen ,  wais  wir  im  Folgenden  in  der  Kürze  durch 

* 

(1  +  x)i*  =  I  +  (»la?  +  fi^'^  +  f»8a:' +(*4a;*+  .... 


kmehnen  wollen. 


§.  4. 


Man  konnte  versuchen,  die  am  Ende  des  vorhergebenden  Pa- 
ngraphen  gefundene  wichtige^  Gleichung  auch  nach  III.  §.  3.  aus 
der  Gleichung 

(1  +  ar)^=  1  +  i^iX  + 11*2^*  +  [L^x^  + ....  +  ftna:» 

+  1.2.3....(«  +  1)'^     ^*  +  ^^^^ 
ider 

(1  +  a:)^  =  1  +  \jiiX  +  (it2.r^  +  {ii^x^-{-...,  +  ftnar» 

+  f*n+i  a:«+*  (1  +  ^a;)^-»~S 

wo  q  eine  gewisse  positive,  die  Einheit  nicht  fibersteigende  Grosse- 
bezeichnet,  abzuleiten.  Dies  geht  aber  ohne  erhebliche  Schwie- 
rigkeiten nur  dann  an,  wenn  x  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit 
Mt  Im  Falle  eines  negativen  x,  dessen  absoluter  Wi^^th  kleiner 
ib  die  Einheit  ist ,  wurde  man  aber  immer  wieder  zu  der  im  vor* 
Ergebenden    Paragraphen   angewandten   Entwickelung   seine  Zu-* 
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2)    /»(*)=— l.«^Uge(«+««>-«. 
Fener  iat  ndb  2) 

/-(x)=L«i  -^j-=  I— ;^g 

^er  Mcamliidb 


3)    /•(x)=1.2.6»loge(a  +  Äcr)-«. 
Eben  so  ist  nach  3) 

/•fr(;iP)=Lim-;T— =Lim ^r; — 


Ax  Ax 


I  a  1^1        ¥•    A.{a\hxy 
^^I.z.^'logrLia  — ^— ^ 


aber  bekaimtfidi 


Lim -^ = — o.6(a+6x)~^» 

also 

4)    /"^^(x)  =  — 1.2.3. Ä^logir(a  +  Äx)-^. 

Wie  maD  aof  diese  Art  vreiter  gehen  kann,   ist  klar.     Also 
ist  allgemein 

5)    /l«)(;r)=<— 1)»-M.2.3....(ji— l)6«l<^e(a+6Ä)-" 
oder 

§.  2. 

Wir  wollen  jetzt   die   Function 

y=/rar)=Iog(l+ar) 

betrachten 9  indem  wir  annehmen,  dass  x,  insofern  es  positiv  is^ 
nicht  grosser  als  die  Einheit,  wenn  es  aber  negativ  ist,  absolnt 
genommen  kleiner  als  die  Einheit  sei,  was  wir  durch 
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jainer  endlich  einmal  anfangen,  der  Null  zuzustreben»  und  wird 
aicb  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kOnnen,  wenn  man 
BOT  n  gros«  genug  werden  lässt. 

Ist  dagegen  fi  + 1  negativ ,  so  setze  man  ^  -f- 1  =  —  X»    wo 
HD  X  positiv  ist;   dann  ist  nach  dem  Obigen 

N 

uer  kleiner  als 

'vi  Nan  kann  man  aber  immer  n  so  gross  annehmen,  dass 

U'fkmi  diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

I         1 
1  + 


n  +  2^:t' 


also  wenn  die  Bedingung 


'    <^-l.  ::^<'-^ 


ike  wenn  die  Bedingung 

n+2^     X 


> 


Uglicb  wenn  die  Bedingung 

*fiült  ist ;   uikI  da  diese  Bedingung  sieb  offenbar  immer  erfälien 
Im,  so  kann  aueh  die  Bedingung 

^er  alsjerfullt  vorausgesetzt  werden.    Wenn  aber  diese  Bedin- 
9uig  erfüllt  ist,  und  dann  k  wächst,  so  nähert  sich 


58  Grunert:  Eiemm$are  DarsteUung  der  Lehre' 


X 


8 

3 


4 


5" 


.       (l+tia:)«=l+j- 

+(r-^)T 

+ 

Weil  nach  der  gämacbten  VoraussetzuDg 

—  I<t«?<  +  1, 
also  ux  eine  Mittelgrusse  zwischen  —1  uod  -f  1»  oder 

Mar=ilf(-1, +1) 
ist 9  so  ist  (I.  §.3.4.) 

—  =  itf( >  +  -)t     X'=:Mi *  +  -) 

aüd  die  obige  Gleichung  gilt  (iBr  jedes,  der  Null  noch  so  nahe 
kommende  ti«  wenn  nur  x-  der  Bedingung 

genügt.  Lässt  man  nun  in  der  in  Rede  stehenden  obigen  Glei* 
chang  u  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den  Gränzen  über,  so 
erhält  man  auf  der  Stelle  die  folgende  wichtige  Gleichung: 

1)    Lim.(l+«a;)«=l  +  r  +  p;2+r;^j  +  l3-g^+... 

(— (X><ar<+OD) 

wobei  angenommen  ist,  daas  in 

h 

die  Grosse  ti  sich  der  Null  nähere,  indem  x  ungeändert  bleibt 
Für  a;=l  erhalten  wir  aus  der  Gleidiong  1): 
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2)  LiiD.(l+i,)i=l+j  +  Y-2  +  i^^  +  YXO+ 

md  bezeichnen  wir  also  die  SHimne  der  Reibe 
*        1       J^         I  1__ 

^'   1'    1.2'   rO*    073.4'  — 
hrch  et  setzea  liso 

iro  annähenid 

4)    e  =2.7182818284500 

gefooden  wird,  se  wt 

mm  anter  der  VegaMiuitiuiig,  daM  «  «di  der  Nidl  uSbert 

Folglich  iet  sbA  fir  jedes  x  nater  der  VorMweetfiig^  dens 
iKh  der  Nofl  BAert: 

IdÄ.  (1 +«ar)^  =s  € , 


Ofenbar  ist 

J_  — 

\Um.(l+Mxy^r=Lim.a^Mxr. 

■ 

und  folglidi  aach  de«  Vechetgehendeii: 

1 


Nun  ist  aber  aacfc  I) 

Lim.a+«^=i+f+o+ra 

^  ist: 
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^>*'=^+T+ 0+0:3+ r2:äi+-" 


(— 00  <a?  <  +  (»). 

0 

Die  Grösse  e  betrachtet  man  als  die  Basis  eines  logarithmi 
sehen  Systems,  welches  man  das  natürliche  Logarithmen 
System  nennte  und  bezeichnet  die  Logarithmen  dieses  System 
bloss  durch  den  Buchstaben  1,  so  dass  also,  wenn  a  irgend  ein< 
positive  Zahl  bezeichnet,  immer 

7)  a^e^, 
folglich 

8)  a*  =  e'^ 

ist    Also  ist  nach  der  Gleichung  6),  da  diese  Gleichung  für  jedes 
reelle  a^  gilt:  .  ' 

(— cx)<a:<  +  Qo), 
wobei  a  als  positiv  angenommen  wird.  / 

§.  3. 
Setzt  man 

so  ist 

Jy==f(x+Jx)  — /ta:)=a*+^*— a'=:a*(a^*— 1), 

also  , 

Jy a^*  —  1 

^x  Ja:     * 

und  folglidh,  indem  man  sich  Ja:  der  Null  nähern  lässt: 

Lim  -f-  =a*  Lim  — -z —  • 
Jx  Ax 

Weil  nun  die  Gleiehuikg  9)  für  jedes  reelle  x  gilt,  so  ist  auch  föü 
jedes  reelle  Axi 
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■od  folglich  offenbar,  indem  ^x  sich  der  Null  nähert: 

a^* — 1 

'  Lim — -z —  =  la. 

jdx 

hier  ist  nach  dem  Vorhergehenden : 


10)    f'(x)  =  a'\a: 
Bekanntlieh  (II.  §.  4.)  ist  allgemein 


/r(-)(.)=Llm^^'"-^'(-> 


Iktist  nach  10) 


._^/'(*) 


z/o; 


J.a'Ya 


^.a' 


nd  folglich,  weil  nach  10) 


ist: 


Ferner  ist  hiemach : 


Lim—;j — =:a^la 


11)    f''{x)^a'(\af. 


r{x)  =  hm--^-r—z=zhim :^-:— =:(lfl)«Lim-rr 


^x 


,  weil  nach  10) 


ist: 


Jx 


Lim  — i —  =  a^lfl 
nx 


12)    /^(ar)  =  a*(la)». 


/^a: 


Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  erhellet  hier  schon 
>it  Völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  folglich  allgemein: 

13)    /^(«)(ar)  =  a*(la)". 


^  Qrumert:  *i 


Ufiler  der  VwraMaactattftgj    daae  a^der  «ne  peaüve 
VMSftebwiadeBde  irffia^e  ist^  woHeo  wir 

metsc^ti,  wo  die  dureh  log  brininlMintnp  lingiiriti— nir  aifli)  aaf  ife 
ßaftis  ^  L«ft«eb«n  «oUan.  Lmmmd  «vir  mhixt  in  ir-|-.^^  JMw^gtiHB, 
#0  ivird 

wp  iiftiiter  .^  mo  «ibß  feel  gJiJia^niin— iiiii  uirimlil  ^tiiA, 


H4er^    w«H»  ATAT 


M^Ii^^^-:^^ 


4Wl|i&Mt 


^=jin5'^*^<*+'*' 


^«•-^'^<<»+«>''- 
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Lässt  man  dod  dx  sich  der  Null  nähern,   so  nähert  wegen  der 
Gleichung 

b/ix 

a  +  bx 

auch  u  sich  der  Null,   und  es  ist  also  unter  der  Voraqssetzung, 
dass  ^o?  und  u  sich  der  Null  j^ähern: 

Wenn  aber  u  sich  der  Null  nähert,  so  nähert 

1 
(1  +  M)» 

sich  bekanntlich  (V,  §.  1.  5))  der  Gränze  ^  also  nähert  sich  unter 
derselben  Voraussetzung  offenbar 

1 

l0g{(l  +  M)»} 

der  Gränze  löge,  oder  es  ist 

Lim  log  1(1 -f  2i)« }  =  log  e , 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

^x      a-i^bx 
oder  in  bekannter  Bezeichnung: 

oder 

1*)    f'(x)=bloge(a  +  bx)-K 

Nun  ist  bekanntlich  (II.  §.  4.)  allgemein 

nx 

also  nach  1"^) 

^X  ^x       ' 

Bekanntlich  ist  aber 

■~ — Idx =— J-*(a+M~*> 
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VI. 

Ueber  die  Function  log(l+^). 

§.1. 

Unter  der  Voraussetzung^    das«   a  +  bx  eine  positive,  nich 
verschwindende  Grösse  ist,  wollen  wir 

setzen,  wo  die  durch  log  bezeichneten  Logarithmen  sich  auf  di{ 
Basis  ß  beziehen  sollen.  Lassen  wir  nun  a:  in  x+Jx  übergehet^ 
so  wird 

Jy=:f(x+  /lx)-f{x)  =  log(a  +  6(a?+^a:))  — log(a  +  bx) 

=  log((i  + 6a?  +  6-^ar)— log(o  +  6a:), 

also,  wenn  man 

b^x 
a+fta:+6^ar=(«  +  6ar)(l+jqpj^ 

setzt,  offenbar 

b^x 

^/y  =  l0g(l  +  ^q^), 

wo  immer  Jx  so  nahe  bei  Null  angenommen  gedacht  wird,  dass  auch 

b^x 
^  +  Mr6i 

eben  so  wie  a^bx  eine  positive  Grösse  ist    Folglich  ist 


oder,    wenn  wir 


setzen: 


also  auch: 


g  =  ^Iog(l+^p, 


bJx        ,        .        a+6ar 
tt=: — TT-»    also  ^ir  =  — r — t« 


^c=— ^.-l0ff(l  +  ll), 

/Sx     a^bx  u^^^  ^  '' 


i=iTte*»8'<'+''>"'- 
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Usst  man  nun  ^x  sich  der  Null  nähern,   so  nähert  wegen  der 
Gleichnog 

hAx 

a-\-bx 

auch  u  sich  der  Null,    und  es  ist  also  unter  der  Voraussetzang, 
(bss  Ax  und  u  sich  der  Null  nähern : 


Ax     a 


qp^Limlogll+ti)«). 


Wenn  aber  u  sich  der  Null  nähert,  so  nähert 

(1  +  u)- 

«dl  bekanntlich  (V.  §.1.  5))  der  Gränze  d;  also  nähert  sich  unter 
derselben  Voraussetzung  offenbar 

1 

l0g{(l  +  M)»} 


ierGrinze  löge»  oder  es  ist 


1 


Limlog((l +«)«}=  log«, 
■d folglich  nach  dem  Obigen: 

Ax      a-i^bx 
ofaiD  belcannter  Bezeichnung: 

oder 

1*)    f'(x)=:bloge(a+bx)-K 
Nim  ist  bekanntlich  (II.  §.  4.)  allgemein 

fi^)(x)  =  Lim    '  ^^  ' , 
^  nach  1"*) 

^x  Ax      * 

intlich  ist  aber 

Ax =-J-*(a+M""*> 


OS  Grüner t:  JSiemiMtare  Darstellung  der  Lehre 

I 

~~>    2-->    3  — >    4  — ,....,  (n— 1)  — 
n        n        n        n  ^         '  n 

sämmtlicb  kleiner  als  die  Einheit.  Also  istna^b  dem  Vorhergehenden: 

^=■-1+ ©•-(!)■ +©'-••. 

9t 

-^=l-2S+2.(S)--2.ß)'+2.g)'- 

U.      8.      W. 

l+(n— 1)- 

+Xn-I)*(fJ • 

folglich  nach  dem  Obigen: 

log  (1  +  0?) 


=loffeLim.— 


\ 


u.     s.     w. 


\  +l-(«-l)f+(«-l)<fy-(n-l)<f)'+.. 
alfo: 


n-(l+2+3+....+(«-l))| 
+  (l»+2*+3«+....  +  (i.-l>^^ 


l«g(l+:r)  =  logeLim.-  j     _(i.^.2»+3»+....  +  («-l)»)5 

+  (1* + 2«  +  3» +..„  +  («— 1)«)^ 


'  "  wm  den  unendttehen  JMäen.  Sf 

oder 

,  ^1+2+3 +  ....+(«-1)^. 

■  '  '  I  ' 

.l«+2«+3«|-....-t:  («-!)«_. 

+  - r — ^r— ^ * 

l.g(J+«)»log«Lli»^         1»+2H  3»  +  .... +(«>>- D»^^ 


WScbst  DUD  aber  n  in's  Unendliche,    so  nähern  nach  einem 
bebDDten  Satze  (I.  $.  2.  Zusatz.)  die  Grossen 

l  +  2  +  3-h....  +  (yi~-l) 
P+  2«  +  3«  + ....  +  (w--l)2 

-^ jp r, , 


»'•. 


»Uli     »I  HH»J>»II1»     «>  III       lllll'HH     a 

«  fr 

l*+24+3*  +  ....+(n— 1)* 

__ — , 

u.    s.    w. 
«ich  respective  den  Gränzen 

I       1       1       1       1 

2'    3'    4*     5'    6 

^0  ifit  nach  dem  Obigen  offenbar 

6)    Iog(l  +ar)  =  log6.(ar  — 50;*+  g^'""!^*  +  5^*  —  ••••) 

(-l<:r=  +  l). 
Für  a;=l  ist  z.  B. 

7)    log;2:T=l9g^, (1-^  +  3^1  +  ^.,..). 

Für  ^=—-1  hat  log(l-f-a:)  keinen  endlichen  bestimmten  Werth 
■ehr,  weshalb  es  niefat  verstattet  ist,  xzn-^l  zu  setzen.  Man 
^  auch  bicht  zeigen  >  dass  die  Summe  4er  Reihe 
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welche 9   negativ  geDommen^    für  ^=  —  1  aus  der  Reihe 


1     ,.1     3         1      .    .    l 

2^  +3^  ""4^  "*'5 


X  —  ^X    +qJ?    ~"1*^    "Tk^  — 


hervorgeht,  unendlich  gross  ist»  d.h.  eigentlich »  dass  dieSoronien 

»+^  +  3  +  1- 

1  +  2  +  3  +  4  +  5' 

u.    s.    w. 

ober  alle  Gränzen,  oder,  wie  man  gewöhnlich  in  der  Kürze  zo 
sagen  pflegt,  in's  Unendliche  wachsen ,  wenn  man  nur  eine  hin- 
reichende Anzahl,  der  Grossen 

,1111 
^'    2'     3'    V    V' 

vom  Anfange  an  zu  einander  addirt.    Setzen  wir  nämlich 


so  ist 


«=i+j 


1  1.1.1 

+6+6+7+8 

1.1.1.1.1.1.1.1 

+  9  +  IÖ  +  TI  +  r2  +  l3  +  n  +  l5  +  l6 

u.    s.    w. 

l  1  1  1 

+  2*-»+ 1  "*■  2*--^ +2  "*"  2*-i  +3  +••••+  25  * 


pon  dem  uneaMcäen  Reihen.  t    60 

abo  offenbar: 

,12     4      8  2*-» 

vennnar  £>1  ist.    Folglich  ist,  wenn  nur  k^\  ist,  offenbar 

»>1  +  | 

tier  • 

.   Ä  +  2 

ifc  +  2 
od  da  DUO      ft     fiber  alle  Gräozen  wächst»  wenn  k  in's  UoeDd- 

ikke  wächst,  so  wächst  am  so  mehr  auch  $k  über  alle  Gränzen« 
weon  k  in's  Unendliche  wächst«  wodurch  offenbar  unsere  obige 
Behauptung  bewiesen  ist. 


§.  3. 

Für  jedes  x,  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit 
i,  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

111 

log(l+^)  =  Iog«.(a:  — «07*+  «a?* — i^  + ••••)* 

log(l — jr)=--Iogc.(ar+^a:*  +  Qa:'  +  2^  +  «-)5 
^  durch  Subtraction : 

^)    logj3|=2loge.(:r+3J:»+gaH^+5j:^+....) 

(-I<ar<  +  1). 
Setzt  man 

M— 1 

X  =s  — n  9 

*o  Ist  für  jedes  Null  übersteigende  u  offenbar  o;  dem  absoluten 
Wertbe  nach  kleiner  als  die  Einheit,  und  folglich,  weil  aus  vor- 
Mieoder  Gleichung  sich 

u — 1 

i+g_  '*'irn   (tt+i)+(«--i) 

1— «■",     M— 1~(m+1)— (u-l)"'^ 


t&  Grunerit  ßUmintnre  Danteliuns  der  Lehre 

ergiebt,   nach  8): 

*  ,.,.=.„»..  j;-r{+>(!=>)-+^(=r«)-4(^;_'y+..] 

(0  <  l£  <  <X). 

Mittelst  dieser  Reihe  lässt  sich  der  Logarithmus  jeder  posi 
tiveo  Zahl  berechnen ,  wenn  man  löge  kennt. 

Setzt  man  aber  u=:B,  was  verstattet  ist»  so  erhält  man  aus  9) 
logÄ=2logc.  j|^J+ J(|=-JJ  +  J-(§={)'+ J(|=})  +   -1 
atso,  t^eil  logB^l  ist: 


mittelst  welcher  Formel  man  löge  fär  jede  Basis  B  berechnen  kann 

Setzt  man  in  der  Formel  9)  für  das  Zeichen  log  das  Zeicheo  ( 
so  erhält  man,  weil  \e  =  l  ist,  da  e  die  Basis  der  durch  1  bezeicb< 
neten  Logarithmen  darstellt ^  fär  u=iB: 

was,  mit  10)  verglichen,  zu  der  Gleichung 

12)    log6.lJB=l 


fährt. 

Die  Grosse 


log«  = 


\B 


nennt  man  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems,  dessei 
Basis  B  ist,  ttdd  bezeichnet  denselben  durch  M,  so  dass  also    * 

13)    Jlf=log«  =  j^ 

ist ;  und  zur  Berechoung  des  Logarithmiis  jeder  N«U  überateigej 
den  positiven  Zahl  u  Sät  die  Basis  B  hat  man  nach  10)  nni  V 
die  Formeln: 


vtm  dm  utumäUtke»  Retken,  tk 

U^  1 

^-„  \b-\ ,  \/B-i\ .  i/ß-i\' .  itB~\\ ,    r* 

— «tS}+KSl)"+KSi)"+K5{)'+-- 1 

(0<t<<c»). 

Man  kann  diese  Formeln  noch  auf  eine  etwas  andere  Art  dar- 
itilen.    Setzt  man  nämlich  in  der  Gleichung  9)  u^  für  u,    so  er- 

Ült  mao: 

(0<tt<QO), 

jkofur  t<  =  Ä: 

**  '•*'  =  ^— 1 . 1  /B^-iy  .  1  /Ä*-i\» .  1  /iB«— 1\^ .   ■ 

Daher  bat  man  zur  Berechnung  des  Logarithmus  jeder  Null 
liiersteigenden  positiven  Zahl  u  fär  die  Basis  B  auch  die  folgen- 
<leD  Formeln ; 


\i) 


Bäqjri  +  3y^gq.iy  +5^55+1/  Tfl^ßHl/ ^"" 


(0<M<a) 
wer  auch  die  eine  Formel: 
M«— 1  .  1/a«— 1\ 


M«— 1      1  /«'— 1\'  .  1  /«'— 1\'      1  /«»-ly 
^^"~^5^^  .  l/ig»— 1^^  .  l^B»-iy  .  1/^«— 1S\~' 


(0<u<ot.) 
*>^  nach  dem  Obige»  auch: 
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oder 


1  >  ^"TJ—  >  COS  1^^- 


Hieraus  siebt  mAn,   das9 


/ 


sin  jJa: 

zwischen  I  und  cob^Jx  liegt,  und  da  bekanntlich ,  wenn  Vorsieh 
der  Mull  nähert,  coslJx  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit  nähert,  so  muss  sich,  weun 
Jx  sich  der  Null  nähert,  das  zwischen  1  und  cos^^^or  liegende 

8\n\Ja; 

um  SO  mehr  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigee 
Chrade  der  Einheit  als  ^ner  Gränze  nähern.    Also  ist 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

1)     f'(^)  =  CPS/^» 


§.2. 


Setzen  wir 


y=;=/l[^)=:cosar 

und  lassen  o?  in  x-i-dap  übergehen,   so  erhalten  wir 

Jy=f(a!+Jx)'—f{x)=zcos(x+Jxy'-'Coax, 

also  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Zerlegung: 

Jy =  —  2  sin  ^Jx  sin  (x  +  \Jx) , 

folglich 

Jp         sinl^j?  ,    ,    .  ,  ^  ^ 
^1= p^sin(^+i^j:). 

Nähert  sich  nun  ^s  der  Null,  ^o  nähert  «in (ar  4- i^^^r)  sich  offen- 
bar der  Gränse  sin^r,  und  es  ist  also 


Lim  "3^^  —  «in  arLlm —1—; — 


Nicb  dem  Torhei|;^eDdeii  Paragraphen  ]»(  aber 

■""■TS-"'' 

k 

5.3. 
Seben  wir  nieder 

,=«!)  =  . in  it, 
«iat  Dach  §.  1. 

/■'(ar)  =  coaa. 
.^  igt  ferner  bekannÜicb  (IL  'g.  4.) 

rCa=)=Liöi-^  =  L.m -—- , 
ibo  nach  j.  2. 

/«(a:)  =  — SIDJ:. 
Ebmso  ist  (IL  §.4.) 


<^;E  ^3^  Jx 

'  »Im  nach  J.  1. 

.  /■"(«)  =  — coea;. 
femet  ist  (IL  §.  4.) 

/IC/  V       »  •       ^f"ix)       ■  .       i*( — COBX)  .  ,      ^CO»X, 

P(i)=L.n. -^-  =  L,m  — ^^=-Lin,~^^l 

I  >Im  nach  §.  2. 

/•"'(ar)  =  BinÄ 
I  <*it  man  aaf  diese  Art  weiter  geben  IcanD,  ist  klar.    POr 
y  =  f{x)^anx 
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f  (x)  =     coso:, 
f"(x)  =  — sina?, 

f"{x)  =  —  COSOTy 

f^x)=     sinar, 

f^{x)  =     cosar, 

u.     8.     w. 
folglich  allgemein: 

f  /^(2«)(a:)=(— l)*sina:, 
/^(««+i)(a:) = (—  1)"  cos  X. 


3)^ 


§.4. 
Setzen  wir  ferner 

y  =  f\x)  =  cosx, 
80  ist  nach  §.  2. 

f'{x)-=  —  sino?. 

Man  ist  femer  bekanntlich  (II.  §.  4.  und  §.  2.) 
also  nach  §.1. 

f"(x)=:'-C08X, 

Auf  ähnliche  Art  ist  (IL  §.  4.) 

jHur  X       ».     ^fip^     ».     ^( — cosar)  -.    ^cos^ 

also  nach  §.  2. 

/^'^(a:)  =  sin  :r. 
Femer  ist  (II.  §.  4.) 

/:/r(a:)=Lim  -^-  =  Lim  -^^ . 

also  nach  §•  1. 

/^'^(ar)  =  co8ar. 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.    Für 


ist  folglich: 


von  äen  vnendHeken  RHhen,  77 

f'{x)  =r— shiar, 
fix)  =  — COSd?, 
f{x)  =     sina:, 

f^{x)  =  — sinar, 
u.    s.    w. 


Ugiich  allgemein: 


l  /X2«+»)(a:)=(— l)«+i8inar. 

§.  5. 

Ffir 

^  y  =  f(x)  =  sin  a: 

Htni  bekanntlich  (III.  §.3.)»   w^nn  q  eine  positive,   die  Einheit 
ük übersteigende  Grösse  bezeichnet: 

«-A0)  +f r(0)+ rj/'(0)+.-+i::::^/^-KO)+n::;^:p-/^-+»)(^^^ 

Also  ist  nach  §.  3. : 


*»•  /*»S  /»«Sil 

«inj; =/i;o)+ j  A0)+ t:2^^^>+"+ i:r2ii/^'<®> 

Nach  eiDcm  bekannten  Satze  (I.  §•  1.)  nähert   sich  aber   für, 
jedes  4?,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst  >   die  Grösse 


1  ••••it 


^  ZQ  jedem  beliebigen  Grade  der  Null.  Also  nähern  sich ,  weil 
fc  desolaten  Wertfae  von  8in(^a;)  und  cos(gw)  nie  grösser  als  die 
^Uieit  sind,  offenbar  auch  ^ 
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j-^.(-l)-8in(p*).     j_^_j-j-.(_l)nco8(ea:) 

fiir  jedes  x  bis  za  jedem  beKebigen  Grade  der  Null ,  wenn  n  in* 
Uneodliche  wächst.    Daher  ist  nach  deio  Obigen: 

(— qo<j:  <  +  Qo). 
Nan  ist  aber  nach  §•  3. 

/(0)=o,  r(0)=i,  r(0)=o,  r(0)=~i.  /'^^(0)=o,  /^^•(0)=i,... 

also  ist 

(—oe  <«<  +  (»). 

§.6. 
Für 

ist  bekanntlich  (III.  §.  3.),   wenn  q  eine  positive,  die  Einheit  nicht 
öbersteigende  Grösse  bezeichnet: 

cos:r^AO)+  f  ^'^0)+  o  r(0)+....+  j£^/^«)W 


Also  Ist  nach  §.  4. 


und 

co8a:=A0)+fA0)+n5A0)+...+if:2^/^*')(0) 

+i....(2«fi)-(-'>"^'""<g^>- 

Aaf  gaaz  ähnliche  Art  wie  im  rorhergehenden  Paragraphen  sflie^ 
sich  auch  hier  för  jedes  x  die  Reste  ' 


#■ 


wm  dm  umMdäeAm  ikOäen. 


79 


der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade,  wenn  n  in's  Unendliche 
wScbst.    Also  ist 

(— OD  <a?  <  +  <»). 
hn  ist  aber  nach  §.  4. 

itiD=i,  A'(0)=o,  no)=-i,  rm^o,  rm^i.  /^(0)=o,....; 

ibo  ist 

6)  cosa:=i-j-2tm""n::6+rr8— 


(— Qe<a:<  +  <x). 


VUl. 


Ceber  die  Functionen  Arcsinor  und  Arctangor. 


Man  setze 

y  =/(a:) = Arcsin  x, 

y+ji^szf(jr+Jx)s=2  Arcstn  (x  +  dx), 
Folglich  ist  umgekehrt: 

X'^-dx^:zz  sin {y  +  Jy),   x  =  siny ; 


ilso 


od  hieraus: 


•der 


Jx  =  sin(y  +  4y) — siny, 

^a?  _  sin  (y  -|-  zfy)  —  siny 
2^^  Jy 

J sin(y+/^y)  — siny 


'j 


rs 


Gruneri:  tt  £/< 


r^ 


iör  jedes  x  bis  zu  jed* 
Dnendliche  wächst.     I 

siDa;=AO)  +  i; 


Nun  ist  aber  nach  §.  3 

fl;o)=o,  r(0)=i.  n^ 

also  ist 

5)     sina:  = 


iofa      ** 


L.ir*» 


»"»^«•nff  der  Lehre 

^^  und  a-fi  die 


^-  1-:) 

_^v)-— sin.y 
=  cos5f. 


?S5f 


_'-^ 


cos.y 


'/ , 


Für 


Ist  bekanntlich  (III.  §.3.), 
Obi^rsteigende  Grösse  be^ 

cosar=r;/-<0)+f  r 


1... 


Also  ist  nach  §.  4. 


co8a:=A0)  +  j-/"(0)  + 


1.  •.*• 


and 


X 


co8a:=/*(0)+|-/''(0) 

AmI  g«Dz  ähüliclie  Art  wie  in 
Bich  auch  hier  filr  jedes  x  di 


I   ^  i— ,z:a 


en 


nimmt 


em 


•^»tteö 


Quad 


•^n- 


'1 


von  den  unendUcken  Reiäem.  81 

Dann  ist 

y  +  Jy  =/(a:+^ar)  =  Arctang(d?  +  i/d?). 

i olglich  ist  umgekehrt:    . 

x+Ja:=ts^ng(y  +  Jy),  a?  =  tang.v; 


!so 


<i  hieraus: 


Jx  =  tang  (y + Jy)  -  tangy , 


.1 


Jx  __  tang  (y  +  Jy)  —  tangy 
Jy  Jy 

1  _  taug (y  +  ^y)— tangy, 

Jx 
,    wenn  sich  Jx,  also  auch  ^y  der  Null  nähert: 

:.I)er 

sin^^V 

tang  (v  +  ^y)  —  tangi/= /     ,   ^  \  ♦ 

o^jF  ■     .v/  «,y     cosycos(y  +  i^y) 

sinzfy 
ang  (y+^y)— tangy  _  dy 

Jy  cosycos(y-t-^y)' 

if  der  Stelle 

sin  ^y 
^  tang  (y+^y)-- tangy  ^    ^^    Jy 
Jy  cosy* 


mntlich 


Lim?l^  =  l 

^y 


.    tang  (y+^y)- tangy 1_ 

*™  ^y  ""eosy« 

t  nach  dem  Obigen: 
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1  1 


folglich 


oder 


Nun  ist  aber 


also 


\Am~  =cosiy*. 


f(x):=z\  COS  ( Arctango:)  P. 
lcos(Arctanga:)l^  =  Yqp^;    . 


§.  3. 
Setzen  wir  wieder 

y  =  /"(or)  =  xlrcsio  x , 
so  dass  also  nach  §•  !• 

ist»  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 
Aresin  :v  sich  im  ersten  oder  vierten  oder  im  zweiten  oder  drittcD 
Quadranten  endigt,  und  denken  uns,  dass,  indem  oö  sich  von  0 
bis  X  stetig  verändert,  sich  /'(:r)  =  Aresin  or  von  0  an  bis  zu  dem 
sich  immer  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigenden  absolut 
genommen  kleinsten  Werthe  von  Aresina:  stetig  verändere,  ^(i 
mnss  man  für  alle  entsprechenden  Werthe  von  f(x)  in  dem  obi- 
gen allgemeinen  Ausdrucke  von  f'(x)  das  obere  Zeichen  nehmen, 
und  erhält  nun,  wenn  von  jetzt  an  Arcsinor  den  Bogen,  dessen 
Sinus  die  Grösse  x  ist,  welcher  absolut  genommen  den  kleinsten 
Werth  hat,  bezeichnet,  nach  einem  bekannten  Satze  f ill.  §.  5.) 
auf  der  Stelle  die  folgende  Gleichung: 

Aresin  x — Aresin  0  =  Aresin  x 
=Lim .  —  )  1  -I — r  ^H=F^  "1 — r  —  +  •— 


1 \ 


von  den  unendltc/ien  Jtefhen.  83 

vobei  aogenoininen  wird,  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  GleU 
ciiuDg  die  positive  ganze  Zahl  n  in'id  Unendliche  wachse.  Weil 
ADD  aber  x  als  ein  Sinus  seinem  absoluten  Werthe  nach  natürlich 
oiegrusser  als  die  Einheit  sein  kann,  so  sind  die  absoluten  Werthe 
lier  Grossen 

1-,    2-,   3^,   4-,...,.  («-!)- 
n         n         n        n  ^         'n 

nmtlich  kleiner  als  die  Einheit,  und  nach  einem  früher  bewie- 
nen  Satze  (IV.  §.  3.)  ist  folglich : 


V  >-K0 


='  '-'*6)Vi 


=K-l).-©'+(-Ö.K0*-(-O.K9*+- 


v>-^e) 


2 


-(-ö,K^y+(-O.Kf)*-(-0.-©'+-- 


^ 


yfn^y 


:tl-S=(£)Vi 


-(-D.^Cfy^^c-aKfX-c-a '•€)•* 


u.     s.     w. 


_(_i)^.(„-i).(£)V.. 

^  ist  nach  dem  Obigen  : 


«• 


84 
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II 


II 

p' 


I       +  I 

r^^^i^^i 

C0 


OD 

+ 

CO 


l!0 


CO 

Qk 


^ 

(^ 


1^ 


KB 

+ 

'S 

+ 


+ 

I 


8 
1 


'S" 
I 


1 


JJ        v3        <J&       O? 

%\  \  11 1.  »*l  t  11  *J. 


00 


.fcÖl!-- 


l 

19 


I» 

I 

I 


.lÄ'l-** 


SS 

I 


1 


10 


(ft 


•I 
CO 

Ok 


8|H 


+ 

T 


8|H       «l*i. 


S|H       8|» 


T 


td  Hrf        ^01  l-i       >Ö>  H- 


fcOl!-- 


1^ 


.fcO«^ 


0» 


Ok 


ArcsiDx 

f2'  +  3'+...-K.-l)» 


/     I\     l'  +  2 
^/     1\     I'  +  ä«  +  3«+.„. +  (.-!)■     I 


ndoeil  ouD  (I.  §. 2.  Zusatz.),    w«dd  n  ins  Unendliche  wSchnt, 

faGiüMen 

P+2'+3'  +  ....  4^(1.-1)' 
l'  +  a'+3'+....+(«-l)' 
l'+g'  +  3«+-+(»-l>' 
l'+'i'+3'+-.+(»-l)' 

U.      8.      W. 

«i  Kspeclive  den  GrSneen 

1111 

3'     5'     7"    9"" 

^tD,  weil  ferner  aneserdem  beLanntlich 


.      .  ,  1  *•  ,  1.3  »•  ,  1.3.6  «»  . 


(-I=»=  +  l). 
ut  genomi 
n  Sinus  die  Grosse  x  ist. 


''Arcabj;  den  absolut  genommen  kleinsten  Bogen  beaeicb 
Wii  Sinus  die  Grosse  x  ist. 
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F^fir  xzzil  z.  B.  ist 

Arcsinl  =  ä^, 
also  ^ 

1    _,.l    1  ,  1.3  1  ,  1.3.5   1  , 

Arcsin^=?j«, 
also 

od«r 

o  ,o  .1  .  1    1   /'ly  .  1-3  l  /IV.  1.3.5  1   /IN».      , 


Ffir 


ist  nach  §.  3. 


§.  4 


Denken  wir  uns  nun  wieder,  dass»  indem  x  sich  von  0-  bis  x  ^te- 
tig  verändert,  sich  /|[a;)=Arctanga:  von  0  an  bis  zu  dem  absolut 
genommen  kleinsten  Werthe  von  Arctang^r  stetig  verändere,  so 
ist,  wenn  von  jetzt  an  Arctanga:  den  Bogen,  dessen  Tangente 
die  Grosse  x  ist,  welcher  absolut  genommen  den  kleinsten  Wertb 
hat,  bezeichnet,  offenbar  nach  einem  bekannten  Satze  (UI.  §.5.): 

Arctang^r —  ArctangO  =  Arctango: 
^11  1 

wobei  angenommen  wird,  dass  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung n  in's  Unendliebe  wachse.  Setzen  wir  nun  aber  x  seinem 
absoluten  Werthe  nach  nicht  grosser  als  die  Einheit  voraos»  '^^ 
sind  die  absoluten  Werthe  der  Grossen 
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MDBÜich  kleiner  als  die  Einheit,  und  es  ist  folglich  bekanntlich 

(IV.  {.3.):  » 

l-^.=,-..e)v..(0'-"ey+- 


u.     s.     w. 


=i_(„-i)«(?)V(«-i)*(f)-(«-i)«g)'+-; 


i+(»-i)<f) 

ab  Dach  dem  Obigen: 

Arctango: 

1 

+-'(i)'+Kf)-"e) 

"i  +i-3-e)V3.e)*-3-e)'+ ■■ 


"j"  •  ••• 


1 1    •*■ 


u.    s.    w. 


oder 


I  +,_(„_i,«(f J+(«-i)<f) -(« - 1)'6)'+- • 

Arctango: 

— (l«+2«  +  3*  +  ....  +  («-l)")^ 

^  .  +(l*  +  2*+3*  +  .. ..  +  («-!)*) J 
liLim.—  < 

,-(l«  +  2«+3«  +  ....+(«-l)«)5, 

+a'+2?+3«+ ...  +  («— w^ 
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oder 

Arctangx 

l«  +  2'-t-3'+....+  (n-l)«_, 
* n* ^ 

l*  +  2*  +  3*  +  .... +(n-l)*    J 
+  n*  ' 

:Lim^  1«  -|.  2«  +  3«  +  ....  +  (n  - 1)»    S. 

1?  "^ 

P+2«+38  +  ....+  (n-l)'»  ._>, 


n« 


LSsst  man  nun  in  dieser  Gleichung  n  in's  Cneodliche  wach« 
sen  und  geht  zn  den  Gränzen  fiber,  so  erhält  man  auf  ganz  ahn 
riebe  Art  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen : 

Arctanga:=a:  — «a:*  +gar*—  «a:^  +  5a:* — .... 

wo  Arctang^r  den  absolut  genommen  kleinsten  Bogen  bezeichnet, 
dessen  Tangente  die  Grösse  x  ist. 

Für  0?  =  ],    welche  Annahme   obiger  Gleichung  zufolge  ver- 
stattet ist»  ist 

Arctangl  =  1^» 
also  nach  dem  Obigen : 

|;c«.l— j  +  g-^  +  g— .... 


IX. 

Eine  geometrische  Anwendung  der  Im  Vorhergehenden 

bewiesenen  Sätze. 

§.  1. 

Cm  eine  geometrische  Anwendung   der  im  Vorhergehendeo 
bewiesenen  Sätze  tu  zeigen ,   wollen  wir  mittelst  derselben  die 
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GleichuDgen  der  Loxodrome  auf  einer  Kugel  entwickeln,  eine  Ent- 
wickelang, die  wir  glauben  als  eine  elementare  bezeichnen  zu 
kuDoeo,  weil  wir  der  Meinung  sind,  dass  die  Methoden,  nach 
welchen  wir  die  in  Rede  stehenden  Sätze  im  Obigen  bewiesen 
kaben,  nicht  Gber  den  Kreis  des  sogenannten  Elementaren  hinaus- 
geben. Weil  die  Theorie  der  Loxodrome  für  die  praktische  Nau- 
tik von  so  ungemein  grosser  Bedeutung  ist,  indem  der  ganze  nicht 
istronomische  Theil  dieser  wichtigen  Wissenschaft  und  Kunst 
lediglich  auf  dieser  Theorie  beruht,  so  durften  wir  uns  vielleicht 
licht  täuschen,  wenn  wir  hoffen,  durch  die  folgenden,  nach  unse- 
rer Meinung  elementaren,  Entwickelungen  höheren  nautischen  Lehr- 
anstalten  einen  Dienst  geleistet  zu  haben. 

Jede  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  die  wir  hier  als  eine 
Kagelfläche  betrachten,  gezogene  Linie,  welche  alle  Meridiane 
unter  einem  und  demselben  Winkel  schneidet,  wird  eine  Loxo- 
drome oder  Rhumblinie  genannt.  Jedoch  sind  dabei  noch 
die  folgenden  näheren  Bestimmungen  erforderlich. 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  immer  zwei  durch  ihre  Längen 
iDd  Breiten  bestimmte  Punkte  auf  der  Erdoberfläche  denken,  und 
diese  beiden  Punkte  durch  M  und  ilf|,  ihre  Längen  und  Breiten 
kziehungs weise  durch  L,  B  und  Z^,  B^  bezeichnen.  Zugleich 
trollen  wir  annehmen,  wodurch  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung 
nicht  beeinträchtigt  wird,  dass  der  Punkt  M^  die  grössere  Länge 
habe,  und  dass  also  Li—L  eine  positive  Grösse  sei.  Dies  vor- 
aosgesetzt,  wollen  wir  uns  nun  die  beiden  Punkte  M  und  Jf| 
durch  eine  Loxodrome  so  verbunden  denken,  dass  diese  Loxo- 
drome und  die  Längendifferenz  L| — L  auf  einer  und  derselben 
Seite  des  als  ein  Halbkreis  betrachteten  Meridians  des  Punktes 
if  liegen,  und  wollen  unter  dieser  Annahme  die  Länge  der  Loxo- 
drome MMi  durch  $  bezeichnen.  Der  constante  Winkel  aber, 
anter  welchem  die  Loxodrome  gegen  alle  Meridiane  geneigt  ist, 
indem  wir  diese  Winkel  nie  grösser  als  180^  und  von  den  betref- 
fenden Meridianen  aus  stets  nach  der  Seite  des  Punktes  Mi  und 
nach  Norden  hin  nehmen,  soll  durch  C bezeichnet  werden.  Nörd- 
liche Breiten  betrachten  wir  im  Folgenden  immer  als  positiv,  sud- 
liehe Breiten  als  negativ.  Für  alle  Winkel  denken  wir  uns  fiir's 
Erste  ihre  sie  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit 
als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  gesetzt,  und  der  Halbmes- 
ser der  Erde  soll  durch  r  bezeichnet  werden. 


§.  2. 
Wir  wollen  uns  nun  die  Rreitendifferenz  Bi^B^  die  sowohl 
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positiT^   als  auch  negativ  sein  kann,   io  n  gleiche  Theile  getbeilt 
denken»  wa  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  und  jeden  die* 
'  ser  gleichen  Theile  durch  i  bezeichnen,   so  dass  also 

t  =  — 

n 

ist.  Durch  alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  Theilpunkte,  iosofem 
wir  uns  die  in  Rede  stehende  Construction  auf  der  Erd«4>erfläcbe 
wirklich  ausgeführt  denken ,  legen  wir  Parallelkreise  des  Aequa- 
tors  und  durch  deren  Durchschnittspunkte  mit  der  Loxodrome  lauter 
Meridiane,  so  erhalten  wir  längs  der  Loxodrome  eine  Reibe  von 
Dreiecken  wie  fgh  (m.  s.  Taf.  1.)  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  in 
denen  die  Seiten  gh  nach  der  Construction  sämmtlich  einander 
gleich  sind,  nämlich  alle  gleich  dem  numerischen  oder  absoluten 
Werthe  der  GrCsse 

n 

Je  grosser  wir  nun  die  ganze  Zahl  n  annehmen,  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit  können  wir  das  Dreieck  fgh  als  ein  bei  h 
rechtwinkliges  ebenes  Dreieck  betrachten,  mit  desto  grosserer 
Genauigkeit  haben  wir  also  in  demselben  die  Gleichungen: 

^A  =  4:/^.cosC, 
/Ä=     fg.sxnC; 

indem  wir  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  das  obere  oder 
das  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  C  ein  spitzer  oder  ein 
stumpfer  Winkel  ist.  Nun  erhellet  aber  leicht,  dass,  jenachdem 
C  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist,    die  Grosse 

n 

positiv  oder  negativ  ist;  also  ist,  indem  wir  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  der  Winkel  C  spitz  oder 
stumpf  ist: 

9h  =  ±  ri, 

und  folglich  uach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  und  un- 
teren Zeichen  auf  einander: 

±ri=±fy.cosC, 
also  allgemein: 

rlss/^.oosC 
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Bezeichnen  wir  jetzt  die  n  Theile  wie  fy^   aus  denen  nach  der 
CoDstrnction  die  Löxodrome  s  besteht ,   durch 

^1»        ^*        ^8»        ^^9  ••••    ^9 

SO  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen  : 

ri  =s  $1  cos  C 

rens^^cosC, 

u.    s.    w. 
ri*  =  5nCosC; 

velche  Gleicliungen  natürlich  nur  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
richtig  sind,  je  grosser  die  positive  ganze  Zahl  ti  angenommen 
wird.    Durch  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  aber: 

r .  Wl  =  (*i  +  *2  +  *3  +  *4  +  ••••  +  *n)  cos  C, 

ofo,  mit  Völliger  Genauigkeit,  eigentlich  die  Gleichung,  welche 
m  erhält,  wenn  man  für  die  auf  den  beiden  Seiten  vorstehender 
Aicbung  befindlichen  Grössen  die  Gränzen  setzt,  denen  diesel- 
ieosich  nahem,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst.  Nun  ist  aber 
ttch  dem  Obigen 

ni  —  Bi—B 
md  offenbar 

siso  mit  völliger  Genauigkeit: 

r(Hi  — J5)=:«cosC, 


oder 


1)    /?i--J5=i^cosC. 


Bezeichnen  wir  die  Breite   des  Punktes  f  überhaupt  durch 
^\1df  wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist,  wie  sogleich  er» 

helleD  wird,  der  Halbmesser  des  Parallelkrcises ,  welchem  fh  als 

Bogen  angehört,  rcos{B -\-ki)9  und  folglich,  da  FH  der  dem  Bo» 

S^  ß  entsprechende,    d.  h.  denselben  Winkel  messende  Bogen 
ieg  Aequators  ist: 

^:#!fl  =  rcoß(fi+ii):r=coß(B+4t):l» 
^OTans  sich 
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also  9   weil  nach  dem  Obigen 

fh:=fg,8in  C 
ist: 

cos(i?  +  ^i) 
ergiebt    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen  ferner: 

also 

JfJJ-    ritangC 

cos(B+ki)' 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  n  Theile  wie  FH,  aus  denen  die  Lan- 
gendiffereiiz  KKi  besteht,   nach  der  Reihe  durch 

'l>      «2>      ^8>      ^4'  ••••   ^' 


SO  ist: 


WtangC 
^»""    cosÄ    ' 

rttangC 


»— cos(Ä  +  t)' 

.  ritangC 

''~cos(B+2i)' 


/.= 


{B+2i) 

O.      8.      W. 

rt  tang  C 


cos(Ä+(n— l)t)' 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt,   weil  offenbar 

ist,  in  aller  Strenge: 

=rtangC.LIm.£  |j;;n»+cos(Ä+i) '  cos(Ä+Si")"*-  •  co8(&-H»-I)«)f 
oder 
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=rtangC.Lim.  i  { secB+sec(i5+0+sec(fi+2i)+-+«ec(Ä+(«-O*)  I» 

unter  der  Voraussetzung,  dass  n  in's  Unendliche  wächst,  also 
isicb  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beKebigen  Grade 
NoJl  nähert    Weil  aber 


ü,  80  ist  ffir  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n,  also  fär  ein 
fth  der  Null  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebi- 
^  Grade  näherndes  t: 

stiQgC.Lim .  t  { secJ5+sec(Ä+t)+8ec(Ä+2t)+....+ 8ec(Ä+(n— 1)0 1. 

§.  3. 

Man  setze  jetzt 

Sf  = /(^)=log  (1  dbsinar) 
ai 

ti  =  sin^» 
«hss  also 

yz=f(a:)  =  [og(l±u) 

ist  NoD  ist,   wenn  x  in  x-Y-^x  übergeht: 

^u=^sin  j;  =  sin  {x-\-^x)  —  sin^ 

•1. 

Aar  +  ^a:)  =  log(l+(M  +  ^«)), 


Mglich 

A»+^g)  -/Ta;)     log(l±(«+^tt))-log(l A«)  //tt 

*■>  nach  dem  Obigen : 

/(a;  -f  zfg) — /(j;)     log  (1 J:  («  +  ■^«))  —  log  (1  ±  «)  ^sina; 
^a;  « ^M  ^x 
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oder 

^ix  ^u  Ax 

Hieraus  ergieht  eich  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  Ax,  also 
auch  Au,  der  Null  nähert : 

Ax  Au  Ax 

Bekanntlich  (VII.  $.  1.)  ist  aber: 

Lim— j —  =  eos:r, 

und  (VL  §.  1.): 

i.„^'og(tJ:^)_   ,    jogg  J_  ,      ^^gg 
,     Au  ""  l  +  tt       —l+sinor 

Also  ist 

Ax        •*    1 4:sina: 
oder 

^,.  X       .  loffc.coso: 

Folglich  (III.  §.  5.)   ist 9    wenn  wir  wieder 

« 

setzen,  för  ein  in's  Uneodliche  wachsendes  positives  ganzes  n: 

log(l-f  sinJ9j)  — log(l-l-sinB) 

-'°8«-I^'™-»JrFiI5B  +  H.sin(Ä+0  +  -+l+sin(Ä+(«-l)5t 

I 

und  I 

log  (1 — sin  By)  -  log  (1  -  sin  B) 

II-      .}_co8^    .    cos(lg+0     ,       .    co8(i?  +  (n— 1)0  I 
=-loge.Lim.t  I  Ti:S5Ä+I=SSör4^"''"'*"'"l-sin (i?+(n-W  " 

Zieht  matt  nun  die  zweite  dieser  beiden  Gleicbmigeii  von  def 
ersten  ab,  und  bemerkt,  dass  überhaupt 

cosr      ,      eos t?    2cosp    2 cos« Ä  •* 

l-f-sint)      1 — äino  "~1  —sin©*      coso*      cosr 

ist,  so  erhält  man:  • 
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=2logrc.Lim.i  j35;^+^^^4:Q+co8(i5+2i)+-+cos(i5+(n-i)öl ' 

also 

Llin.t|8ecÄ+sec(Ä  +  i)  + sec(l?+20  +  ....  +sec(j&+(n— ))i)} 

r 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleich.  2),  so  erhält  man : 

^ - -^  =  2kii  i  '"gl -sin ig,  - '°8 Ü^nB ^  **°S^' 
nd  folglich »  weil  nach  bekannten  goniömetrischen  Formeln 

}±£|  =  tang(45o+.ß)., 

',±Sf  =  tang(45o  +  ,^.)» 

it, wobei  man  za  beachten  hat,  dass,  weil  \B  and  ^i^i»  absolut 
^men,  nie  gn'isser  als  45^,  folglich  45^-^41?  und  450-f  |J?i 
ite(spo8itiir  und  nicht  grösser  als  90^  sind,  tang(45^-t-i^  und 
(iDg(45^-f  ^^i)  immer  positiv  sind: 

3)     ^---^-^i^.'^gJtangiiSoTU)    ^^^'^g^' 
Daher  haben  wir  jetzt  nach  1)  und  3)  die  beiden  folgenden  Gleich. : 
,        ,         1     ,      .  tang(45<>+iß.)  3  ^ 

^^  ^  s 

i5.— J5=-cosC. 


§.  4. 

Sollen  üi  —  L  und  Bi-^B  in  Minuten  ausgedruckt  sein,    so 

1186  man  die  Grossen  auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  Ülei- 

10800 
'fcoBgen  4)  mit raultipIlcSrert ,  wodurch  man  erhält: 

^»-^= ;n^  '°s  ^  taug(45o+4zi  ^  ■  •*"^^' 

^^    ^  „      _     10800  *        _. 
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oder : 

10800        ,taDg(450-h  JA). 

IÖ85Ö   • 

Id  der  Nautik,  wo  die  Loxodroiue  oder  Rhnmblinie  die  wich- 
tigste Anwendung  findet,  versteht  mati  unter  einer  Seemeile  den 
60sten  Theil  eines  Grades  des  Erdäquators.  Also  ist  nach  diesem 
Begriffe 

'm m      2ryg 

IÖ8Ü0""I8Ö76Ö""  360.60 

die  Länge  einer  Seemeile,   und 

s 


rn 


10»00 


ist  daher  die  in  Seemeilen  ausgedruckte  Länge  der  Lozodrome. 
Denken  wir  uns  daher  die  Länge  $  der  Lozodrome  selbst  immer 
schon  in  Seemeilen  ausgedröckt,  so  können  wir  in  der  zweiten 
der  beiden  Gleichungen  6)  für  vorstehenden  Bruch  bloss  $  schrei- 
ben, wodurch  die  beiden  In  Rede  stehenden  Gleichungen  die  fol- 
gende einfachere  Gestalt  annehmen: 

JB=5cosC. 


Bekanntlich  ist 


also 


und  folglich 


e  =  2,7182818 


löge  =  0,4342945 


log  (log  e)  =  0,6372843  - 1. 
Weil  nun  bekanntlich 

log  9r=r  0,4971499 
ist,  so  findet  man  leicht: 

?¥^  =  7915,70; 
»löge  *     * 


pom  dem  wuendiHken  Reihen.  9f 

also: 

S  1,-i  =  79I6.70.log  jg-^±^Y^gC. 

oder 

(  s={Bi-B)secC. 

b  diesen  Formeln  sind  die  Längen  und  Breiten  in  Minuten 
ud  die  Länge  der  Loxodrome  ist  in  Seemeilen  ausgedrückt 

§.  6. 
Setzen  wir  in  der  bekannten  (VI.  §.  3.)  Formel 

'«.•=^i»s'iSi+'(:fi)"+<Si)'+"« 

k  Grosse 

tang(45o+ijB0 
•'""tang(45o^.4Ä)* 

Mist,  wie  man  leicht  findet: 

M— 1      8ini(^x--g) 
tt+l  ""cosi(Äi+Ä)' 
ako 

tang(45o+iß,) 


'^^  ^  tang  (450  ^  i /j) 
sini(gi~^  ,  ,rsinKg|-ig)-|»       psini(^i-i?)"1> ,     . 


iolglich  nach  8) : 


"^™15>70.1oge.^j^^_j:^  +  SL  +....|tangC, 

Kicb  dem  Torhergehenden  Paragraphen  ist  aber 

7915,70=^?^, 

'         9cloge  -     . 

Twa  xxni.  7 
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also 

2.7915,70.1ogu=  ?~=6875,4 
und  folglich:  ' 

10)    A-^-6875,4  ?co8i(A+]S)+^L;^KÄx+J5)J  +-^^»g^' 

Siod  die  Breiten  B  und  J^i  sehr  wenig  von  einander  verschie- 
den,  so  kann  man  näherungsweise  setzen: 


oder: 


11)    i.,--L=.6875.4.^"4g;^gtangC 
12)    tangC  =  -gg75j.-.^,(^^_^. 


also 


Näherungsweise  ist  aber  auch  (VII.  §.  5.) : 

«;«!/'»       px  ^^  K^i —B)Bi^B 

sin,^x^i— xj;-     3437,7     "'6875,4 

13)    tangC=:-^-^cos4(fii+fi). 


Für  wenig  von  einander  verschiedene  Breiten  hat  man  also 
die  beiden  folgenden  Formeln: 

{  tangC=^^cosUi?i  +  Ä), 

'  5  =  (Bi— Ä)secC; 
von  denen  jedoch  die  erste  nur  eine  Näherungsformel  ist. 

§.  6- 
Die  Näbernngsformel 

tang  C=  ^E^cos  4(i?i + B) 

ist  aus  der  Fcmnel 

tong^ -  687M  ' sin4(i?i ^BY 

die  auch  nur  eine  Näherungsfennel  ist^  abgeleitet  worden,   indein 
man  näherungsweise 
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sin 


i(Äl-.Ä)=-ggyg-J- 


setzte;  noch  ein  Glied  weiter  gehend ,  würde  man  nach  VII.  $.  5. 

Bit  grosserer  Genauigkeit 


sin  l(fii  — fi)  ^  ^yg^^  —  i  ^^  6^76;4  j 

{(setzt  haben  9  so  dass  man  also 

1  /Jg,  -  BY 
6^6875,4/ 

wnachlässigt  hat.    Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Brache 
af  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der  Gleichung 

tang  c  -  ggyg^^  .  g.^  ^^^^  _  jjj 
■il>inä(^i — ^f  s(*  erhält  man;  , 

lange _  ggyg ^ aini{Bi-B)^  * 

■^  weil  nun  nach  dem  Obigen  bis  auf  die  zwei  ersten  Glieder 

'^i  80  vernachlässigt  man  y  wenn  man 


sin 


^,  bloss 


1  /^i  -  g  V 

3  V  6876,4  y 


i>cb  dem  Obigen  also  im  Allgemeinen  allerdings  etwas  weniger, 
wenn  man 


sin 


*(A  -"-^  —  "ftkTßT" 


6876,4 


«tzt   Daher  ist  in  der  That  die  Formd 


i*"S^"^687M /Bi-ßy  ' 

V  687ö,4  J 


Jülich  die  Formel 


/ 
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15)    tangC=687M.<'^-^>""'g;igr^^^'+^\ 
etwas  genauer  als  die  Formel 

tang  C  =  ^-zZß  c^s  U^i  +  ^  > 

aber  freilich  auch  bei  Weitem  nicht  so  einfach  wie  diese  letz- 
tere. Ich  erwähne  dies  hier  nur^  weil  man  die  Formel  15)  in 
verschiedenen  nautischen  Lehrbüchern  findet.  Ich  würde,  wenn 
man  grössere  Genauigkeit  als  die^  welche  die  vorstehende  seh^ 
einfache  Formel  gewährt,  ^u  erreichen  beabsichtigt,  immer  det 
von  mir  oben  entwickelten  Formel 

tang  c  -  gg^g^^  .  sin  4(^1  —i5) 
den  Vorzug  einzuräumen  geneigt  sein. 


n. 

Anwendungen  des  Homerischen  und  Bnd  an 'sehen 
Sabstitations- Verfahrens  auf  die  Theorie  des  Grosstei^ 

und  Kleinsten. 

4  I 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Attitt.  nnd  Privatdoc  der  Mathematik  amk.  k.  poljtechn.  loetitote  so  Wien. 


Wenn  in  einem  Pol3rnoiiie 
(1)        9(ä)  =s  «• + Ji*«-^+ A^at^*  +  ^..  +  A-i«  +  Am 
die  Substitution 

(2)  *=^  +  w  +  S  +  iMö+H^+ •• 


*  «  M      •  f* 


•  •    •  •  : 

•  •    •  •  • 


^,     • .  •  •      ••••'! 
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roUzo^en  werden,  soll,  so  kann  diess,  nach  einem  von  Hörn  er 
nod  ßudnn  herrührenden  bekannten  Verfahren,  höchst  einfach 
hewerkstelllgt  werden.  Man  bilde  sich  nämlich  zuerst  eine  Glei- 
cboog,  deren  Wurzeln  um  üq  kleiner  sind,  als  die  Wurzeln  der 
Gleicbang  q)(a;)=zO;  sei  diese 

(3)  9(ar+flo)  =  *"  +  Ä;^«-HÄBa:«-« +....+ Ä«-iar+Ä,=0, 

listen  das  Resultat  der  Substitution  von  ;r=:ao  in  (1).  Her- 
neh  bilde  man  sich  eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  um  |^  kleiner 


nd,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung  (3);    sei  diese. 

(1)  9(a:+flo+Xö)==^"+ ^^"~^+ ^2^"*  +  -.  •+ C„-ia:+ C„=0, 

80  ist  C^  das  Resultat  der  Substitution   ron  ^  =  00  +  ]?)  1°  (!)• 

AUaoD  bilde   man  sich   eine  Gleichung,   deren  Wurzeln  um  ?j^ 
Ueioer  sind,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4);   sei  diese 

(?9)(a:+flo  +  i^  +  i^)=^+ A.^"~H  />2^«-H .  +/>n-.i^+  Dn  =0, 

»ist/)»  das  Resultat  der  Substitution  von  ^=flo+|^  +  i7ui  >o 
(7)a.  s.  f.  u.  s.  f.  —  Es  ist  ferner  bekannt,  dass  Bn^i,  Cn*i> 
Ah^,...    die  Substitutionsresultate  sind  von  ar=:ao'   ^  =  ^0  4-^» 

'==''0+ |7|  + |AQ*—'  '"  9^'(^)5    dann  J^n— 2»  Cn~-29  Dn—^"»-  die 

Sobstitotionsresultate  von  denselben  Werthen  in  g^j  u.  s.  f.  Es 
bnn  nun  sein ,    dass  die  Zahl 

^— ^     I  ^1  _i_  ^a    ,      «3     ,      «4      , 

^— «0  +  10"*"  100  "^  iooo+i(jöSo+"' 

licht  gegeben,  sondern  dass  sie  nach  gewissen  Bedingungen  zu 
bestimmen  sei,  etwa  so,  dass  die  letzten  Glieder  der  Gleichungen 
(3),  (4),  (5), ..•.,, nämlich  Bm  d»  Dn,»»*',  sich  fort  und  fort  der 
Kall  nähern ;  oder  dass  die  vorletzten  Glieder  oder  die  vorvorletz- 
^  Glieder  derselben  Gleichungen  sich  fort  und  fort  der  Mull 
>ahem,  u.  s.  f. 

Was  die  Erfüllung  der  ersten  Bedingung  anbelangt,    nämlich 
Zahlen  «Eq,  ai,  a^,  a^,  a^...,  so  zu  bestimmen,  dass  die  letz- 


••      .*     •• •    . 
t  •  ••    ' 
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ten  Glieder  der  Crleichungeo  (3),  (4)/(5)9....,  nSmlicb  £«»  Gm  Ato...^ 
•leb  fort  aod  fort  der  Null  nähero»  so  kann  eie  als  eine  yollstan- 
dig  erledigte  angesebeii  werden ;  deDn  es  wird  hier  eigentlich 
Jener  Werth  von  x  verlangt,  der  die  Gleicbung  9>(a:)=0  identifi« 
cirt.  Nach  der  von  mir  verTollkomroneten  Homerischen  Methode 
findet  man  sämmtliche  Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  reellen  so« 
wohl  als  die  imaginären,  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Ge< 
nauigkeit. 

Werden  die  Zahlen  a^,  Oi,  a^,  03,  a«,....  so  verlangt,  aul 
dass  die  vorletzten  Glieder  B^i  $  Cn-i ,  Dn-i  .•••  sich  fort  und 
fort  der  Null  nähern,  so  ist  diese  Aufgabe  eben  so  einfach  zu 
lösen,'  als  die  frühere;  der  gefundene  Werth  von  x  ist  dann  eine 
Wurzel  der  Gleichung  <p'(x)=:0,  und  die  Grenze,  der  sich  die 
letzten  Glieder  Bn,  CnuDw»  fort  und  fort  nähern,  ist  das  Sab- 
stitutionsresultat  des  gefundenen  x  in  fp{x). 

Man  gelangt  zu  solchen  Fragen  bei  der  Bestimmung  der  Coor- 
dinaten  eines  höchsten  oder  tiefsten  Punktes  einer  Curve,  dereo 
Gleichung  y^s(p(pc)  ist,  und  um  sie  zu  lösen,  wird  mau  daher  fol* 
genden  Weg  betreten  können: 

Man  bestimme  sich  vorerst  die  zwei  ersten  Ziffern ,  etwa  ^-fiQ* 
einer  Wurzel  der  Gleichung  9>'(a:) =0;  bilde  sich  dann  eine  Gleichung 

ar«  +  C,a:"-i  +  C^x^-^-{-..,.  +  Cn-^^x  +  C«  =  0, 

deren  Wurzeln  nm  ^o'f  TA  Icl^inci*  sind,  als  die  Wurzeln  der  Glel« 

chung  9>(j:):=0,  dividire  in  der  so  herauskommenden  Gleichung 
das  vorletzte  Glied  durch  das  vorvorletzte,  der  halbe  mit  geäo' 
derten  Zeichen  genommene  Quotient  gibt,  wie  aus  einer  klarep 
Einsicht  des  Hör  ner' sehen    und   Bud  an 'sehen  Verfahrens  von 

selbst  hervorgeht,  nahe  jA;  nun  vermindere  man  um  diess  die 
Wurzeln  der  letztgebildeten  Gleichung,  und  erhält  man 

I 
80  dividire  man  wieder  das  vorletzte  Glied  dieser  Gleichung  dordl 
das  vorrorletite;   der  halbe  mit  geänderten  Zeicben  genomroeil 

Quotient  giebt  nahe  Tqqq;  und  ßlhrt  man  so  fort,  so  erhält  ma^ 


•«~^o  -t  iQ+ 100  +  loöö  +  iöüoo  + 
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ab  die  gesuchte  Abscisse  und  das  ^Sabstitution^resqltat  di^es  Wer* 
tbes  als  die  gesuchte  Ordinate  eines  höchsten  oder  tiefsten  Punictes. 

Wir  wollen  durch  ein  passendes  Beispiel  das  hier  gelehrte 
Verfahren  beleuchten.    Man  suche  die  Coordinaten  der  höchsten 
tie&ten  Punkte  der  Curve,    deren  Gleichung  folgende  ist: 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen  hat  man  offenbar  zuerst  die  Gleicbiuig 

i&aiuseD,  dann  das  Substitutionsresultat  des  hieraus  folgendoo 
Werthes  von  x  zu  bestimmen.  Letztere  Gleichung  lässt  sich  auch 
« sehreiben : 

umI  bat  eine  Wurzel  zwischen  17  und  18.  Vermindert  man  daher 
6War;zeIn  der  Gleichung 

o:*— ^4a;»  +  4^:« — 28a? + 4 = 0 

■17,  80  hat  man  nach  Homer 's  und  Budan's  Verfahren: 


-24 

4 

-28 

4 

-  7 

-115 

-1983 

-33707* 

10 

55 

-1048* 

27 
44* 

514* 

-33707  ist  das  Substitutionsresultat  von  ar=:17  in  y.  Um  nun 
fc  nächste  Ziffer  der  Wurzel  der  Gleichung  >(0)  zu  erhalten »  di- 
^e  man  J048  durch  514,  der  halbe  Quotient  gibt  nahe  die  Zehn- 
^;  hier  ist  der  halbe  Quotient  grosser  als  ],  da  aber  die  Curve 

y  =  0^ + Ux^  +  SUa:^  —  104&r — 33707 

einen  tiefsten  Punkt  hat  ^  dessen  Abscisse  zwischen  0  und  1  liegt, 
••vermindere  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x^  +  AAx^  +  514a;2—  1048r  -  33707  =  0 

0*9^  und  hat  so: 

4 

—  1048  —33707  . 
—549.031         -342011279* 

—  12-964* 


44 

514 

44-9 

554-41 

45-8 

595-63 

46-7 

637-66 

47-6* 
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Für  ar  =  17-9  ist  daher  y  =  -  3i20M279  und  ^=y'=— 12*964. 

Die  Däehste  Ziffer  ergibt  sich  aus  dem  Bruche 

1  12-964 

2  •  637-66 ""  "'"^••* 

und  ist  somit  0*01;    vermindert  man  um  diess  die  Wurzeln  dei 
Gleichung 

a;4+47-6a:»+637*66a:«—12-964ar— 342011279  =  0, 

80  hat  man: 

l  47-6  637-66  — 12964  — 3420M279 

I  47-61  6381361        —  6582639        -3420119372639* 

1  47-62  638-6123       —  0196516* 

1  4763  iB390886* 

1  4764* 

Für  a:=:  17-91  ist  daher  ^==—3420119372699  und  y'=;— 0196516. 

Die  nächste  Ziffer  ergibt  sich  aus 

1  0^9^16  _ 

2  6390886 ~  ••" 

* 

und  ist  00001. 

Fuhrt  man  jetzt  die  Rechnung  abgekürzt  weiter,  so  hat  man: 

1  47-64  639-0886  —0-J  96516  —3420119372639- 
1  47-64  639-0934  —0-132607  —3420119373966* 
1      47-6        639-09  8*     —0-06869*  (}) 

Die  nächste  Ziffer  Ist 

1   0-06869 


2  •  639098 


=  0*00005... 


]       47       639K)9       —0-06869       —3420119373965 

_0-036t4       — 34201I9374149» 


'  -00047» 


Die  nSchste  Ziffer  ist 


1  0*0047 


(})  Die  Ziffern,  welche  im  Manaicrlpte  dieie«  Aufsatzes  dorchitrichen 
gefchrleben  waren ,  find  in  Grmangelang  foloher  Ziffern  in  der  Druckerei 
mit  kleiner  Schrift  gedruckt  worden.  G. 


MMuUümhYerfahrem^mf  die  Theorie  äesßtöMen  u.Mieintlen.  1|Q5 

Man  bat  somit  für  die  Coordinaten  des  tiefsten  Punkltea 

o:  =  17-910153....    y  =—3420119374.... 

ich  sage  des  tiefsten  Punktes,  weil  der  zweite  DiATerentialquotjent 
gleich  der  Hälfte  ist  von  dem  vorvorietzten  Gliede,  und  dieses 
8tets  positiv  erschien.  ^, 

Aaf  ganz  ähnliche  Weise  ULsstsich  anch  bestimmen  jener  Werth 
sonx,  welcher  q)"(x):=zO  macht,  nnd  das  Resultat  der  Substitution 
dieses  Werthes  ,in  ^{x)^  wir  wollen  auch  noch  hieriäber  ein  Bei- 
spiel geben. 

Man  suche  die  Coordinaten  der  Wendepunkte  der  Curve 

3^  =  ^:4- 24^« +4a;2— 2^  +  4.  '       " 

Für  einen  Wendepunkt  muss  bekanntlich  y"=0  sein,  d.  h.  es  muss  sein : 

3^:2—36:1: +2=0, 


diese  Gleichung  hat  eine  Wurzel  zwischen  11  und  1^.    Yer- 
niodert  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  g>(a:)=zO  um  11,  so  hat  man: 

—24  4—28  4 

--13  —139  —1557         —17123* 

—  2  —161  —3328* 

9  —  62*      . 

20* 

#  ■ 

Die   nächste  Ziffer   ist  nahe   gleich  dem  dritten  Theile  des 

Quotienten  vom   vorletzten  Gliede  dividirt  durch  das  vo^vorlet2te 

1    62 
mit  geänderten  Zeichen,    mithin  in  diesem  Falle  ^*  57^;  da  aber  die 

nächste  Ziffer  nur  Zehntel  sein  kann,  so  vermindere  man  die  Wur- 
zeln der  Gleichung 

ar4  +  20a:3-62a:«— 332&i:~17123  =  0 
nmO'9,  und  hat  so: 


20 

-62 

-3328 

—17123 

20-9 

—4319 

-3366-871 

—201S3-1839* 

21-8 

—2357 

—3388084* 

227 

—  3 14* 

236* 

■_ 

• 

Die  nächste  Ziffer  ergibt  sich  aus  Q'^Jg"^'®^""   ™^   *** 
0*04;  vermindert  man  nun  um  0*04  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a:4+23-6a?8—3-14a:a-3388084a:— 2015*1839  ==:0, 
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so  bat  man: 

1  23-6 

— 3'U 

1  23-64 

—2-1944 

1  23-68 

-1-2472 

1  23-72 

—0-2^* 

1  23-76» 

—3388084  -201531839 

-3388171776      —  2028871077104  • 
-  3388-22)664  ♦ 


1  0*2984 
Ferner  ist  für  die  nächste  Ziffer  g .  i^Aa  =  0*004.... ;   Termin- 

dert  man  daher  nm  0'004  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ar*  +  23-76a'»-0-2984;r»— 33^  221664:r— 20288-71077104  ==  0, 
so  hat  man  5  wenn  man  die  Rechnung  abgekürzt  weiter  fShrt: 


23-76 

—0-2984 

—3388-221664 

-20288-71077104 

23-7«  4 

-0-2034 

-3388-222478  . 

—20302-26366095* 

23-7«  8 

-0-1084 

—3388-222912* 

28-77« 

~0-0133» 

23-776» 

• 

1   0*0133 
Für  die  uächstkommend^  Ziffer  bat  man  ^  •  0^:^^=0*0001^..; 

es  sind  folglich  nahezu 

ar  =  11*9441....    y=±:- 20302.... 

die  Coordinaten  eines  Wendepunktes  der  vorgelegten  Carve.  — 
Dass  die  ganze  Operation  eben  so  vor  sich  geht»  wenn  as  imagi« 
när  ist,  versteht  sich  von  selbst. 

Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  man  auf  eben  so  einfache  Weise 
die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  einer  Fläche  oder  überhaupt  die 
Punkte,  an  die  sich  horizontale  Berührungsebenen  fuhren  lassen, 
finden  kann ,  wenn  nur  die  Coordinaten  x  und  y  eines  solchen  Punk- 
tes nahezu  bekannt  sind. 

Wären  ;r=or,  ^  =  j?  nahezu  die  Coordinaten  eines  solchen  Punk- 
tes der  Fläche  2=g)(.r,  ^)  (unter  (p(a:,y)  eine  ganze  algebraische 
Function  von  x  und  y  verstanden),  so  bilde  man  eine  Gleichung, 
deren  Wurzeln  x  und  ^  um  a  und  ß  kleiner  sind,  als  die  Wur- 
zeln der  Gleichung  q>(x,y):=iO;    erhält  man  auf  diese  Weise 

z=:q>(x+a,  y+j5)=t(;(a;,  y)  +  Ax^+Bxy  +  Cy^+Dx+Ey+F, 

wo  tf;(a:,^)  eine  solche  Function  von  arund  y  vorstellt,  deren  ein« 
zelne  Glieder  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  sind,  und  wo  A, 

B,  Ci  D,  E,  F  constante  Zahlen  bedeuten,   so  muss  3-  und:r 
y  ax       ay 

nahezu  gleich  Null  sein.    Nun  ist 
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Die  beiden  Glieder  "l^^^lJIll  und  ^* jf '  ^^   sind    kleine  Grössen. 

lüherer  als  erster  Ordnung,  lassen  sich  also  för  einen  Aagenblick 
Ternachlässigen ;  man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  zu  a  und  ß 
kbzuzusetzeoden  Werthe  von  x  und  y  die  beiden  Gleichungen 
ersten  Grades : 

woraus 
^  WD-BE  2AE^BD 

folgt.  —  Um  daher  die  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  einer  Fläche 

i^(f{xjy)  za  bestimmen»  verfEtbre  man  auf  folgende  Weise:   Man 

dz 
Nehe  die  zwei  ersten  Ziffern  der  Wurzefn  der  Gleichungen  ^=05 

r=:0;   wären  diese 

a  h 

^  =  00+10».  y  =  Äo+2Q* 

«0  bilde  man  sich  dann  eine  Gleicbang«  deren  Unbekannte  x  und 
y  am  diese  Werthe  kleiner  sind,  als  die  Unbekannten  der  Gleichung 
9(0^1  y)t=:05  indem  man  nämlich  daselbst  statt  arund  y  respective 

'+<'o+|fl*    y  +  Äü  + jg  s®*zt;    wäre  diese  Gleichung 

so  ist  F  das  Resultat  der  Substitution  der  genannten  Werthe  von 
t  und  y  in  j.  Vernachlässigt  man  jetzt  für  einen  Augenblick 
^^*y)9   und  wählt  X  und  v  so,   dass 

Ax^^^Bxy^Cy^^Dx-k^Ey+F 

eio  Manmum  oder  Minimum  wird;  mit  andern  Worten ,  wählt  man 
xnnd  y  so,  wie  die  Gleichungen  (7)  sie  geben,  so  erhält  man  fiiir 

2  nahe  ^j^,  für  y  nahe  ?v3i;  um  diese  Werthe  vermindere  man 
DQD  die  Unbekannten  x  und  y  der  Gleichung  (8),  und  erhält  man  so 
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so  sind  wieder  die  Werthe  x  und  y,  welche 


09  O9 

ZU  einem  Maximum  oder  Minimum  machen^  nahezu  |7^  und  tqqtj« 
und  Fl  das  Substitutionsresultat  von 

a;-Co+ 10^100*    ^^*^o+ 10+100 

in  z;  und  fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  successive 
die  einzelnen  Ziffern  der  Wurzeln  der  Gleichungen  \ 

dz       ^     dz       ^ 

-—  =  0     —  =  0 

dx         '    dy 

und  das  Substitutionsresultat  dieser  Wurzeln  in  2. 

♦ 

Auch  hier  diene  ein  Beispiel  zum  bessern  Verständniss.  —  Mao 
suche  jene  Punkte  der  Fläche         . 

z=x^'—&x^  +  ixy — y^+6x — 7y  +  12, 

ät)  die  horizontale  Berührungsebenen  gezogen  werdbn  köDoen. 
Für  solche  Punkte  muss  sein; 

^=3a;a— 10a-+4y+5=0, 

g=4a:-33,«-7=0. 

Diesen  beiden  Gleichungen  genügen         ^ 

a:  =  2'l....,    y  =  0'6.... 

Bildet  man  nun  eine  Gleichung,  deren  Unbekannte  x  and  y  um 
2*1  und  0*6  kleiner  sind,  als  die  Unbekannten  arund  y  der  Gleichung 

:r3—5a?2+a^(4y+5)—y3-^  7^  +  12:^0, 

80  hat  man,,  wenn  man  sich  des  Verfahrens  bedient,  dais  ich  in 
meinem  Werke:  „Allgemeine  Auflösung  der  Zahlen-Glei- 
chungen mit  einer  oder  mehreren  Unbekannten^'  bei  der 
Auflösung  eines  Systems  zweier  Gleichungen  mit  zweien  Unbekann- 
ten geliefert.  Folgendes: 


—5 

4y  +  5 

-y8+o-3,2_7y  +  12 

-2-9 

4y— 109 

— y'  + 0-3^2+1% +  9-711  • 

-0-8 

4jr— 2-77* 

^y^-0'6y^+104y +10-335 

1-3* 

4y-0-37** 

— y»— r23^«+0-32y** 

» 

—yS^l-g^«** 

«* 


nd  die  traosforairte  Grleichnng  Ut : 
(9)    i=a:Hl  -SarH^C^— 0-37)  -.v*—l'%HO  32^+10-335. 

Hier  bat  man  nun : 


A=     13 

CD=    0-666 

Ä=       4 

ÄE  =     1 28 

C=— 1-8 

AE  =     0-416 

D=— 037 

Ä/)=-l-48 

1 

£=     0-32 

fia  =        16 

/ 

JC=— 2.34 

2Cfl= 

V332       2AE=: 

0-416      Ä*= 

16 

BE= 

1-28         ÄD= 

-1-48     AACz=: 

-  9-36 

2Cfl— jß£=0O52      2^£;— ÄZ)=l-896      B«— 44C=25-36 

_  0^052 
^~~  25-36 — "»'"-— 

»  =  25^  =007.... 

totman.pon  in  (d)  statt  y^  ^-fO'O?»    so  bat  man: 


1-3 


4    —0-37 
4    —009** 


—  1  —18  032  10^335 

—  1  —1-87  0-1891       10-348237** 
—1  -1-94  00533** 

i    —1  —2-01**  ^ 


W  «=«Hl-3a:H^%-0O9)-y»-2O1^2+0O533y+10-348237. 


Nqd  hat 


man: 


A  = 

1-3 

CD  =     0 1809 

B= 

4   ' 

BE  =     0-2132 

C=- 

-201 

^£;=     0-06929 

D=- 

-Qm 

ÄZ)=— 036 

£= 

a0533 

Ä«=        16 
^C=— 2613 

2C0= 

0-3W» 

2AE= 

013858     B»= 

16 

££= 

0-2132 
=0-1486 

BD=^ 
2AE- 

—036        4JC= 

10-452 

'iCÜ^BE= 

Äß=0-49858     ^— 4i4C= 

:  26-452 

X 

01486 
-26-452 

-^                0-49858 
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Da  hier  för  y  (H)l  herauskSmint,  so  mnss  man  noch  das  y  flei 
Gleichupg  (10)  um  O'Ol  Termindern,  man  erbält  dann: 


13 


4    — 0O9 
4    _005*» 


-1  —201  00533      10-348237 

-1  —2-02  00331       10348568« 

— 1  —203  0-0128** 

— 1  --204** 


z  = 


a»  +  lar»  +  a<4y  —005) 

A=t     1-3 
0=^    4 
C=— 204 
D=— 005 
£=±     0-0128 


-93—2-049<> -(-00128^-1- 10-348568 

CD  s     0-102 
££=±     00512 
AE  =     0-01664 
Ä/)=— 0-2 
jB«  =     16 
/IC  =—2-652 


2Ci>= 
BE= 


0-204      2^E=  0^)3328 

0-0512     Ä/)=        -0-2 


Ä2=  16 

4AC=        —10-608 

2CO-^Ä£;= 01528     2^jB— ÄZ>=0-23328       ^— 4JC=26-e08 


ar  = 


0-1528 


0-23328 


5fr608 — 0"^*5.... ,    3f  _  2g.g^  —0008..^ 


Vermindert  man  daher  das  x  um  0-005,  das  y  am  0*008,  so 
hat  man: 


1 
l 

1-3 
1-305 

4-O-05 
4*^0-043475 

1 

1310 

4  -0O36925« 

1 

1-315* 

4  -0^)04925** 

-1-2-04 
-1  —2-04 
—1—2048 
—1—2056 


0O128        10348568 
0-0328        10-348350625* 
0016416     10-348481953** 
0O00032** 


—1  —2064** 
Die  neue  Gleichung  ist: 

iz=x*  +  l-315a:«+a<4y— 0-004925)— y»-  2064yS —000003^ 

+ 10-348481953 
und  hier  hat  man: 


J=  1-315  CD  = 
Bss     4  BE= 

C=— 2-064  AE  — 
/>=— 0004925  BD= 
£=-0000032   B»^ 

AC= 


0O101652 
—0000128 
—000004206 
— 0O197 

16 
—2-71416 


i 


SuösätutümS'Verfakrens  aufOfe  Theorie  den  Gröuien  u.  KfeinsierL  \\\ 

2CD=  0*0203304       SLlEa       -0*00008416 

jBjE=       --0000128  BD  =       —00197 

2CD— ^£:±=:0«204Ö84        2JJB— ÄD=0K)^961684 

B^ziz     16  0-0204584 


a:  = 


4^C=i-10>85664       •*- 26-85664 
B^—iACss    26-86664 


=00007.... 


001961584    „-_^ 
S'  =  i6;85Ö64  =0WI7... 

n.  8.  f.    Es  sind  also 

X =21057.... 
«=06887.... 

I 

2=10-348.... 

die  Coordiiiaten  eines  solchen  Punktes  der  vorgelegten  Fläche,  an 
den'  sich  eine  horizontale  Berührangsebene  führen  lässt.     Wflre 

hieftir  «^ — W<0  und  r^O»    so  wäre  dieser  Punkt  ein  höchster 
oder  tiefster  der  Fläche« 


in. 

i 

Zwei  neue  Beweise  des  Theorems  von  Legendr e 
fiber  sphärische  Dreiecke^  deren  Seiten  gegen  den 
Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher  sie  liegen,   sehr 

klein  sind. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  Beweis,  welchen  Legendre  selbst  fiir  sein  berühmtes» 
namentlich  für  die  Geodäsie  so  ungemein  wichtiges  Theorem  übet 
sphärische  Dreiecke»   deren   Seiten  gegen 'den  Halbmesser  der 
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Kugel,  auf  welcher  sie  liegea,  sehr  klein  sind^  gegeben  hat,  ist 
in  die  meisten  Schriften  über  höhere  Geodäsie  übergegangen, 
dürfte  dhef  rüpksichtiich  der  Deutlichkeit  und  Kürze  ^obi  Einiges 
zu  wünschen  übrig  lassen.  Einen  anderen ,  jedenfalls  sehr  sinn« 
reichen  und  in  mehreren  Beziehungen  sich  empfehlenden  Beweis 
dieses  wichtigen  Satzes,  den  ich  deshalb  den  Lesern  des  Archivs 
in  Tbl.  1.  Nr.  LVL  S.  436.  mitzutheilen  nicht  unterlassen  habe,  hat 
Gauss  im  2Ssten. Bande  des  Crelle'schen  Journals  gegei 
ben.  So  sinnreich  dieser  Beweis  aber  auch  ist,  hat  er  mir  doch 
immer  nicht  sehr  direct  geschienen  ^  wie  schon  daraus  herForgehei^ 
dürfte,  dass  er  verschiedene,  dem  Gegenstande  jedenfalls  ferner 
liegende  Sätze,  ja  selbst  deti  berühmten  Lhuilier' sehen  Aus* 
druck  für  die  Tangente  des  vierten  Theils  des  sphärischen  Exces- 
ses,  in  Anwendung  bringt.  Ich  selbst  habe  „  Ueber  sphärische 
Dreiecke,  deren  Seiten  im  Verhältniss  zu  dem  Halb- 
mes;ser  der  Kugel,  auf  welcher  sie  liegen,.^  sehr  Jcleia 
sind*'  im  Archiv  Tbl.  IX.  Nr.  111.  S.S.  eine  ausführliche  Abhand- 
lung geliefert,  in  welcher  natürlich  das  Legendre'sche  Theorem 
auch  vorkommt.  Diese  Abhandlung  hat  aber  nicht  bloss  das  in 
Rede  stehende  Theorem  an  sich  zum  Gegenstande,  sondern  sucht 
dasselbe  überhaupt  weiter  zu  führen,  und  bedient  sich  daher  bei 
ihren  Entwickelungen  durchgängig  der  Methoden  der  höheren  Ana- 
lysis,  weshalb  es  nicht  meine  Absiebt  sein  kann^  hier  auf  die- 
selbe zu  verweisen.  -        , 

Die  Leser  des  Archivs  werden  sich  vielleicht  erinnern,  dass 
ich  in  verschiedenen  Abhandlungen,  insbesondere  Tbl.  XVI. Nr.  XVI. 
Ä  194.  und  Tbl.  XVll.  Nr.  VI.  S.  259.,  den  Versuch  gemacht  habe, 
die  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie  in  einer  neuen  und,  wie 
ich  hoffe,  vereinfachten  Weise  darzustellen  ♦).  Zur  Vervollstän- 
digung jener  Arbeiten  schien  mir  immer  ein  möchlichst  einfacher 
und  hauptsächlich  müglicbst  direct  er  Beweis  des  wichtigen  Le- 
ge ndre*sch<?n  Satzes  wünschenswerth ,  nach  dem  ich  längere  Zeit 
gesucht  habe«  Die  beiden  von  mir,  jetzt  gefundenen  Beweise  wOl 
ich  im  Folgenden  mittheilen,  und  bemerke  nur  vorläufig,  dass  bei 


*)  Herr  Doctor  Wiegand  in  Halle  hat  in  der  cmpfehlenswertheo 
Schrift:  „Grundzüge  der  «phfirisd^hen  Trigonometrie.  Halle 
1853*'  die  von  mir  gegebenen  neuen  Beweise  zu  einer  TOrf  der  bisheri- 
gen sich  ganz  unterscheidenden  systematischen  Darstellung  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  benutzt,  wofür  ich  demselben  zu  Dank  verpflichtet 
Wxki  Dasselbe  hat  auch  Herr  Inspector  Gent  zuLiegnitz  gethan  ifl 
(km- Programm. der  dortigen  Ritterakademie  von  Ostern  1853,  mit  Hin- 
MÜguig^  mehrerer  eigner  beachtuiigs werter  Bemerkang«!!.   ' 
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beiden  Beweisen  ausser  der  Retfae  fifr  «In^  ftellicb  ftn<ch 

die  Reihe  för  Arcsioo:  in  Anwendung  gebracht  wird,  was  bei  den 
bisherigen  Beweisen  wenigstens  nicht  In  so  bestiminter  Weise  wie 
in  Folgeoden  geschieht,  da  diese  Beweise  hauptsächlich  nur  auf 
der  er»terea  Reibe  för  sin^  beruhen«  Ich  muss  aber'gestebed, 
das«  ieh  nicht  einsehe,  warum  man,  wenn  man,  was  bei  dieseiii 
Gegenstände  nun  einmal  nicht  zu  umgehen  ist,  überhaupt  eine 
maere' Bekanntschaft  mit  der  Lehre  vun  den  unendlichen  Reihen 
I  Anspruch  zu  nehmen  genödiigt  ist,  ausser  der  ReSle  ffir  sin^r 
icht  auch  die  gleichfalls  sehr  wichtige  Reihe  für  Aresin or  als  be- 
iiDDt  voraussetzen  will.  V4elleicht  wird  die  in  d^r  Abhandlung 
iL  in  diesem  Hefte  von  mir  gegebene  »»Elementaref  Dar- 
stellung der  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen''  geeig- 
oetsein,  eine  allgemeinere  Bekanntschaft  mit  diesem  in  allen  Be« 
neboDgeo  so  wichtigen  Gegenstande  auf  einem  vuUig  gründlichen 
eJemeotaren  Wege  zu  Fermitteln. 

Bevor  ich  zu  der  Entwickelung  der  beiden  von  mir  gefunde- 
w neuen  Beweise  des  Legendre' sehen  Theorems  selbst  über- 
tiej  bemerke  ich  rucksichtlich  der  Geschichte  dieses  wichtigen 
■tnerkwürdigen  Satzes,    dass  derselbe   von  Legendre  zuerst 
>ien  Mämoires   de   TAcademie  des  sciences   de  Paris 
JS?,  p»  338.  ohne  Beweis  mitgetheilt  worden  ist.    Mit  einem  Be- 
weise versehen   findet    sich   derselbe   zuerst  in    den    Möthodes 
»alytiques  pour  la  determination  d'un  arc  du  möridien; 
par  J.  B.  J.  D  elambre;    preced^es    diun  memoire   sur  le 
■eme  sujet,  par  A.  M.  Legendre.    Paris.  An  Vll.  p.  13.,  wo 
Legendre  über  seinen  Satz  sagt:    „Elle  ramene  immediatement 
älatrigonometrie  rectiÜgne^Ia  r^solution  des  triangles  sph^riques 
^'peu  courbes  ou  dont  les  cotes  sont  tres  petits  par  rapport  au 
'syoi  de  la  Sphäre,*' 

Ich  wende  mich  nun  zu  der  Entwickelung  der  beiden   neuen 
^«weise  des  Satzes. 


Nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie 
<t,  wenn  wir  die  Seiten  und  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
^gewöhnliche  Weise  resp.  durch  a,  6,  cund  A,  B,  C  bezeichnen: 

cosA+cosB  cos  C 

1)      cos  a  = ,.      n  ^«     fy  * 

'  sin  iS  sm  C 

I 

*o,  wie  man  mittelst  der  Formel 

2sinja*=l  — cosa 
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hieraus  in  bekannter  Weise  leicht  findet: 

«.      .    ,   a  cosK^  +  g  +  C)  cos  UB^-C^Ä) 

siniBsinC 

Bezeichnen  wir  nun  den  Ezcess  des  sphärischen  Dreieck^»  durch 
Ei  so  ist  bekanntlich: 

also  • 

cos4(^+Ä+C)=— sinJU,    co8i(^  +  C-^)=:sin(il  — ijE); 
folglich  nach  2): 


und  hieraus: 


3)    sm  \a^  = .    p  .    ^ — - 

'         *  sin  Jö  sm  C 


A\      •    ir^^  sin^sinC    .    ,  „ 
4)    sin  iE  =  -r-TÄ — rr\  s*n  ja*. 


Wir  wollen  uns  von  nun  an  alle  Seiten  und  Winkel  >  d.  h.  die 
die  letzteren  messenden  Bogen ,  des  sphärischen  Dreiecks  in  Thei 
len  des  Halbmessers  der  Kugel  ^  auf  der  das  sphärische  Dreieck 
liegt,  ausgedruckt  denken,  wobei  wir  zugleich  wie  gewöhnlich  die- 
sen Halbmesser  der  Einheit  gleich  setzen.  Dies  vorausgesetzt» 
sehen  wir  aus  der  Gleichung  4),  dass  E  in  Bezug  auf  a,  und  na- 
türlich ganz  eben  so  auch  in  Bezug  auf  b  und  c«  eine  Grösse  der 
zweiten  Ordnung,  ist. 

Weil  nun,   wenn  Aresin o:  den,  absolut  genommen,   kleinstes 
Bogen  bezeichnet,  dessen  Sinus  die  Grösse  x  ist,  bekanntlich 

5)    Arcsina:=a-  +  3.2^'+5-27i^*+7-2X6'^  +•••• 

und  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie 

.  sin  ig  . 

o)    sm  h  =  —, — -:  sm  a  • 
^  sm^ 


ist,  so  ist 

.  1   l/sinÄ\»   .      .1    l.3/s\nBY 

«+3-2V^ür:?>)  *'""  +5-2:4 Viü^iy  «'»«*+- 

und  folglich,  weil  bekanntlich 


.      sinÄ  . 

sm^ 


von  L$§emgre  über  ttpAäriscke  Breteeke  eic  X1& 

7)    «n«=«-03  +  1^5-I37  +  .- 

ist,  ireDD  man  alle  Glieder  Ternachlässigt,  die  in  Bezug  auf  a  von 
einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind : 

,    «DA     ,  -sinÄ  , ,  V8lnÄ\»       «inj?.,     ,  .,,    /slniB\%, 


ist  aber  nach  3) 

sin  Ja*  = .    p  .    ^        f 

man  kann  folglich  in  der  Formel  8) ,  weil  der  Bogen  und  sein 
Sioos  immer  von  gleicher  Ordnung  sind^ 

,^     sm\EBm{A—\E)        ,        ,     4sini£;8in(^— iE) 

10*= -. — ö~"^ — 7^ >     also    a*=: ; — S— ; — TS 

L  sinj^sinC  sini^smC 

*teDy  wodurch  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

^,    ^         emß^^      ,   .    ,^8in(^  — iJEJXsin^i«— .sin^), 

9)  Ä=a-r— 5  1— |sinj£ — ^^ — .     J\    ^  .   ^ -], 

'  siwA         »       *  sin^i^sin^sint/ 

hier  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern«  welche  in  Bezug 
MtiTon  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind.  Es  ist 
Aer 

B\n{Ä—^\E)  =sln  A  cos  \E — cos  ^4  sin  XE ; 

•i  weil  nun  sin  \E  nach  4)  von  der  zweiten  Ordnung,  ferner  erst 
Bit  Temachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung,  was  auf 
'^er  Stelle  aus  der  Reihe 


cos 


'^"-*'"  1.2  +1.2.3. 


OS  ^jEJ=1  ist;  so  kann  man,  indem  man  immer  erst  Glie- 

'issigt,   welche,  in  Bezug  auf  a  von  einer  die  iivte 

Ordnung  sind,  in  dem  Ausdrucke  9)  von  6  offenbar 

sin  {A  —  \E)  =  sin  -4, 


^.     .         sinÄ^-       ,  .    ,^sin^g— sin^  ^ 
'  sm^l  ^  sin ^ sin i? sin  C 


L 
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setzen,  welche  letztere  Fofniel,  und  noch  mehr  nachher  die  For 
mel  11),  ich  an  sich  fär  merkiyurdig  halte. 

Nun  ist  aher 

=2sin|(yl  +  Ä)cos4(/4--Ä).2sin.l(/i  — Ä)cosi(/i+i?) 
=  a\n(A+'B)8in(A'-B), 
also  nach  10)  auch: 

n\     iL sing,,  ,   ,  ^sin (A  +  B) sin (A—B), 

sin^l'        *       ^  sin^fsin^sinC 

und  folglich,   weil 

^+J?=i7r-(C— E),    sin(^  +  Ä)  =  sin(C— £)    - 
i^t: 

ION    A         ?!!L?ii      2   •    ^r  sin(^-~g)sin(C— E)^ 

12)    b^=^a-i — 3  |J  — ?sin  JjB ; — x~' — p  ^    r* — «• 

^  sin^  *        j       2  sin  il  sin  x?  sin  C 

Weil  aber 

sin  (C —  E) = sin  Ccos  E  —  cos  Csin  E 

ist,  so  kann,  indem  raan  in  dem  Ausdrucke  von  b  immer  ers^ 
Glieder  vernachlässigt,  die  in  Bezug  auf  a  von  einer  die  vierti 
übersteigenden  Ordnung  sind,  in  diesem  Ausdrucke  nach  ein« 
ganz  ähnlichen  Betrachtungsweise  wie  vorher 

sin  (C- 10  =  sin  C 

gesetzt  werden,  wodurch  man 


.'ii 


sin^  "       '     sin^lsing 


oder 


13)    6=:a^j]J^il  +  5sini£(cot^— cotJB)} 


ode^ganz  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit,  indem  man  nänf 
lieh  erst  Glieder  vernachlässigt,  die  in  Bezug  auf  a  von  eine 
die  yierte  übersteigenden  Ordnung  sind, 

M)    6c=a^{l  +  |i;(cot^-cotÄ)|  J 

erhält.  * 


wn  Legendte  über  spMtHcke  BretecHe  ete. 


tt> 


Nu«  ist 


\m{B — \E)      sjnBcosj£  — co8£sin|£ 


sm{B — 

8m(24  — ^£)      sin  ^  cos  jE-^  cos  2I  Sintis 


erst  mit  Vemachläfsigatig  von  Gliedern,    welche  in  Bezug 
nf  a  voo  der  vierten  Ordnung  sind : 

sin(i?-i£)_sing  — igcosir  ' 

sin  (^  —  \E)  "^^  sin^  —  JJEJcos^ 

'  sin^  1  —  \EcoiH     sinß,.      ,^     ^  ..    ,  ,-      , -^     ^  ^. 
wkÄ  1  —  \EcotA      BxuA^       ^  /     \       8  / 

=  ^(1  +i£cot^)  (l-i£cotJ?) 


oder 


1  ■  1  r/    *  j         f  i?\       ^'"^    sin(fi--|£) , 
l  +  i£(cot^-cotÄ)  =  ^5^.^.^(^_^j^^, 


folglich  nach  14)  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche 
i  Bezug  auf  a  von  ^ner  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind: 

__    (AnB    s\nA    e:m{B—\E) 
*  — °  sin^l  ■  sin B  ■  sin (il - iJB) ' 


l«^    A        Bm{B-\E) 

Ueberbaupt  ist  also  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern, 
fc  in  Bezufj;  auf  a,  b,  c  von  einer  die  vierte  übersteigenden 
OrdniiBg  sind: 

sin  (A--- IE)        »in(A—lE) 
''~^sin(^-5JS)^^sin(C^==lJ5?)' 


16)    ^  6=c 


sin(Ä  — ^i;)_    sin  (J?- JE) 


c=:a 


sin  (C- iE) 
sin(C— ;£) 


=  Ä 


sin(^-j£)' 
sin  (C—  JE) 


SnCJ-IB) "" "^  sin (Ä -- i E) • 


n  kann    also    ein   sphärisches    Dreieck,    dessen 

iten  gegen   den  Halbmesser  der  Kugel,  ^uf  vrelch'er 

Hegt,   klein   sind,    erst  mit   Vernachlässigung    von 

Mern,  welch«  in  Bezug  auf  die  Seiten  dieses  Drei* 

^tvon  einer  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind. 
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wie  eis  ebeaes  Dreieck  anflSsea,  dessea  Seit^B  dei 
Seite«  des  i^egebeDen  «phärisekea  Dreiecks  gleich 
sied,  end  dessee  Wiakei  erkalten  werde*,  weaa  mai 
TOB  jedem  der  Winkel  des  spkSriaekea  Dreiecke  dei 
drittee  Tkeil  des  apbäriacbea  Exceases  dieaea  Drei- 
ecke aaktrakirt. 

Dieaiat  daa  berfikaite  Tkeereoi  tob  Legeadre,  tob  wdckai 
Im  Rechwaagea  der  kafcerc«  Geodäsie  so  Tielfiicker  md  so  vor- 
theiihaller  Gekraodb  genucht  wird.  ^ 

Eis  zweiter  Beweis  dieses  aberaas  wicktigen  Satns  kamt  asf 
Mgdide  Art  gelakrt  werde». 

Nacfc  3)  ist: 
.   ^  .      sip{i:sin(il-i£)_       .  .   .4    »pv         «nU? 


'^—        sin^siaC       -«"^«"V^    *^^sia^siiLBaiiiC* 


also 

siaia=VsiDJsHiM-^ilDJ^.„/"„"^^    , 

sin  16=  VsinÄsin(2l-i£))^j;;^^^5^jS 

and  folgficb: 

1.3 
4a=siD4a  +  J.isioiii»+i.^8inia*+  .... 

=  ^«»  A«m(A-\E)\  gi„  AÄx^B  sin  C I 

+ 

1.3 

46  =  «iiii6  +  J.i8ini6'  +  i.s-7sin46*  +  .... 

-_ — — -  \         KiaXE         \  \ 

+MVsiDÄ«D(Ä-i£).8in  ß«n(Ä-4£)  {.liTälSulLiSct  * 


Setzen  wir  nan  der  Kdrze  wegen : 

+ .        .        .    , 

+ .....; 

M  erhalten  wir  nach  dem  Obigen  sogleich : 

10^    ^  _  4  /"g'n  ^  sin  (^"^^HE)    Q 
^^    a""\    8ini48in(^-ii;);P' 

Id  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  erst  mit 
Vernachlässigung  von  Gliedern  der  vierten  Ordnung  ist  aber 
lach  17)  und  18)  offenbar : 

»m{A—\E)s\n\E 
'  ^  sinjDsinC 

^      -         sin(^~-^£)sini£, 

sin^sinC 

ibo  ist  mit  Vernachlässigung  von  GKedem ,  welche  in  Bezug  auf 
fc  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind, 

lach  19): 

s\n(B''lE)BmiE 

b  _ArsmB  smiB-^lE)    ^"*""'        sin ^ sin  C 
^^    a—y    siüAßiniA-^lE)'  8in{A-lE)s\nlE' 

^^''        sinÄsinC 

Hieraus  ergiebt  sich>    weil 

siu{A — ^E)=8inAco8lE — cos^^sin^E, 
8in(£ — \E)=sinBco8lE — cosfisin^f 

ist|  offenbar  Immer  ganz  mit  demselben  Grade   der  Genauigkeit 
^e  vorher: 

-      ^   sipjBsinjJE 

6      ATsingsinCjg— i£0       ^'''  sin ^ sin C 
a       1    sin  il  sin  (-4 — 


in(^ — iE)  ' .      ,   sin^sin^jE 

^+'"  sinÄsinC 

1  I  i   sin^sinj^ 

^mB  aFcos  IE — cot ^ sin  JE     ^  ^'   sin^sinC 
^mAl  cosiE  — cot^lsini^'  |  ,  ^  sin  A  sin  ^E 


IM   GrunerU^  Zwi neue BmeUe  des  Tkeorem$'von  Leffeudre  etc. 

■_  mit  B  »in  iE 

sin  B  4  ri  -  cot  ß  sin  jE    '"*""'  sin  ^  sin  C 
^  siiT^T    1— cot^sinJ£  '  sinr^sin'jg' 

*  +  "•  sinJ^sinC 
^    sin^sini£ 
aing  l^lcotgVm^£   ^"'"^'  sin^shTC 
^sinJ'l-^iG0t^6iniJE\  ,  ,    sin^sinli:  • 

*  +  ^-  siffÄsinC 

=:f|ü4(l~icot^sini£)-Ml-icotÄsinJJS;).^ 

1  sin ^ sin 4 E^  wi  i  i  sioßsiniE 
><^^  +  '*'  sin^sinC^""  ^^+^*  sin^^sinC^ 

=  2^(l  +  UotJsini£:)(l  — icot^sinJE) 

,,      ^   sin^siniE.  ,,   ,  ^    sinBsiniE 
^^^^^•^T;rBihrC^^^+^-  sin^sinf?^ 

ein»  ,  „sin^^ — sin^*, 

Vi 

__?li!4(H.  isj„«j5;(cot^— cot^)}tl  +  Jsiiii£(cot^— cot^yi 

_?|!L^tl_|.isin^£(cot^-^cotJ5)+;sinJE(cot^--cotiB)}, 
sin  ^ 

woraus  sogleich 

21)  ^=^\l\-'is\niE(coiA^cotB)] 

folgt. 

Weil  in  dieser  Formel  erst  Glieder  vernachlässigt  worden 
sind,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
der  vi^teii  Ordnung  angehören,  so  ist  erst  mit  Vernachlässigong 
von  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  Sphärischen  Dreiecks  die  vierte 
fibersteigenden  Ordnungen: 

22)  Ä=^a2|^{l  +  |sin4E(cot^--eotÄ)), 

was  wieder  ganz  die  schon  in  13)  gefundene  Gleichung  ist,   an« 
dir  alles  Üehrige  völlig  auf  die^^lhe  Weise  wie  oben  folgt 

*)  Nach  dem  BinomiAchen  LehrsatRe. 
**)  G;inz  aaf  ähnliche  Art  wie  oben. 
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IV. 

Integration  der  Differentialgleichung 

mittelst     bestimmter    Integrale. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

kisUt  und  Priratdoc.  der  Mathematik   am  k.  k.  polytechnischen 

Institute    zu   Wien. 


^9  n»  p»  9 9  T,  s   bedeuten  beliebige  constante  Zahlen,   von 
auch   einige   gleich  Null  sein  können«    s  allein  setzen  wir 
jederzeit  als  von  Null  verschieden  voraus. 

Ich  setze   das  Integral  obiger  Differentialgleichung  voraus  in 
Mgeoder  Form: 


®  y=/ 


«2 


inter  v  und  W  einstweilen  noch  unbekannte  Functionen  von  u,  und 
unter  Ui  und  %  ebenfalls  noch  unbekannte,  aber  constante  Zahlen 
'«rstanden.    Bestimmt  man  aus  (2): 


y  =  ß      (2tur  +  v)  e«**+«'»  Wdu , 


u, 


^=:  I*  [(2iia:  +  ©)«  +  2ti]  6«'*+»«  ly^^w , 


u. 


^«ibstituirt  diese  Werthe  in  (1),  so  erhält  man: 
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J       «»**+»»  IF  { j  (iu^x^  +  4tir:r  +  ü*  +  2ii)  +  (r  +  ^a:)  (2tiar + 1>) 
». 

oder,    wenn  man  den  Ausdruck  innerhalb  der   grossen  Klamm< 
nach  X  ordnet: 

/  ***  e«''+«  W  t  x\iti^s  +  "luq  +  m)  +  a:  (4tiw +2tir  +  ^  +  n) 

+  (©2*  +  2«j  +  rr+p)}  €/ti=( 
Setzt  man  der  KGrze  halber: 

4t«^5 + 2ti^ + m  =  L , 

(3)  4ttr«  +  2Mr+7r  +  n  =  -Äf, 

r®#  +  2Mj  +  w+p  =  2V; 
so  ist: 

Z"^*  eux»+rx  if^ (2, j;a  +  Ufa: + iV)  rftt = 0. 

Berücksichtigt  man  nun^  dass 

Lx'^\mx\Nz=zL{pfl^rfx)-y-x{M-lA>')\N 
identisch  statt  findet,   und  wählt  man  r  so^  dass 

(4)  üf— ii?'=0 
wird»  so  erhält  man  statt  obiger  Gleichung: 


oder 


y  "*gtt«M  w  fFL(:i:^+  t>':r)rfM  +  l^ux^^vx  WNdu^O. 


«I 


Das  erste  Integral  lässt  sich  auch  so  schreiben : 

/"*  T^T^- «"'*+*"  , 

und  gibt  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behandeM 


Es  gebt  somit  das  Resnltat  der  Substitution  Ton  (2)   in  die  vor- 
gelegte Gleichung  über  in : 


I 


fFLe-'H^x  }||«  ^j^\uz^^vT  [iviF  -^^^)]  rf«=:0. 


dieser  wird  genügt  für  solche  fF,   i^^elche  der  Gieidiinig 

(5)  iV|F-^  =  0 

# 

lientificiren,    und  ferner  fär  solche  constante  «i  und  n^,    welekd 
h  Gleichung 

(6)  {?FJL6«**+t'*i"*=0 

befriedigen.  —  Die  Gleichung  (4)  gibt  integrirt: 
^  __ ny— 2rm  2ii5— ry    .  ^./-» 

d  die  Gleichung  (5) 

Setzt  man  nun  der  Kürze  halber : 

ng—2rm  2ns — rg 

4ms— -g^        '    4/W5 — g^        ' 

80  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung : 

unter  t  die  Grosse  a  +  '2bu  +  CV^Z  und  unter  Ui  und  u^  solche 
Zahlen  verstanden,  welche  die  Gleichung 

(10)  ic«*H'''+/^};;*=o 

-y^  lässt  sich  leicht  entwickeln,  es  ist 


i'^s  A+ar+p  +  2M(2a6*  +  s  +  br)  +ibHh+  C^Ls+CVL(2as+r) 

+  i6Cus\rL, 


m 


r-r«  I  C(2flf +r) + 46 Cf le     (a^5+ar+/?) + 2u(2abs+s+br) \AU^su^ 


9* 
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Setxt  man 

4V'92--4iiij  ~ 

(trner  die  swei  Wurzeln  der  Gleichung  L=0,  o  und  /?,  wodurch 

L  =  4*(m — cc)(u^ß) 
imd 

—  ö  +  V^o«— 4ww     ^     —  ^  -  Vy^— 4im 
«=-^^ 4^ '  P= S 

wird,  «0  Ist      f 

und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Grenzen  heisst: 

*  Findet  man  hieraus  zwei  Werthe  für  u,  so  bezeichnen  wir  sie 
mit  ti|  und  U2f  und  nehmen  sie  als  die  Grenzen  des  Integrals  der 
▼orgelegten  Differentialgleichung. 

Mehrere  specielie  Fälle  verdienen  eine  besondere  Beachtung. 
])  Ist  g^=:iims,  so  gibt  die  Gleichung  (4)  integrirt: 

(11)         -  =  -£  +  4i£T^  +  ^(4«'+^)- 

Das  Integral  der  vorgelegten   Differentialgleichung   ist  in   diesem 
Falle  wieder: 

4u^s  +  2ug+m        ^' 

Bur  bat  hier  e  den  Werth,  den  die  Gleichung  (11)  gibt;   ferner 
ergeben  sich  tf|  und  u^  aus  der  Gleichung 


le««*+«^«+/^f  =0. 


s!f''+Cr+9^)jf'+(p+nx-{'mx*)p=:0  mOMst  öeiUmmi.  Inießr.  HS 

2)  Wird  Ir=Ä=iV=0  fär  bestimmte  Werthe  von  u  und  », 
etwa  filr 

so  ist 

ein  Integral  der  Differentialgleichung;    wird  L=:M^N^Q  filr 

ih.  för 

so  ist 

eio  Integral  der  Differentialgleichung. 


V. 

Note  aber  kürzeste  Linien  auf  krummen  Flächen« 

Von 

Herrn   Simon  Spitzer, 

Ataitt.  und  PriYatdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  poljtechnifchen 

Institute  zu  Wien. 


Wenn  eine  krumme  Fläche  durch  eine  Ebene  in  zwei  symme- 
^he  Theile  getheilt  werden  kann>  so  ist  die  Durchschnittslinie 
^  Fläche  mit  der  genannten  Ebene ,  falls  eine  solche  vorhanden, 
<Bi  Allgemeinen  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Es  ist  nämlich  die  Gleichung 
^er  solchen  Fläche,  welche  durch  die  Ebene  xz  symmetrisch 
g«theUt  wird : 


US    8pit%er:  Kote  über  kürzeste  Unten  auf  krummen  Flächen. 

Für  die  kürzesten  Linien  auf  der  Fläche  muss  das  Integral 

$z=zfy/dx^^dy\^dz^ 

ein  Minimum  werden.     Setzt  man  in  demselben  dz=p€Lr  +  qdy, 
ao  ist 

s=f\rdx^+dy^  +  (pdx  +  gdf,y^=zfdx\ri+y'^-t-(p  +  qy')^ 

und   folglich  hat  man  als   Bedingnogsgleicbung  fär  ein  Maximum 
oder  Minimum:  ' 

^'  dy  L  dy'  J  ~"' 

woraus  sich  ergibt: 

,     .      ,v  fdp        ,  rfgrN 

iP-^iy^^dy^y  dyj _ I-      s'+(p  +  q9')g      -|'^ 

oder,  wenn  man  diess  entwiclcelt  und  gehurig  reducirt: 

und  dieser  wird  genügt   für  ^  =  0 ;    denn  ist  y  =  0,   so  ist  aucli 
y'  =  0,  y'  =  0  und  7  =  0. 

Da  die  Kugel  durch  jede,  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende 
Ebene  symmetrisch  getheilt  wird,  so  ist  der  Bogen  des  grussteii 
Kreises  die  kürzeste  Linie  auf  der  Kugel. 
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VI. 


Entwickelung  von  liin(l  +  -)"=:e)  unter  n  eine  ganze 

positive  Zahl  verstanden. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Atfitt.    und  PriTotdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polyltofcaMthaa 

Inititute  zu  Wien. 


Mao  bat: 
a+J-)-=l+l+-T;i-  + 


n 


n 


n 


n 


h 


2! 


3! 


IT 


und  dies»  lässt  sich  so  ordnen: 


<»-i-)<'-|)(i-|)  •••(»-^') 


n! 


PMi^BtaMh^ 


{l  +  L)"  =  [J+l+l+l+l+....+  l,| 


2!  ^  3!  ^  4! 


nV 


1  rl  .  1+2  .  1  +  2  +  3  .      .  l+2  +  3+....+(n-l) 


--r-+ 


3! 


4! 


+....+ 


■  « 


n! 


] 


lrl.2   1.2+1.3+2.3        . 1.2+1.3+2.3+...+(n-2)(n-l) 


+ir— + 

+  n*L  3!  ^ 


4! 


+....+ 


nl 


] 


+  (_l),-i  _iL.t.2.3....(«-l) 
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n 

Betrachtet  man  nun  folgeode  Relationen: 

1+1=1  +  1, 

2!     ^  21 ' 

1  2 

(1--)(1-.-)      , 

3!  ^3!' 

1  9  ^ 

0--)(l--)(l--)     1 

^4!  '^'4!' 


so  ergibt  sich  dnrch  Sominiren  derselben: 
Betrachtet  man  ferner  die  Relationen: 

i+i+-2r=i+i+-2r' 


3!  ^       3!       ' 


4!  -^        3!  4     -^  4! 

(1_1)(,_2     i_3  4      i_l±2+l,_i    i_l±2±3+f 


S!  -^  4!  5    '^  5! 


so  ergibt  sieb  durch  Summiren  derselben: 

l_i     1_1±?     j      1+2+3     ,_l+2+3+4 

^     1  +  2  +  3+.... +  (w-l) 

n 

+....+ ^j  . 
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VI. 

Entwickelung  von  liin(l  +  -)"=re)  unter  n  eine  ganze 

positive  Zahl  verstanden. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Aititt.   und  PriTotdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polyltofcaMthaa 

loftitate  zu  Wien. 


Man  bat: 


n 


(l+l)-=l  +  l+-^  + ^^j + 3j 


+...+ 


n! 


» 


und  dteas  lässt  6ich  so  ordnen: 


1  rl.  1+2  .1  +  2  +  3  .      .  l+2  +  3  +  ....  +  (n-ln 

~n  Lf! + "är + "ir-  +••••+ ni J 

.Irl. 2, 1.2+1. 3+2. 3.      .  1.2+1.3+2.3+...+(n-2)(n— 1)T 

+ ;i^L'3r+ 4! +•••■' s ^J 

•  •.•  •  •  •  •  •  •  ■,•  • 

.,  1     1.2.3....(»t-l) 


130  Quid  de:   üeöer  iMte,  w€kk€ 

woraus  man  sieht,    dass  (1 ^)~"  dem Prodacte  der  zwei Facteen 

gleich  ist  >  vod  denen  der  erste  sich  fort  und  fort  der  Zahl  e,  der 
zweite  der  Zahl  1  nähert. 


Ueber  Kreise,    welche  dieselben  Durchschnittspunkte 

haben.  - 

Von 

Herrn  Quidde^ 

Lehrer  am  Gymnasium   zu   Buckeburg. 


Die  folgeDdeo  Untersuchungen  sind  veranlasst  durch  einen  Sati 
in  Ponceiet*s  ,,Traitö  des  propri^t^s  projectives  des 
figures  Nr.  631. 'S  welcher  im  Wesentlichen  so  lautet: 

Wenn  die  Ecken  eines  Dreiecks  stets  auf  demselben 
Kreise  bleiben  und  drei  Kreise»  die  mit  dem  ersten  die* 
selben  Durchschnittspunkte  haben ,  berChren  die  Seiten 
des  Dreiecks,  so  dass  die  Berührungspunkte  nicht  in 
gerader  Linie  liegen »  so  ist  durch  die  beiden  ersten  auch 
der  dritte  bestimmt, 

Poncelet  war  es  offenbar  mehr  um  die  Anwendung  dieses 
Satzes  zu  thun,   als  um  die  Entwickelung  der  Beiiehongen»   auf 
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denen  derselbe  beruht«  Er  gibt  dem  eingeschriebenen  Dreiecke 
eine  ooendlicb  kleine  Bewegung  und  beweist,  dass  die  dritten 
Seiten  eine  Curve  umbillleny  welche  zugleich  fär  Kreise  eine  Um- 
bttilangscarTe  sein  müsse ,  die  durch  die  Durcbscbnittspunkte  der 
gegebenen  Kreise  und  die  jedesmaligen  Berührungspunkte  gehen ; 
nod  da  eine  Umhüllungscurve  der,  durch  die  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  gegebenen  gehenden  Kreise  undenkbar  sei,  so  bleibe 
nichts  übrig,  als  dass  alle  jene,  vorläufig  als  verschieden  angenom- 
lenen  Kreise  ein  und  derselbe  Kreis  seien,  der  mit  der  Umhül- 
loogscupve  zusammenfalle. 

Ich  habe  mich  bemüht,  nicht  nur  einen  elementareren  Beweis 
lür  diesen  Satz  aufzufinden,  sondern  auch  die  eigenthfimlichen 
ßeziebongen  und  Verhältnisse  der  Sache  aufzudecken.  Ich  habe 
den  Gegenstand  von  mehreren  Gesichtspunkten  aus  durchforscht 
Dod  will  von  meinen  Forschungen  mittheilen,  wag  mir  interessant 
encheint 

§.  1. 
Ein  System  von  Kreisen. 

1.  Unter  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
versteht  man  bekanntlich  die  Differenz  des  Quadrats  der  Entfer- 
MDg  des  Punktes  vom  Mittelpunkte  und  des  Quadrats  des  Radius. 
Ee  kann  dieselbe  zweckmässig  bezeichnet  werden  durch  Zusam- 
menstellung der  Zeichen  des  Punktes  und  des  Kreises  und  durch 
Andeutung  der  Dimension,  die  sie  hat,  z.  B.  (Taf.  II.  Fig.  1.): 

Sie  ist,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  dem  Qua- 
drate der  von  demselben  an  den  Kreis  gehenden  Tangente, 
wenn  er  innerhalb  liegt,  dem  negativen  Quadrate  der  halben,  im 
Punkte  halbirten  Sehne  gleich.  Sie  ist  ferner  das  Product  der 
Abschnitte,  welche  auf  einer  durch  den  Punkt  gezogenen  Geraden 
swiscben  dem  Punkte  und  dem  Kreise  liegen,  welches  Product 
negativ  zu  nehmen  ist,  wenn  der  Punkt  innerhalb  oder  die  Ab- 
ichoitte  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  liegen. 

Auch  die  analytische  Geometrie  liefert  einen  Ausdruck  für  die 
Potenz,  wenn  man  die  Gleichung  des  Kreises  auf  Null  reducirt 
und  in  der  ersten  Seite  derselben  die  Coordinaten  des  Punktes 
snbstitairt;  denn 

edei  för  den  Coordinatenwinkel  9 
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(y— |5)*  +  (^-«)^  +  2(y--/3)(ar— a)cosg> 

ist  nichts  anderes  als  das  Quadrat  der  Entfernang  des  Punktes 
(y,x)  vom  Mittelpunkte  (ß,ä),    folglich 

(.V-/5)*+(^-«)*  +  2(3^-/?)(a:-a)cosg)— r^ 
die  Potenz. 

Subtrabirt  man  die  Potenzen  zweier  Punkte  für  denselben 
Kreis >  so  verschwindet  das  Quadrat  des  Radius  und  die  Differenz 
der  Potenzen  ist  die  Differenz  der  Entfernungsquadrate  der  Punkte 
vom  Mittelpunkte,  an  deren  Stelle  man  die  Differenz  der  Quadrate 
der  Abschnitte  setzen  kann,  in  welche  eine  Senkrechte  vom  Mit- 
telpunkte die  Verbindungslinie  der  Punkte  theilt.  Fällt  der  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  mit  dem  einen  Punkte  zusammen ,  so  ist 
der  eine  Abschnitt  Null,  und  es  kann  daher  die  Potenz  eines  Punk« 
tes  auch  ausgedruckt  werden  durch  die  Summe  des  Quadrats  des 
von  ihm  auf  einen  Durchmesser  gefällten  Perpendikels  und  der 
Potenz  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels. 

2.  Es  ist  bekannt  oder  leicht  mittelst  der  letzten  Bemerkung 
zu  erweisen,  dass  alle  Punkte,  deren  Potenzen  in  Bezug  auf  zwei 
Kreise  einander  gleich  sind,  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die 
auf  der  Centrale  senkrecht  steht  und  dieselbe  so  theilt,  dass  die 
Quadrate  der  Abschnitte  dieselbe  Differenz  haben,  wie  die  Quadrate 
der  Radien.  Diese  Gerade  beisst  die  Potenzlinie  der  beiden  Kreise  und 
enthalt  ihre  reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkte.  Die  Ge- 
sammtheit  der  Kreise,  welche  dieselben  Durchscbnittspunkte  oder  die- 
selbe Potenzlinie  haben,  soll  im  Folgenden  ein  Kreissystem  heissen. 

Zur  Construction  der  Potenzlinie  zweier  Kreise  dient,  wenn 
sich  dieselben  nicht  schneiden,  der  Satz,  dass  die  drei  Po- 
tenzlinien dreier  Kreise  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkt haben,  welcher  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der  Eigen- 
Schaft  der  Potenzlinie  ist:  durch  einen  dritten  Kreis,  der  beide 
Kreise  schneidet,  findet  man  jedenfalls  einen  Punkt  der  Potenz« 
linie  der  beiden  ersten,  nämlich  den  Durchschnittspunkt  sei« 
ner  Potenzlinien  mit  denselben.  Für  zwei  Punkte  ist  die  Potenz- 
linie das  auf  ihrer  Verbindungslinie  in  der  Mitte  errichtete  Pe^ 
pendikel.  Für  einen  Punkt  und  einen  Kreis  ist  sie  die  Halbirungs« 
Unie  der  vom  Punkte  an  den  Kreis  gehenden  Tangenten  und  liegt 
in  der  Mitte  zwischen  dem  Punkte  und  der  Polaren  desselben.  Liegt 
der  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  so  ist  sie  leicht  mittelst  eines 
zu  Hülfe  gezogenen  Punktes  oder  Kreises  zu  construiren.  Somit 
ist  ein  Kreissystem  durch  zwei  Kreise ,  oder  einen  Kreis  und  eioe 
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^^t,  oder  darch  einen  Kreis  und  einen  Pnnkt,  oder  durch  eine 
Gerade  und  einen  Punkt  oder  durch  zwei  Punkte  bestimmt.  Durch 
irgend  einen  Punkt  der  Ebene  ist  für  ein  gegebenes  System  ein, 
uod  zwar  nur  ein  einziger,  Kreis  gegeben ,  der  durch  ihn  hindurch- 
geht. Sind  die  gemeinschaftlichen  Punkte  des  Systems  reell,  so 
ist  dies  an  sich  klar/  Sind  sie  imaginär  und  man  bat  nach  dem 
Obigen  die  Potenzlinie  construirt,  so  gelangt  man  mittelst  der 
Agenden  Eigenschaft  der  Potenzlinie  zur  Construction  dieses 
Ireises.  Beschreibt  man  um  einen  Punkt  der  Potenzlinie  mit  der 
n  einen  der  Kreise  des  Systems  gelegten  Tangente  einen  Kreis, 
tt schneidet  er  alle  Kreise  des  Systems  rechtwinklig ;  denn  an 
alle  Kreitfe  des  Systems  gehen  von  einem  Punkte  der  Potenzlinie 
^che  Tangenten.  Diese,  das  System  rechtwinklig  schneidenden 
Ereise  bilden  ihrerseits  ein  zweites  System,  das  die  Centrale  des 
ersten  zur  Potenzlinie  hat.  Denn  sind  p  und  q  ein  Paar  Punkte 
der  Potenzlinie,  iHi,  Mt^  ein  Paar  Mittelpunkte,  zu  denen  die 
Eadien  r^,  Vi^  gehören,  und  ist  O  der  Durchschnittspunkt  der  Po- 
teio- und  Centrallinie  oder  der  Mittelpunkt  des  Systems,  so  sind 
fa  Quadrate  der  Radien  fi ,  fa  ^^^  ^^  V  ^"^  4  beschriebenen, 
b  System  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  ausgedrückt  durch 


^QD  ist 


i^ich 


^  die  Bedingung  für  die  Potenzlinie  ist  för  die  um  p  und  q  be- 
•Webenen  Kreise,  wie 

^^ieum  Ml  und  M^  beschriebenen,  und  beweist,  dass  die  Po- 
J|i>ziiDle  der  Kreise  um  p  und  q  die  Linie  pd  in  O  trifft,  also  die 

'<fitrale  ist 

Wenn  ilf|0>r|,   also  auch  M^O^r^^   so  sind  die  Durch- 


i 
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schnittspunkte  der  Kreise  Mi  und  M^  imaginär;  dann  aber  ist 
l^i>l>Ö  und  ra>qO,    da 

folglich  sind  dann  die  Durcbschnittspunkte  der  Kreise  am  jf  und  q  reell. 

Im  Folgenden  sollen  die  gemeinschaftlichen  Punkte  des  Systems 
immer  mit  P  und  Q  und  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  das 
System  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  mit  P* ,  Q'  bezeichnet 
werden.    Man  hat 

und  diese  Grosse  soll  ein  für  alle  Mal  p^  heissen.  Für  die  Punkte 
P*  und  Q'  hat  man 

I 

woraus  man  zugleich  sieht,  dass  P'  und  Q'  Kreise  des  System^ 
sind,    deren  Mittelpunkte,    /^  und  Q'  selbst»   von  O  die^Entfe^ 

nung  pV^—1  haben  und  deren  Radien  gleich  Null  sind.  Ebenso 
sind  P  und  Q  die  Punkte  desjenigen  Systems,  dessen  Mittel« 
punkte  auf  der  Potenzlinie  liegen. 

Wenn  nun  der  dem  Punkte  A  zugehörige  Kreis  des  Systems 
für  den  Fall  construirt  werden  soll,  dass  P  und  Q  imaginär  sind, 
so  sind  P'  und  Q'  reell,  und  der  durch  A  und  P*  und  Q'  gelegte 
Kreis  schneidet  den  gesuchten  rechtwinklig,  so  dass  seine  Tan* 
gente  in  A  den  gesuchten  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  bestimmt 

V 

3.  Die  Centrale  ist  im  Folgenden  die  Achse  der  x,  die  Po 
tenzlinie  die  Achse  der3^ ;  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  Ät,  iX/j,  J/s,»« 
sind  m,  mi,m29  .—  y  die  zugehörigen  Radien  r,  r^,  r2 »....,  und  die  Mit 
telpunktsentfernungen  MMi , ....  sind  bezeichnet  mit  ^i,....*  so  da» 

Man  hat  dann  ausser  der  Gleichung 
noch  die  folgenden: 

die  sich  leicht  durch  Einsetzung  des  Werthes  von  qi  beweis« 
lassen;   und  wenn  man  die  erste  der  Gieiehuogen 
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ra«  =  ra  +  9a*— 2mya, 

mit  9|,  die  zweite  mit  q^  multiplicirt,  und  subtrahirt: 

Man  sieht  leicht,  dassdiess  nichts  anderes  ist,  als  der  Stewart- 
icheSatz,  angewendet  auf  die  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  M» 
^\  >  -^25  von  denen  die  Verbindungslinien  r ,  r^ ,  r^  nach  P  oder 
( gehen ,  welcher  Satz  nun  aber  auch  für  den  Fall  nachgewiesen 
ist,  dass  P  und  Q  imaginär  sind. 

§.2. 
Die  gemeinschaftlichen   Punkte    eines    Kreissystems. 

L  Lehrsatz,  Zieht  man  durch  einen  der  gemeinschaftlicheD 
Pookte  eines  Kreissysteras  beliebige  Linien  und  verbindet  die 
hrcbfichnittspunkte  einer  solchen  Linie  mit  den  Kreisen  des  Systems 
lit  dem  andern  gemeinschaftlichen  Punkte,  so  entsteht  eine 
von  Dreiecken 5  welche  denen  der  andern  Linien  ähnlich  sind. 


Denn  die  Winkel  dieser  Dreiecke  sind  die  über  der  gemein- 
Kytlichen  Sehne  PQ  stehenden  Peripheriewinkel  oder  ihre  Ne- 
benwinkel, welche  nur  von  den  Kreisen  und  nicht  von  der  Rich- 
tung der  schneidenden  Linie  abhängen.  Wie  z.  B.  auch  QA  (Taf.  IL 
%  l.)  gezogen  ^sei,  der  Winkel  PhQ  und  damit  auch  PbA^  und 
^er  Winkel  PAh  ist  immer  derselbe«  so  dass  das  Dreieck  PbA 
seine  Gestalt  behält ;,  wie  auch  QA  um  Q  sich  drehen  mag,  wenn 
Bor  h  und  A  immer  mit  denselben  Kreisen  die  Durchschnitts* 
ponkte  sind. 

Es  folgt  hieraus,  dass  alle  durch  einen  der  gemeinschaftlichen 
Ponkte  gehenden  Linien  durch  die  Kreise  des  Systems  in  densel- 
ben Verhältnissen  geschnitten  werden',  und  da  zu  diesen  Linien 
iQch  eine  auf  der  Potenzlinie  senkrechte  gehört,  wie  QFG,  für 
welche  PF  und  PG  Durchmesser  sind,  so  dass  FG :  MiM^ 
^PFxPM^,  oder 

FG==2MiM2, 

^  folgt  femer,  dass  die  Abschnitte  der  Linien  sich  verhalten  wie 
die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  betreffenden  Kreise.  Die 
einander  entsprechenden  oder  durch  dieselben  Kreise  bestimmten 
Punkte  auf  irgend  zweien  der  Linien  stehen  in  der  Beziehung  der 
4dmlichkeit  und  ihre  VerbiDdnogsUniMi  sind  Tangenten  einer  Parabel. 
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2.  Lehrsatz.  Geht  durch  jedeo  der  beiden  gemeinschaft- 
lichen Punkte  eine  Gerade,  ÄPy  AQ,  so  werden  diese  zwei  Ge- 
raden von  den  Kreisen  des  Systems  in  Punkten  geschnitten,  deren 
Verbindungslinien  alle  einander  parallel  sind. 

Denn  die  in  den  Durchschnittspunkten,  h  und  <  z.  B.  mit  dem 
Kreise  Mt^,  entstehenden  Wickel  Pt^  und  Q^t  ergänzen  die  Win- 
kel hQP  und  cPQ  zu  zwei  Rechten  und  sind  daher  lur  alle  Kreise 
dieselben,  so  lange  die  Linien  AP,  AQ  dieselben  bleiben. 

Die  Tangente  pL  an  den  durch  A  bestimmten  Kreis,  in  A, 
gelegt,  macht  mit  den  Linien  dieselben  Winkel 

VAP  =  AQP=zAch, 
LAQ  =  APQ=:Ahc,    . 

und  ist  den  Verbindungslinien  hc  parallel. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Verbindungslinie  des  Durchschnitts- 
punkts  von  Pb  mit  Qc  und  des  Durchschnittspunkts  von  PQ  und 
de,  der  e  heisse,  die  Polare  des  Punktes  A  für  den  Kreis  M2  ist 
und  denselben  in  Punkten  schneidet,  ß,  C,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte der  von  A  an  denselben  gelegten  Tangenten  sind. 
Die  Linien  cA,  tch,  eCB,  tPQ  sind  harmonische  Strahlen  und 
schneiden  auf  jeder  Geraden,  die  einer  von  ihnen  parallel  ist, 
zwei  gleiche  Strecken  aus.  So  ist  auf  der  mit  hc  parallelen  Tan- 
gente pL 

ap  —  Ap, 

und  auf  der  der  Potenzlinie  parallelen  Sehne  A^   des  Kreises  Mi 

AXi  =  Öf. 

Aus  der  ersten  Gleichheit  folgt,  dass  die  Polaren -ßC eines  Punk- 
tes Ay  für  die  verschiedenen  Kreise  des  Systems,  alle  durch  einen 
festen,  nur  von  A  abhängigen  Punkt  a  gehen.  Die  zweite  Gleich- 
heit führt  zu  einem  Ausdrucke  für  die  Potenz  des  Punktes  A. 
Es  ist  nämlich  APQ^  ein  Antiparallelogramm  und 


Ebenso  ist 


also 


W.  ^«e  =  18(K>— JPQ. 


W.  c6Q  =  l«0O-J/>Q, 


w.  öae+w.  ö0e=i8O<>, 

und  6Qj}&  ein  Kreisviereek,  so  dass 

Ab.AQ^Ät.Ai. 
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Das  Prodoct  Ai.AQ  ist  aber  die  Potenz  des  Punktes  A  9k 
Kreis  /ff^,  so  dass  oacb  der  eingeOHirtea  Bezeichnung: 

=AIAA^ 
=  Ai.y 

leon  die  Senkrechte  AAi  mit  ^  bezeichnet  wird.  Man  hat  so  den  Satz : 

Lehrsatz.  Die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
ier  Kreise  des  Systems  ist  gleich  dem  Product  der  senkrechten 
EDtferoang  des  Punktes  von  der  Centrale  in  die  auf  dieser  Senk- 
rechten zwischen  dem  Punkte  und  der  Polaren  desselben  befind- 
Wien  Strecke. 

_  •    _ 

3.  Es  sei  von  il  auf  PQ  das  Loth  AA^  gefällt  und  um  M^ 
eil  Kreis  mit  dem  Radius  Vi  des  Kreises  Mi  beschrieben»  auf 
AsD  i  liegt;  er  schneide  AA,^  in  £.  bekanntlich  schneiden  zwei 
{Reiche  Kreise  auf  einer  ihrer  Centrale  Parallelen  ein  Stiick  ab« 
^ ihrer  Mittelpunktseutfernung  gleich  ist,  so  dass 

AE^M^M^ 
=  \FG, 

bi  lege  um  das  Dreieck  Abt  einen  Kreis ,  der  von  AA^  in  D 
geseboitten  werde.     Dann  ist 

W.  ^Z>0  =  W.  Ach, 
VV.  AA  =W.  hQP, 

Bod  da  als  Wechselwinkel 

W.  Z)^0  =  W.  AQG, 


»ist 


Uglich  auch 


W.  ADf>  +  \^.  Z>^ft=:90o, 


VV.  AhD=z^ 

md  AD  ehi  Durchmesser  des  Kreises. 

Fnner  ist,    als  Peripheriewinkel  über  der  Sehne  "bF, 

W.  6/>F=W.  bQF, 
W.  t/>F5=W.  DAb, 

TVeüXXni.  10 
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mm!  da 

W.  «F=W.  I>M=90<^, 

80  ist 

Dr.  PbFooAi>D, 
ADiAh^PF'.Pb. 

Wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

Dr.  PAdcoPGF 

nacb  der  ersten  Nummer  dieses  Paragraphen  ist  ferner 

also>   durch  Verbindung  der  beiden  Proportionen: 

AD  =  GF, 

fTorau»  fetgty  da  AI^^lGF^  dass 

AE=ED=iMjM^ 

und  dass  E  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  Abc  omschriebenen 
Kreises  ist.    Also   hat  man  den  Satz: 

Lehrsatz.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  mit  den  ge- 
meinschaftlichen Punkten  des  Systems  und  legt  durch  den  Punkt 
und  die  Durchschnittspunkte  der  Verbindungslinien  mit  einem  Kreise 
des  Systems  einen  Kreis,  so  ist  sein  Radius  gleich  der  Mittel- 
punktsentfernung des  geschnittenen  Kreises  und  des  durch  den 
Punkt  bestimmten  Kreises;  und  sein  Mittelpunkt  liegt  im  Durch- 
schnitte eines  diesem  gleichen  und  jenem  concentrischen  Kreises 
mit  der  auf  die  Potenzlinie  vom  Punkte  gefällten  Senkrechten.  Der 
Mittelpunkt  bewegt  sich  auf  demselben  Kreise,  wenn  der  Punkt 
A  auf  demselben  Kreise  ^es  Systeti^  sich  bewegt  und  der  ge- 
schnittene Kreis  derselbe  bleibt. 


Die  Potenz  der  Punkte  eines  Kreises  des  Systems  in 
Bezug  auf  andere  Kreise   desselben, 

Lehr$aft.  Bewegt  sich  ein  Punkt  A  (Taf.  II.  Fig.  1.)  au^ 
einem  Kreise «  um  Mi,  ao  ist  seine  Potesz  in  Bezug  auf  einen 
zweiten  Kreis,  um  üls»  gleich  dem  Producte  seiner  senkrechten 
Entfernung  von  der  Potenzlinie,  AA2^=0Ai:=zx,  mit  der  doppel- 
ten Mittelpanktsentferovog^  ißt^M^ssftg,  .der  beiden  Kreise;   aol 
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mrut  lUes  Prodoct  negativ  zu  nehmen,  w^i»  ^e.BieMaDgett 
romPonble  nadb  der  PeteBsIiDie«  AJ%,  und  die  Bichtoog  vom 
Uiitelponkte  des  durch  den  Punkt  gehenden  Kreises,  ilf|,  nach 
iem  des  zweiten  Kreises ,  M^t  entgegengesetzt  sind. 

Das  Viereck  QbDA^,»    das  bei  A^  und  h  rechte  Winkel  bat, 
ist  eiD  Kreisviereck ,   folglich 

Ai.AQ=:AD.AA^, 

^08  der  Satz  sogleich  folgt,  da  Ah.AQ  die  besprochene  Po- 
tazist;  also 

AK.^^  =  AD.AA^ 

ia diesem  Ausdrucke  ist  nichts  mehr  enthalten,  das  von  der  Rea« 
lität  der  Punkte  P  und  Q  abhinge,  und  man  konnte  daher  den- 
An  ohne  Weiteres  auch  fQr  den  Fall  gelten  lassen ,  dass  diese 
hflkte  imaginär  sind.  Es  ist  indes«  nicht  schwer,  den  Beweis 
tbe  alle  Rucksiebt  auf  die  Durcbschnittspunkte  P  und  Q  zu  fub- 
m.  Es  ist  (§.  1.  Nr.  1.) 

AK^^=AAi^+A,K^^ 

=  AMi^''AiMi^+AiM^^^rJ^ 

WNf.2.$.  1.  ist 

nd|  je  nach  der  verschiedenen  Lage  des  Punktes  A  oder  des 
l^tes  Ji,  ist,  der  eingeführten  Bezeichnung  gemäss, 

-^1^1  =  +  (ar— ihj), 

*<>  «1,  %  negativ  zu  nehmen  sind,  wenn  die  Mittelpunkte  Mx>  M% 
■ofdie  negative  Seite  von  O  binübertreten.  Die  Verschiedenheit 
fci  Vorzeichen  ist  gleichgültig,  da  von  AiM^  und  A^Mi^  nur  die 
IMrate  vorkommen.    Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  erhält  maia 

=(fn|  +»i2)(mi— »i2)  +  (iiii— Tiia)(2«— »1^— Wi) 
VeoB  man  sich  der  GrösaeD  ^  und  x  bedient,  jm>  ist  weiter  keine 
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und  da,   oacb  bekanntem  Kreissatie, 

ED.FD=AD^. 

so  erhält  man   dnrcb  Multiplication 

EG.EH.FG.FH=A.AIß^.BC* 

=  16. (Dr.  ABC)*. 

Setzt  man  ßC^a,    Aß=^c,   AC=b,    so  ist 

FH=zm  +  b  +  c, 
FG=a  +  c-ö, 
EG—ö  +  c-a, 
HE==:a+b'-Cy 
also 

Dr.  ^ÄC=lV(o+6+c)(— a+6  +  c)(a-6+c)(a+6-TC>. 


§.  4. 
Die  Tangenten   des  Systems. 

I.  For  jede  gerade  Linie  gibt  es  im  Allgemetnen  swei  Be- 
rfibrungskreise>  deren  Berabrungsponkte  in  gteicber  Entfenmgtai 
der  Potenzttoie  liegen.,  so  dass  also  (2.  §.  ±)  der  eine  der  geprii 
scbaftlicbe  Durchscbnittspnnkt  der  Polaren  des  anderen  ftr  A 
Tersehiedenen  Kreise  des  Systems  ist  Da  nämlich  der  Puiih 
in  welchem  die  Gerade  die  Potenzlinie  schneidet^  fiBr  alle  Krei« 
des  Systems  gleiche  Potenz  haben  muss,  so  li^en  die  BcrA* 
ruugspunkte  auf  dem  um  diesen  Punkt  beschriebenen  Kreise«  der 
die  Kreise  des  Systems  rechtwinklig  schneidet.  Ist  H£d  (Taf.lL 
Flg.  1.)  die  Linie ,  so  sind  3§i  und  Uli  die  Mittelpunkte  der  Be* 
rührungskreise  und  A^  a  die  Berührungspunkte,  so  dass 

pa^=pA^ 

Sind  die  Punkte  P,  Q  imaginär,  so  sind  die  beiden  Berübroogi' 
kreise  immer  reell ;  einer  derselben  verwandelt  sich  in  das  Systoa 
der  unendlich  entfernten  Linie  und  der  Potenzlinie  ^  wenn  die  Ge- 
rade der  letzteren  parallel  ist  und  ihr  Eiuschnittsponkt  p  in  di^ 
selbe  im  Unendlichen  liegt,  so  dass  der  eine  BerühmngspiBU 
ebenfalls  im  Unendlichen  liegt,  während  der  andere  sich  in  dtf 
Centrallinie  befindet,  in  welche  der  rechtwinklig  schneidende Kreif 
übergeht.    Sind  die  Punkte  P,  Q  reell,   so  fallen  die  beiden  Be- 


^ 

^ 


Durehic/mHiapunkie  ha^en. 


Ul 


^. 


=  iBAC+lABC+lBAC+iJCB 


h  baiy 


^^V^^\^:*nkel  des  Bogens  BQC,    der  dem  Peripherie- 


^^^gesetzten  Bogen  über  BC  gleich  ist, 

1^^^  =90«  +  4ß^C, 

K  W^  ^^^^"  ^^^^  ^^  ^^^  Winkel  9(P+'^BAC  oder  BM^C 
kKnU^^^^  ^ii>  auf  BC  senkrecht,  so  ist  die  Potenz  M^K^ 
""^^«8  itfi  für  Kreis  K  einerseits 

^^^^ererseits,  nach  der  Lage  des  Punktes  M^, 

iko,  JltJlfi=d,  AiN=zr,  MiD,  das  offenbar  der  Radius  des  ein- 
gCKkriebenen  Kreises  ist,  :=q  gesetzt. 

Als  z«veites  ßei^iel  der  Brauchbarkeit  des  Satzes  dieses  Pa- 
Oj^ben  führe  ich  die  Inhaltsformel  des  Dreiecks  aus  seinen  drei 
Uten  an,  für  welche  C astill ou  einen  Beweis  in  der  reio  geo- 
■etriscben  Weise  der  Griechen  gegeben  hat  (s*  z.  B.  Jacobi's 
TiBSwinden  Nr.  400.  Anm.  3.)^  der  durch  jenen  Satz  bedeutend 
i^ekorzt  wird,  so  dass  er  nun  auch  den  algebraischen  Beweis 
•  Kürze  übertrifft. 

JBC  (Taf.  II.  Fig.  3.)   sei  das   Dreieck,  und  es  seien  um  C 

•d  ß  mit  CA   und  BA  Kreise  Äi,  K  beschrieben  >   welche  auf 

BC  die  Punkte  H,  G  und  £,  F  bestimmen.     Das  Perpendikel 

W  ist  die  Potenzlinie  dieser  Kreise.    Nach  dem  in  Rede  stehen- 

in  Satze  ist 

FK^^L     2.FD.Ba 
[bist  aber  auch  nach  l.  §.1.: 

FKi^^     FG.FH; 

EG.EH=z2.ED,BC, 
FG.FH=2.FD.BC; 


fl 


fl 
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fernung  der  Berfihrungspunkte/s  tod  d«r  Potenzlinie  wie  der  Radku 
ri  (oder  tj)  des  berQhrten  Kreises  Mx  (oder  Vii)  zur  Entferawis 
des  Beriihrungspunlcts  von  der  Ceotraliioie:! 

da  die  Dreiecke  ApA^  und  AMiAi ,  deren  Seiten  auf  einander  senk- 
recht stellen,  Ap  auf  AMi,  pA^  auf  MiAi,  A^A  auf  AiA,  eioBp- 
der  ähnlich  sind.    Ist  AA^'=:Xi    AAi  =y,    so  ist 

VA  =  ^. 
9 

m 

Lehrsatz,  Zwischen  den  Berührungspunkten  A  und  a  htt 
man  die  Beziehung,  dass  das  Product  ihrer  Entfernungen  von  der 
Centraliinie  AAi.aai  gleich  ist  der  Potenz  eines  der  Fusspnnkte 
Äi9  ^i  dieser  Entfernungen  in  Bezug  auf  irgend  einen,  das  Systea 
rechtwinklig  schneidenden  Kreis;  oder,  wenn  man  einen  der  g^ 
nieinschaftlichen  Punkte  des  Systems,  P,  Q,  zu  diesem  Krein 
wählt,  gleich  dem  Quadrate  der  Entfernung  eines  der  Fusspunkti 
von  einem  dieser  Punkte: 

aai.AAi=aiP^. 

Sind  P,  Q  imaginär,  so  kann  man  die  Punkte  P ,  Q'  desSystens 
henutzen  und  hat 

aüi .  AAi  =  ai  P'  .«iQ'. 

Beweis.  Dass  Ax,  sowie  überhaupt  ein  Punkt  der  Centrale 
in  Bezug  auf  alle  rechtwinklig  schneidenden  Kreise  dieselbe  Poteni 
hat,  folgt  aus  §.  1.  2.  oder  daraus,  dass  für  diese  Kreise  die  Cen- 
trale die  Potenzlinie  ist.  Der  um  den  Mittelpunkt  p  beschriebene 
rechtwinklig  schneidende  Kreis  hat  pA  zum  Radius,  aA  zum  Durch- 
messer und  schneidet  aai  in  a  so,  dass  W.  aaA  ein  rechter,  Aa  ||  Aiü^ 

also 

«1«=  AiA, 

woraus  nun  die  obige  Behauptung  unmittelbar  folgt,  da  die  Potenz 
des  Punktes  Ai  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  aia.a^a  ist. 

Ist  aa^=Xi,  aai=^yi9  so  hat  man 

^j  —  —^  3/  f 

und  zur  Bestimmung  von  yi : 
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Die  Strecke  Op,  wek^e  üe  TAngorite  von  der  PQtensl'wft 
alMcboeidety  ist  zwischen  y  und  yi  das  aritbfaetische  Mittel»,  da 
OdiznOAi,  also 

« 
und  da 

Z,^  Lehrsatz.  Werden  die  Seiten  eines  Dreieck» >  das  einem 
Kreise  des  Systems  eingeschrieben  ist,  von  Kreisen  des  Systems 
berührt,  so  liegen  von  den  sechs  Berührungspunkten  viermal  drei 
in  gerader  Linie,  während  jedesmal  die  drei  übrigen  mit  den  Ecken 

Dreiecks  auf  Strahlen  eines  Punktes  liegen. 

Ist  ABC  das  Dreieck,  das  man  sich  leicht  ohne  Figur  vor- 
kann; sind  AA^,  BBt^^  CC^  die  Entfernungen  der  Ecken 
rooder  Potenzlinie,  D  der  Berührungspunkt  eines  Kreises  mit  AB» 
Imi  BC,  F  mit  CA;  gi,  q^»  gz  ^'^  Entfernungen  der  Mittel- 
pookte  dieser  drei  Kreise  vom  Mittelpunkte  des  ABC  umschrie- 
i,  so  ist  nach  $.3.: 


AD^z=:2q^.AA^, 

BIP=^%qx.BB^, 

B&=z1q^,BB^, 

CE^=^^.CC2, 

CF^=2g^.CC2l 
AF^=2q^.AA^; 

woraus  folgt: 

AD^.BE^.CF^  =  AF^.  GE^.BD^, 

welches  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  entweder  />,  E,  F  m  ge- 
iJer  ÜDie  liegem,  oder  dass  CD^  AE,  BF  sich  in  demselben 
hnkie  treffen.  Zngli^ch  folgt  aus  der  harmoniseli«n  Lage  der 
beiden  für  eine  Seite  möglichen  Berührungspunkte  gegen  die  End- 
pmikte  der  Seite,  dass  wenn  für  drei  BerfihruB^punkte  D,  £,  F 
<br  eine  der  beide»  Ifälle  stattfindet,  und  man  vertauscht  den  Punkt 
^  a.  B.  mit  dein  anderen' Btsrüfarungspunkte  D*  der  Seite  AB,  :dana 
^  ty,E,F  der  zweite  Fall  eintreten  moss.  .  Erschöpft  ma»  dar6h 
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Fortsetzung  der  Vertauscfamig  aRe  m^fglicfaeii  FSMe,   so  gelangt 
man  sm  dem  anfgestellten  Satze. 

§.  5. 
Beziehung  der  Kreise  des  Systems  aufeinander. 

L  ehr  $  atz.  Die  Punkte  eines  dem  System  angeb5rigen  Krei- 
ses haben  die  gemeinsame  Eigenschaft,  dass  ihre  Potenzen  iu 
Bezug  auf  ein  Paar  feste  Kreise  des  Systems  ein  bestimmtes  Ver- 
hältniss  haben,  das  dem  Verhältniss  der  Mittelpunktsentferaungeo 
gleich  ist;  und  alle  Punkte,  deren  Potenzen  für  zwei  Kreise  ein 
bestimmtes  Verhältniss  haben,  liegen  a||f  demselben  Kreise  des 
durch  jene  bestimmten  Systems. 

Es  ergibt  sich  der  directe  Satz  anmitteffoar  aus  §.  3.  Sind 
Ky  Ki,K2  die  Kreise,  M,Mi,M>^  ihre  Mittelpunkte,  A  ein  Punkt 
des  Kreises  K,  x  seine  Entfernung  von  der  Potepsilinie,  so  ist, 
MMx  =  q\  f  MM^ = q^  gesetzt : 

AK^*=z2qiX, 

AKT,^'.AK^=qx.q2y 

ein  Verhältniss,  das  von  dem  Punkte  A  unabhängig  und  aUein  durch 
die  gegenseitige  Lage  der  Mittelpunkte  bestimmt  ist,  und  zwar 
nicht  nur  der  Grösse,  sondern  auch  dem  Zeichen  nach.  Es  ist 
positiv,  wenn  die  Richtangen  MMi,  MM^  dieselben,  negativ, 
wenn  sie  entgegengesetzt  sind.  Aus  dieser  vollkommenen  Be- 
stimmtheit des  Verhältnisses  ergibt  sich  sogleich  die  Umkehrung 
des  Satzes;  dass  nämlich  alle  Punkte,  deren  Potenzenverhältniss 
in  Bezug  auf  zwei  boMtimmte  Kreise  dasselbe  ist,  auf  demselben 
Kreise  des  Systems  liegen  mössen;  denn  es  ist  nur  ein  einziger 
Kreis  des  Systemes  möglich,  für  den  dies  Verhältniss  stattfindet« 

Für  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Potenzenverhältnisse 
bilden  die  Mittelpunkte  vier  harmonische  Punkte. 


Dass  die  PoienzMme  als  einer  der  Kreise ,  «ler  «elftem  Mittel* 
]nnikt  im  Uneodridien  hat,  zu  betracbten  ist«  zeigt  sieb  hier  seht 
klar:  das  Potenzenverhältaiss  ihrer  Punkte  m  Besag  anf  irgeiMl 
ein  Patfr  Kreise  ist  =1;  nnd  zwar  ist  die  uoendiiciM  fiitferoung 
des  Hittelpunktes  der  einzige  Fatt,  fiir  weiche»  das  Potensenve^ 
biltniss  =r«f  1  werden  kaun^  -*»!  wird  es,  iremi  des  Mittelpnnkl 
M  die  Strecke  MiM^  balbirt 
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Fällt  der  Hittelpunkt  M  nrft  eto«in  der  beiden  Aebnlichkeits- 
pookte  der  Kreise  M^  und  M^  zusammen ,  so  ist  das  Potenzen- 
Terbäftoiss  dem  Verhältniss  der  Radien  Viir^^  gteicli,  und  zwar 
^(rj.Tj)  für  den  äusseren,  —(TiXt^^  für  den  inneren  Aehnlicb- 
leitopookt 

Geht  aber  der  Kreis  um  M  durch  einen  der  Aebniicbkeits- 
ponkte,  so  ist  das  PotenzenverhMitniss  gleich  dem  Verhältnisse 
der  Quadrate  der  Radien ,  da  die  vom  Aehnlichkeitspunkte  aus- 
gehenden Tangenten  sich  wie  die  Radien  verhalten.  Da  dies  so 
got  fOr  den  einen,  wie  für  den  andern  Aehnlichkeitspnnkt  der  Fall 
ist,  so  folgt,  dass  beide  auf  demselben  Kreise  des  Systemes  lie- 
gen, der  also  seinen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  zwischen  ihnen  hat 
Siod  ABl  und  AB^  Tangenten  von  A  an  Ki  und  K^^  litid  Ist, 
was  man  sich  leicht  ohne  Figur  vorstellen  kann , 

ABiiAB^^T^ir^ 

somuss,  da  W.  ABiMi=:Aß^2  rechte  sind, 

Dr.  ABl  Ml  oo  Dr.  ^Äj*«, 

nd  die  halben,  also  auch  die  ganzen  Winkel,  welche  die  an  jeden 
der  Kreise  gehenden  Tangenten  bilden,  sind  gleich, 

W.  MiABi  =  Jfa^JSi, 

d.  b.  die  von  den  Punkten  des  Kreises ,  der  die  Strecke  zwischen 
den  AehDÜchkeitspunkten  zum  Durchmesser  hat,  an  den  Kreis  Ki 
geheuden  Tangenten  bilden  mit  einander  denselben  Winkel  }^\e 
die  an  den  Kreis  K2  gebendes,  oder  der  erste  Kreis  ist  der  Ort 
der  Punkte,  von  welchen  aus  die  beiden  andern  Kreise  unter 
gleichen  Winkeln  gesehen  werden. 

Zwei  Gerade,  welche  denselben  Beruhrungskreis  haben. 

1.  Lehrsatz,  Schneidet  eine  Grerade  eines  der  drei  zuge- 
ordneten Seitenpaare  eines  Kreisvierecks  unter  gleichen  Winkeln, 
80  schneidet  sie  auch  die  beiden  anderen  Paare  unter  gleichen 
Vinkeln,  und  es  haben  die  drei  Strecken,  welche  zwischen  einer 
^e  und  der  Schneidenden  liegen^«  l&r  alle  vier  Ecken  dasselbe 
Verhältniss. 

^  Es  werde  (Taf.  II.  Fig.  4.>  das  Seitenpaar  AB,  CD,  welche 
^Hen  sich  in  E  kreuzen,  in  a  und  c  geschnitten,  so  dass     •      ' 
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.>■■■•. 

Die  Winkel  Gef  und  Crfc,  unter  welchen  die  zugeordneten  Seiten 
BD  und  CA  geschnitten  werden^  bestimmen  sich  mittelst  der 
gleichen  Peripheriewinkel  BAC  und  BDC^  so  dass 

W.  Gff=W.  ^ac-W.  BAC, 
W,  Gfe=W.  ae~W.  ÄZ>C, 

sind  also  einander  gleich.    In  ähnlicher  Weise  ist 

W.  FÖ0=W.  Äaö— W.  BAD, 
W.  F0öz=W.  Cca— W.  DCF, 

also  auch  \y.  jP^lft  =  W.  Ft^,  womit  erwiesen  ist,  dass  auch  die 
anderen  Seitenpaare  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden. 
Die  Gleichheit  der  Verhältnisse  der  abgeschnittenen  Stücke  folgt 
aus  der  Beschaffenheit  der  Dreiecke,  deren  Seiten  sie  sind,  welche 
Dreiecke  entweder  in  zwei  Winkeln  übereinstimmen  oder  in  einem, 
dann  aber  ein  Paar  andere  Winkel  haben»  die  sich  zu  zwei  rech- 
ten ergänzen.  In  beiden  Fällen  haben  die  den  betreffenden  Win- 
keln gegenüberliegenden  Seiten  gleiches  Verhältniss.  In  den  Drei- 
ecken Aat,  Bai,  Cct^  Z>cf  ist 

W.  ^ae  =  180o— J5af 

=  1800— Cce 

W.  Ata=^ßfa 
==Cec 

=  />fc, 

folglich 

Aa:Ae=zBa:Bf 
=  Cc:Ce 
=  2>c:Z>f. 

In  den  Dreiecken  Aa^,  Bah,   Ccb,  Dtb  ist 

W.  Aa^=lSO^^Bah 

=  1800-Z>cö, 

W.  Aba—Bba 
=  Cbc 

=^D^c, 

folglich 
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=  Cc:« 
=  DtiDi 
nnd,   znaammeDgezogen : 

Aa:At:Ai)  =  Btt:Bf:m 
=  CciCe:Cb 
=  Di:Df.Di. 

Da  die  Linien,  welche  ein  Kreisvierecli  in  der  verlangten  Art 
ücbneiden,  den  Halbiningslinien  der  Winkel  bei  £,  G,  F  parallel 
sein  mässen,  so  folgt,  dass  es  liSr  jedes  Viereck  znei  Richtangen 
gibt,  welclie  die  Schneidende  haben  kann,  während  zugleich  sich 
ergibt,  dass  die  Halbirungslinlen  der  durch  die  Paare  zugeordne- 
ter Seiten  eines  Kreisvierecks  gebildeten  Winkel  einander  paral- 
lel sind. 

Wenn  zwei  benachbarte  Pnnkte,  z.  B.  Cand  J),  des  Viereck« 
ineioen  z osammen falle n ,  so  fallen  auch  ^i>und^C,  BDmd  BC 
ansanimen  und  VD  gebt  in  eine  Tangente  des  Kreises  Ober.  Die 
Winkel  bezieh  DD  gen  des  Vierecks  aber  erhalten  sich  und  der  Satz 
behSIt  seine  GSItigkeit:  es  gibt  noch  zivei  Richtungen ,  in  welchen 
zwei  Seiten  des  Dreiecks  sowohl,  als  die  dritte  Seite  und  die  Tan- 
gente in  dem  gegenüberliegenden  Punkte  unter  gleichen  Winkela 
und  so  geschnitten  werden,  <las:>  von  den  Dreiecksecken  propor- 
fionirte  Stücke  ausgehen.  Denkt  man  sich  CD  als  Tangente  in 
C,  so  Tallt  Ai  mit  At,  Bf  mit  Bb  zusammen  -  und  Ce  und  Cb 
sind  einander  gleich. 

2.     Die  Anwendung  nd  c  iat 

ein  Kreis   bestimmt,   der  berührt. 

Ebenso  sind  t  und  f  die  tdr  die 

Linien  AC  und  BD.  b  »  Krei- 

■es  für  die  Linien  AD  u  «*,  At*. 

Ai^  die  Potenzen    des  I  olenzen 

des  Punktes  B  und  so  ser  Po- 

tenzen einander  gleich  sind,  so  folgt  aus  §.5.,  dass  alle  vier 
I*iiDkte  A,  B,  C,  D  einem  Kreise  angehören  müssen,  der  durch 
die  Durch  sc  bnittspunkte  des  ersten  imd  zweiten  sowohl, -wie  des 
»Veiten  und  dritten,  und  des  ersten  und  dritten  jener  drei  Kreise 
K<ht;  und  da  ein  Kreis  mit  einem  anderen  nur  zwei  Pupkie  gemein 
haben  kann,  so  folgt,  dass  die  Durch ecbnittsp unkte  des  durch 
^>  B,.C,  i>  gehenden  Kreises  mit  dem  eimm  jener  drei  Kreise 
nah  die  mit  den  anderen  soin  müssen,  oder  dass  alle  vier  Kreis» 
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demselben  Systeme  aogehuren.    Aus  diesen  Betrachtaogeo  erge- 
ben sich  anmittelbar  die  folgenden  Sätze: 

1)  Wenn  ein  Paar  zugeordnete  Seiten  eines  Kreisvierecks  tod 
einer  Geraden  unter  gleichen  Winkein  geschnitten  werdeo,  sosiiid 
die  DuTchschnittspunkte  der  Seitenpaare  die  BerflhruDgSfrankte  der 
Seiten  mit  Kreisen,  welche  mit  dem  gegebenen  Kreise  so  den- 
selben Systeme  geboren. 

Wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  von  einer  Geraden  imter 
gleichen  Winkeln  geschnitten  werden,  so  wird  auch  die  dritte 
Seite  oder  die  Grundlinie  mit  der  in  der  Spitze  an  den  umschrie- 
benen Kreis  gelegten  Tangente  unter  gleichen  Winkeln  geachni^ 
ten,  and  die  Durcht<chnittspunkte  sind  die  Beruhrangspuokte  aiit 
Kreisen,  welche  mit  dem  umschriebenen  Kreise  sa  demeeUNB 
Systeme  gehören. 

%  Legt  man  in  den  Durchschnittspuakten  zweier  Kreise  nif 
einer  Geraden  Tangenten  an  dieselben,  so  liegen  die  vier  Doidh 
Schnittspunkte  je  zweier,  die  nicht  demselben  Kreise  angehfiren, 
avf  einem  Kreise  des  durch  die  gegebenen  Kreise  bestimmten 
Systems.  Das  dritte  Seitenpaar  des  entstandenen  Vierecks  -wirii 
ebenfalls  von  einem  Kreise  des  Systems  berührt  und  die  Berfih- 
rongspunkte  liegen  auf  der  schoeidenden  Greraden. 

Geht  eine  der  Tangenten  des  einen  Kreises  durch  den  Treff- 
punkt der  Tangenten  des  andern,  so  geht  das  Viereck  in  ein  Drei- 
eck über  und  die  in  Rede  stehende  Taugente  berührt  zagleich 
den  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreis  in  der  Dreiecksecke,  durch 
welche  sie  s:eht. 

3)  Hat  man  drei  Kreise  Af,  K^,  K^,  eines  Systems  und  legt 
von  einem  Punkte  des  Kreises  K  an  Ki  und  K^  eine  Tangente, 
so  muss  es  auf  dem  Kreise  K  noch  einen  Punkt  geben,  von  wel- 
chem an  K^  eine  Tangente  gebt,  die  die  an  K^  gelegte,  und  eioe 
an  Kl ,  die  die  an  K^  gelegte  auf  dem  Kreise  K  schneidet.  Die 
Berührungspunkte  findet  man  mittelst  der  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte der  erstgelegten  Tangenten. 

4)  Haben  zwei  Sehnen  eines  Kreises  K  eines  Systems  einen 
gemeinschaftlichen  Beruhrungskreis  und  man  vollendet  das  Vier- 
eck, von  dem  sie  gegenüberstehende  Seiten  sind,  so  haben  auch 
die  anderen  Seitenpaare  gemeinschaftliche  Berubrungskreise,  deren 
Berubrungspunkte  auf  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
der  gegebenen  Sehnen  li^en.  Haben  die  Sehnen  einen  gemein- 
scbafilicben  Endpunkt,  so  tritt  die  Tangente  in  diesem  an  die 
SteUe  der  einen  Vierecksseite  nnd  hat  mit  der  Verbindangslinie 
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Jerandttn  Endpunkte  4er  Sehnen  einen  gcpaelnschaftlicfaeo  Be« 

rdinuigskreis. 

Anmerkung.  Die  analytische  Geometrie  beweist  den  in  die- 
sem Paragraphen  für  Kreise  abgeleiteten  Satz  auf  sehr  elegante 
Weise  für  Kegelschnitte  überhaupt.  Es  seien  unter  P,  Q,  R,  S,  T 
^radeLinieu,  unter  den  Symbolen /7=0,  9=0,  r=0^  «=0,  f=0 
Üire  Gleichungen  in  Bezug  auf  irgend  ein  System  von  Parallel- 
eoordiDaten  verstanden,  und  es  mögen  cc,  ß  irgend  welche  Con- 
itaofe  bedeuten.    Dann  sind 

rs.ß=zfi 

k  Gleichnngen  Ton  Kegelschnitten ,  deren  erster  die  Linien  P,  ^ 
in  ihren  Durchschnittspunkten  mit  der  Geraden  T,  deren  zweiter 
k  Linien  R,  S  in  ihren  Dnrchschnittspunkten  mit  derselben  Ge- 
nien T  berdhrt.  Durch  Subtraction  der  beiden  C^leichungen  er* 
^man  die  Crleichung  eines  neuen  Kegelschnitts ,  der  durch  die 
iWchschnitts punkte  der  beiden  ersten  geht.    Diese  Gleichung  Ist 

^e  durch  /?=0  und  r=0;  />=0  und  5  =  0;  ^=0  und  r=aO; 
pOundi=iO  erfüllt  ist,  also  einen  Kegelschnitt  bedeutet,  auf 
^  sich  die  nicht  demselben  der  ersten  beiden  Kegelschnitte 
angehurigen  Tangenten  P  und  fi,  P  und  S,  Q  und  R,  Q  und  S 


§.  7. 
Die  Berfihrungskreise  eines  gegebenen  Kreisvierecks. 

1.  Lehrsatz.  Wenn  ein  Kreisviereck  ABCD  (Taf.II.  Fig.  4.) 
n  ist  und  eine  Gerade  aefcMb^  welche  die  zugeordneten  Sel- 
anter  gleichen  Winkeln  schneidet,  bewegt  sich  parallel  mit 
selbst,   so  bewegt  sich  die  Potenzlinie  der  Kreise,    welche 

k  Seitenpaare  des  Vierecks  in  den  Durchschnittspunkten  mit  der 

feraden  berühren,   als  Tangente  einer  Parabel. 

Die  Tangenten  einer  Parabel  haben  die  Eigenschaft,  dass 
Irgend  zwei  derselben  von  den  übrigen  proportlonirt  geschnitten 
^Q.  Zu  den  Berfihningskreisen  der  Linien  AE  ynd  DE  ge- 
Krt  anch  der  Punkt  £.  Die  Potenzfinie  desselben  in  Bezug  ai^f 
leo  dorn  Viereck  umschriefien^n  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  üf» 
h  man  sich  leicht  ohne  Zeichnung  vorstellen  kann«   i^  der  Po- 
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dera^^elheii  v^y^i^..^^  :  «*fvtie«  paraM»  in  <^  haften  EntferDung  vim  £» 
ben  sicli  u  i...    ..*    .    . Mruiig6Üme  der  Seiten  GE,  EF  des  Dreiecks 


»  / 


1)  Wenn  «»^  -^ 
einer  C^erad^n  "*^** 
die  Durchschnitt  '"" 
Seiten  mit  Kroi«*^" 
selben  System f*  .''^>'^^ 

Wenn    '/\> 
gleichen    AV"'  ' 
Seite  odor    " 
benen  Kreis 
ten,  und  die  ^ 
Kreisen,    w(*l' 
Systeme  gehö'C 

2)  Legt   man  ii- 
einer  Geraden   jan*^   ■  *• 
Schnittspunkte  je  x^s^w 
auf   einem    Kroi^» 
Systems.     Das   - 
ebenfalls  von   ei.iem  ivi 
rungspunkte  liefen  ^j' 

Geht  eine  <l«*r 
punkt  der  Tang(M,. 
eck  über   und   die 
den  dem  Dreieck  ■  • 
welche  sie  geht. 

3)  Hat  man   drei  »v 
von  einem  Punkte   <los 
so  muss  es  auf  dem  !\r 
ehern  an  Kq,  eine  Tai  . 
an  Kl ,   die   die  an   /» 
Berührungspunkte  fin«! 
ruhrungspunkte  der  ei 

4)  Haben  zwei  Seh  .' 
gemeinschaftlichen   Ben' 
eck,  von  dem  sie  gegei. 
die  anderen  Seitenpaarc  ' 
Beröbrungspuokte  auf  de 
der  gegebenen  Sehnen  Ii« 
schaftlicben  Endpunkt,   si 
Steile  der  einen  Vierecke 


p  I>e2ei4:iuiet  werden.    Es  sei  ferner  Mt' 

littelpuukte  .¥  auf  die  Halbirungslinie  des 

iie  Berübriuig^punkte  des  Kreises,  der  i' 

)te  In  der  Figur  nicht  gezeichnete  Potenz- 

ieni  Kreide  um  M  sei  durch  p'  be^eich* 

^eicbe  die  Kreise  um  b,  fj^,....,   dereo 

..  ^  und  C|»....  seien,    mit. dem  Kreise 

.1   den   Punkten  ^,  Pi^.,..  und  p'  in 

<ciiiieidetu    Da  nun  die  Potenzlinien 

.^-ji«.bi»chuittspunkt  haben,    so   muss  die 

--.iit  dem  Kreise  um  e  durch  p,  mit  dem 

^«keu.    Diese  Potenzlinien  sind  ein- 

~     «.rvcbt  auf  der  Centrallinie  JEJ£Ci...., 

ää  Kreise   gebenden  Tangenten  Ea 

.  >a  fort.     Das  zwischen   den  beiden 

■^.uv'k  der  Linie  Ea  ist  gleich 

■^    -\Eaz=zlaia. 

^vallvlen  irgend  zwei  Gerade  proper- 
xa  verhält  sich: 


•»f^=riaia:Jaaa 

»  V»--*-  ^^^  Linie  p'  müssen  die  Po- 
.    der  an  die  Stelle  des  Punktes  E 

,  fi, gehen.     Diese  Potenzlinieo 

.'\Ä    und  halbiren   die  Strecken  a'«» 

^  »i'ii  den  beiden  ersten  enthaltene  Stück 


o'  und  die  Potenzlinien  der  ilbri- 
•>  AB,  CD,  mit  dem  Kreise  um 
riner  Parabel  aufgestellte  Bedro- 


dieseiöen  Durchschnitispunkte  haben.  153 

Zq  diesen  Tangenten  gehören,  so  got  wie  die  Halbirangslinie 
k  Dreiecksseiten  GE,  EF,  auch  die  Haibirungslinien  der  Seiten 
fC,  FE  und  GE,  GF.  Wenn  also  die  drei  Punkte  E,  F,  G 
gegeben  siod,  so  stehen  für  die  Parabel  drei,  oder  wenn  man  die 
oDeodiich  entfernte  Gerade,  welche  für  jede  Parabel  Tangente  ist, 
mit  hinzu  zählt,  vier  Tangenten  fest.  Die  drei  Punkte  E^  F,  G 
liestimmen  den  Kreis,  in  welchem  das  Viereck  liegt  Denn  da 
^de  Seite  des  Dreiecks  EFG  Polare  der  gegenüberliegenden 
uke  ist  und  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  dem  Mittelpunkte 
jfder  Polare  i^enkrecbt  steht,  so  ist  M  der  gemeinschaftliche 
Mschnitt  der  Hohen perpendikel  des  Dreiecks.  Da  die  Polaren 
.ie  Berubrungssehnen  der  Pole  sind ,  so  findet  man  die  Durch- 
^nittspunkte  der  Seiten  CfU,  FG,  FE  mit  dem  Kreise  M  durch 
fee,  welche  MF,  ME,  MG  zu  Durchmessern  haben.  Ist  der 
bis  construirt,  so  kann  man  eine  Seite  des 'Vierecks  beliebig 
M  den  zugehörigen  Punkt  legen,  z.  B.  AB  durch  £,  und  das 
Viereck  vollendet  sich  in  der  erforderlichen  Weise,  da  E,  F,  G 
zugeordnete  Pole  in  Bezug  auf  den  construirten  Kreis  sind.  Es 
iitalso  ausser  den  Punkten  E,  F,  G  noch  eine  Bedingung  oder 
temung  zur  Vollendung  der  Figur  noth wendig.  Wählt  man 
'in  die  Richtung  einer  der  Haibirungslinien  der  bei  JE?,  F  oder 
^entstehenden  Winkel  AED  u.  s.  f.,  so  müssen  EA  und  ED  so 
:ßogeD  werden,  dass  sie  zugleich  mit  EG,  EF  und  mit  Es  und 
"'^tkE  auf  ihr  senkrecht  stehenden  .Geraden  harmonisch  sind; 
m  Construetion,  deren  Ausführung  keine  Schwierigkeit  hat. 

Eine  Potenzlinie  oder  eine  Tangente  der  in  Rede  stehenden 
Parabel ^  wird   nur  dann  senkrecht  auf  Es  oder  parallel  mit  Mb*, 
'm  der  sie   erzeugende  Kreis  seinen  Mittelpunkt  s  im  ünendli- 
'en  hat,   da  nur  für  diesen  Fall  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
ßkte  Me  als  parallel  mit  Es  zu  betrachten  ist.    Dann  aber  liegt 
'  Potenzlinie  oder  Tangente  der  Parabel    selbst  in  unendlicher 
tfemung,  was  nur  für  die  der  Axe  parallelen  Tangenten  der  Fall 
\  ußd  es  folgt,  dass  Ms'  der  Axe  der  Parabel  parallel  ist.   Auf 
>er  Axe  müssen  sich  solche  Tangenten  schneiden,   welche  mit 
selben  oder  mit  der  ihr  parallelen  Ms'   gleiche  Winkel  bilden. 
i  solche  Tangenten   oder  Potenzlinien,    die  mit  Ms'  gleiche 
Ul  bilden,  sind,  da  sie  auf  den  Verbindungslinien  der  Mittel- 
ste ihrer   erzeugenden  Kreise  mit  M  senkrecht  stehen^   nur 
<h,   wenn    diese  Verbindungslinien  selbst  mit  Ms'    gleiche 
^el  bilden   oder  wenn  die  auf  Es'  liegenden  Mittelpunkte  in 
'fr  Entfernung  von  s'  sich  befinden.     Der  Durchschnitt  der 
•  zwei  solche  Kreise  mit  dem  Kreise  um  M  erzeugten  Po- 
<en  ist  ein  Punkt  der  Axe.    Durch  denselben  geht  auch  die 
tnie  der  beiden  Kreise  selbst;    diese  halbirt  die  Strecken 
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swiachen  den  Berührungepunkten  der  Kreise  mit  AE  und  DE  n 
ist  daher  keine  andere  al^  die  Linie  aV,  die  Verbindoogslinie  ^ 
Berührungspunkte  a%  c!  des  Kreises  um  s' ,  wie  auch  die  beid 
Kreise  liegen  mögen ;  and  da  nun  ausserdem  a'c'  die  Richtung  i 
Axe  der  Parabel  hat«  so  ist  sie  diese  Axe  selbst. 

2.  Ich  will  jetzt  die  metrischen  Relationen  der  Taf.  II.  Fig. 
aus  den  zu  Grunde  gelegten  Stücken  des  Dreiecks  EFG  entwicke 
theils  um  der  Sache  selbst  willen,  theils  weil  sich  daraus  ein  £ 
weis  des  im  Eingange  erwähnten  Satzes  ergeben  wird.  Zur  fi 
Zeichnung  der  Winkel  heisse  die  Linie  MEy  i,  die  MG,  h,  <i 
lUFi  i;  die  Gerade  Meytp,  welche  die  Mittelpunkte  e,  y,  qt  d 
die  Seitenpaare  des  Vierecks  berührenden«  zu  derselben  Poteo 
iinie  gehörenden  Kreise  enthält,  heisse  m;  die  durch  M  parall 
mit  Eb,  Cfy,  Fq>  gezogene  heisse  n.     Dann  ist  bekanntlich 

W.  ihzzzGFE, 
W.  hk=GEF. 
W.     iÄ=:180<> -FGi;. 

£•  sei  ferner  GE=:f,  EF=ig,  GF=e,  und  der  Radius  des  dei 
Dreieck  EGF  umschriebenen  Kreises  z=zq;  dann  ist 

sinAt       sinAA:       sinAt        ^' 

Sind  H,  J,  K  die  Fusspunkte  der  von  G,  E,  F  anf  die  Gl 

genseiten   gefällten   Perpendikel,   so  ist   GKzzzGF.cosAi,   ab 

cos  fei 
Crilf=e«-r-TT  =:2^.cosÄi,  und  für  die  Entfernungen  des  Mitte 

81 U  tln 

pnnkts  von  den  andern  Dreiecksecken  ergeben  sich  ähnliche  Am 
drücke: 

GM=^2q, cos ki,   } 

Filf  =  2^.cosÄi,  > (1) 

£^  =  2^.cosiS:A.  3  j 

Der  Radius  r  des  Kreises  um  M  ist  nach  der  Constrnction  I 
Nr.  1.  dieses  Paragraphen  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ßt 
and  MK9  oder  MG  und  MH,  oder  MJ  und  ME,  also  da  m 
srzMG. cos  hki 

r'=4^.co8At.cosAt.cosA£ (2) 

Ffir  die  Winkel,  unter  denen  sich  die  zugeordneten  Viereckssl 
ten  schneiden,  hat  man,  da  EA,  EG,  ED,  EF  harmonisch  sii 

9lu  AEG  i  sin  DEG  s  sin  AEF:  sin  DEF 


diettiäen  DurckicknHtspunkte  Aa^en.  |fi5 

oder 

tg  i  (AEG+DEG) :  tgl(AEG-'DEG) 

=  igüAEF  +  DEF):tgi{AEF^DEF), 


tg^lE;«a=tg  GEt.tgFEs, 

wA  da,  unter  ni  u.  s.  w.  die  spitzeu  Winkel  verstanden,  GEa  mit 
1^,  FEs  mit  nA  einen  Rechten  ausmacht»  so  ist,  die  Winkel  bei 
I,  F,  G  mit  2E,  2F,  iG  bezeichnet: 

tgiE«  =  tgAEs^  —tgDEB^zncotgnk.cotgnh, 
tgG^=ztgAGy^=igßG^=cotgm/cotgnk,    \   .   (3) 
tg  F«  =  tg,AF(p^—  tgBFg)^=cotgnucoignh. 

Au  dem  Dreiecke  AGE  findet  man: 

-^^  S^ÄGK^^AEK) 


_     sin(G  +  9()0— w^) 


sin(G— £) 
An  dem  Dreiecke  iME : 


=  2^. 


sin  if eJS 

cosA:A>sinmf 
sin  mit 


U^ 


cos  ArA  •  sin  mi .  cos  £ 


=2ß. 


sinm» 


od 


sin(G+90® — nk)  cos  ^A.  sin  m^.  cos  £ 


sinmn 


^*=^-"     sin(G-^  ^^ 

l^icser  Ansdrack  lässt  nicht  sogleich  erkennen»  dass 
Aa»smAQ^:=iAt.BinAth=^Ah*B\nAh^ 
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wie  es  darch  den  blossen  Anblick  der  Figur  als  noth wendig  sie 
zeigt  Aus  den  Gleichungen  bei  (3)  aber  findet  man  durch  Hii 
zuaddirung  von  1  und  weitere  Verwandlung: 


.    *,     ^.  cosnkcos nh 


cos  kh 


^     « ,  sinnA:sinnÄ 
cos£; 


cosM 


,     -,     A /cos  ni  cos  nk 
8inCr=w  - 


cos  ki 


\f 


^     _,  sinmsinn^ 

COSGr=W    T-» 

cosA:i 


folglich 


Bin(G+9(ift--nk)  =  cos  (G  -  nk) 


=v 


sionA^cosn^  ,./--; -, y  ,  ./—, — j -., 

7j .  (V  sin  m  cos  nÄ  +  V  sin  nk  cos  nt)j 

cos  tA:        ^ 


•    /^      y^      4/  sin wÄ; cos nA:,,r-; — r -.       */— : ; Tx 

8in(6r  — JE)=\  VT ri(^  sinwAcosm —  V  sinnicosnA)» 

«    cos  tfc  cos  a/» 


cos (G^nk)       .  / TT  V  sinm'cos wÄ;-f  V  sin  w^cos ni^ 

sin(Cjr  — Xi;  VsinraAcosm  — Vsinntcosim 

und  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  V  sin  7t A cos  ni -f  V  sin  ni cos M 

multipücirt   und  bedenkt^    dass    dann    der  Nenner   sich  in  sioAi 

f  I 

verwandelt,  und  dass  ■/  ,.==2o; 


tUuelien  DurehscIMtüpunkte  haben. 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man: 

Ä«.cos£=J5/'.cos6r=ÄI&.cosF 
=£  2^  sin  nk .  sin  nh .  sin  ni  ( —  tg£  -f  tg  6r  -f  tg  F-f-  cotmn) , 

jDc .  cos  Jß = /y.  cos  6r = Z>ö .  cos  F 
SS  3^  sin  9tA;.  sin  nA.  sinnig — tg  jE  — tg  G  +  tgF — cotmn)» 

Cc.cos£=Ce.cosG=C6.cosF 
£=2^sinn£.  sin  nh .  sio  ni  (tg  E — tg  6f  +  tgF+  cotmn). 

Diese  vier  Formeln  sind  in  eine  , 

2^slnnA:.sinnA.  sinm(tg£+tg  F+  tg  G+cotmn) 

zusammenzufassen 9  wenn  man  die  Winkel  in  der  Richtung  vonitfiV 
nach  ME,  MG,  MF,  Ms  bin  und  die  Winkel  F,  F,  G  in  dersel- 
ben Richtung»  von  Fcp,  Gy^Ez  aus»  rechnet»  und  eine  Strecke  wie 
Ba  als  negativ  betrachtet. 

Für  die  in  den  früheren  Paragraphen  mit  qi,  q^,  q^  bezeich- 
neten Mittelpunktsentfernungen  ilÜe»  My,  Mq>  findet  man; 

mm  njrr,    Slü  MEs        ^       COsA^.slunt 

8iii  MsE       ^        sm  mn 


und 


_-          »^      «     sinnA.sinwA.sinm 
ilf£.cos£^:r:2^. 


smmn 


_-           ^„     ^.     sinnA.sinnA.sinm     i  >-v 

My. cos  G^z=z'1q . : »  >     .    .    (5) 


,,           ,^     ^     sinnA.sinnA.sinm 
ilf(gp.cosJF^=2(i. 


sm  mn  ^ 

und  da»   wenn  x  die  Entfernung  des  Punktes  A  von  der  Poteiu- 
linie  bedeutet»  Aa^=^2x.MB,  so  ist 

0?  rs  ^ .  sin  n A .  sin  nA .  sin  ni .  sin  mn  (tg  £+ tg  F-f  tg  G  —  cot  mri^  (6] 

Für  die  Radien  r^sca»  r^:=,ye,   r^z=z(p^  ergibt  sich: 

A     cos AA. sin mi    .    _, 

*  ^        smmn 

_     cosAt.sinmA    ,   ^ 
r«=2p. ; .smCr» 

*  ^        sinmn 

* 

n     cosAf.sinmA    ,    ^ 

*  ^        smmn 


Btm6mmt  mmu  nischM  A  mtiA  D  «inen  Pnikt  V,  wdcbtr 
Is  t  ngecwdB^e  liwoniscbe  Pookt  Ut  xu  A  nitd  />i  nntl  cod- 
iQsirt  den  xu  Syst««  g^uienden  Kreis,  6*t  AD  in  ('  berühr^ 
feuen  Hitt«Ip«nkl  Her  Uurducfanlttspankt  des  in  0'  aaf  AD  er- 
Mhleten  Perpendikels  mit  JUt  ist,  so  bildet  dieser  mit  den  Krei- 
sn  nm  I  nad  y  drei  solche  Kreise  ftir  das  Dreieck  ABD,  <rt* 
M  der  im  Eiitgaoge  angefilhrte  Satx  ¥erlar>gt.    Es  ist  dum 


AVim'  =  Ar>:Dt. 


AD.Ai 


.V.in.i:....«*..in.A*g^+'g^+"'g-^"'".^*^±^. 
"^  cosF  2tgf— 2colMii 

Znictien  den  Gtüssen  ij<i,  i4t,  i4t)'  findet  aber  eine  nur  von  den 
lUieD  nnd  Mittetpunklsentfenitingen  abhSngige  Beiiebung  statt; 
Mch  es  ist 

Ai'  AV        (At      At^\ 

""^'Aü^^Äi-'yAi^ÄiJ' 

im 

isAA-sinrnt     .    —  cosC      tgE-j-tgO 
—- •""^^-iJST-tg^^-cJtn^' 

'*At~9-       namn    "**'' ^'cöa?" ' tgf— cotm« * 
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Nennt  man  tp'  den  Mitteiponkt  des  Kreises,   der  AD  Ib  V 
berfiiirt«  und  setzt  Mq>'z:zq'  ^  so  ist 

Man  hat  demnach 


oder  eine  von  der  besondern  Lage  des  Punktes  A  unabhängige 
Relation  zwischen  den  Constanten  der  Berührungskreise  des  Drei- 
ecks, womit  erwiesen  ist,  dass  der  dritte  derselbe  bleibt,  so  lange 
h  beiden  ersten  dieselben  bleiben. 


§.  8. 
Berührungskreise  eines  gegebenen  Dreiecks. 

L  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  Kreisen  berührt, 
*(iche  mit  dem  umschriebenen  Kreise  zu  demselben  Systeme 
{Auren,  so  ist  die  Lage  der  Berührungspunkte  durch  §.4  3.  be- 
<&Dmt:  die  sechs  Berührungspunkte  liegen  je  drei  auf  einer  von 
nei  geraden  Linien.  Durch  eine  dieser  Linien  sind  nicht  allein 
h  drei  anderen ,  sondern  ist  auch  das  System  der  zugehörigen 
Kreise  unzweideutig  bestimmt.  Ist  z.  B.  die  Linie  oi&'c  für  das 
Dreieck  i^BC  (Taf.  IIL  Fig.  5.)  gegeben,  so  gibt  es  von  B  aus 
Dveine  Linie,  die  mit  AC  in  Bezug  auf  oi^'c  antiparallel  ist,  und 
liorch  diese  Linie  ist  das  Viereck  des  vorigen  Paragraphen,  und 
somit  das  System  der  Kreise  bestimmt. 

Es  seien  a,  a'  die  Berührungspunkte  auf  BC\  16,  V  auf  AC\ 
()  c'  auf  AB ;  es  sei  femer  G  ein  beliebiger  Punkt  auf  fib  und 
es  seien  die  Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit  den  Ecken  des 
Dreiecks,  AG  von  alb'c,  der  andern  von  a  ausgehenden  Linie  der 
ßerühmngspunkte,  BG  von  l^a',  CG  von  c'a',  in  den  Punkten 
^iJiH  geschnitten.  Da  nun  c,  A,  c',  B  harmonische  Punkte 
sind,  also  ac,  aA,  ac*9  dB  harmonische  Strahlen,  so  sind  auch 
^}  A,  G  und  der  Durchschnittspunkt  D  von  BC  mit  AG  harmo- 
oiscbe  Punkte,  und  es  folgt,  dass  A'ein  fester  Punkt  ist,  solange 
6  derselbe  bleibt.  Dasselbe  gilt  für  die  Punkte  iEf  und  /,  und 
^lblf»t  daher,  dass,  wenn  eine  der  Geraden,  auf  denen  die  Be- 
robningspunkte  liegen,  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht,  dieses 
äoch  für  die  drei  andern  der  Fall  ist.  Geht  man  vom  Punkte  G 
^>  80  sind  JE,  G,  B,  J  so  gut  wie  A,  G,  />,  K  harmonisch. 
Zorans  folgt,  dass  /und  If  mit  C  auf  gerader  Linie  liegen;  durch 
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ForteetiVDg  dies^f  Betrachtung  findet  man,   dass  die  drei  Paar 
Geraden,   welche  die  vier  Punkte  enthalten,    sich  in  den  Edcea 
des   Dreiecks  kreuzen  und  mit    den  Dreiecksseiten  harmonische 
Strahlen  bilden.    Die  Punkte,  in  denen  sich  die  Verbindungslinieo 
der  Berührungspunkte  mit  den  Dreiecksecken  schneiden ,  z.  B.  der 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der  Linien  Aa,  BV»  Cc',  be- 
wegen sich  auf  Kegelschnitten,   welche  durch  die  Dreiecksecken 
gehen,   was  sehr  einfach  aus  der  projectivischen  Beziehung  der 
Punkte  a,  h',  c'  folgt,  in  denen  die  Dreiecksseiten  von  den  Strah- 
len der  Punkte  K,  G,  H  geschnitten  werden.    Zugleich  folgt,  dass 
GK,  KH,  HG  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  in  den   Punkten 
A,  B,  C  sind;  denn  z.  B.  dem  Punkte  D  auf  BC  entspricht  der 
Punkt  A  auf  AC  und  daher  dem  Strahle  AD  für  den  Punkt  A, 
der  Strahl  BA   für  den   Punkt  B,    Der   Durchschnittspunkt  von 
Aa\  Bff,  Cc'  bewegt  sich  auf  einem  zweiten  Kegelschnitte  durch 
A,  B,  C,  für  den  BG,  GJ,  JH;  der  von  Aa,  Bb,  Cc  auf  einem 
dritten,    för  den  GJ,  JK,  KG-,    der  von  Ad',  BV,  Cc  auf  einem 
vierten,  für  den  HJ,  HK,  /fT«/ Tangenten  sind.   Es  ist  nicht  meine 
Absicht,  hier  näher  auf  diese  Systeme  von  Kegelschnitten  einzu- 
gehen,  und  ich  kehre  zur  Potenzlinie  der  Kreise  zurück,    um  zu 
untersuchen,  wie  dieselbe  sich  bewegt,  wenn  die  Punkte  G,  H, 
J,  K  ßir  die  Linien  feststehen,   auf  denen  die  Berührungspunkte 
liegen.    Durch  Halbirung  der  von  den  Verbindungslinien  der  vier 
Punkte  auf  den  Dreiecksseiten  abgeschnittenen  Strecken  DD',  EE', 
FP  in  b,  e,  f  findet  man   sogleich  die  Potenzlinien  A^,  Bt,  Cf 
für  die  Berührungspunkte  A  und  Z>,  oder  />';  B  und  £,  oder  f; 
C  und  F,  oder  F';    eine  vierte  ist  durch  die  Mitten  «,  ß,  y  der 
Strecken  <m^  W,  cc'  bestimmt.    Aus  der  Beziehung  zwischen  den 
Strecken,   welche  die  beiden  letzten  dieser  Potenzlinien  auf  den 
beiden  ersten  abschneiden,  ergibt  sich,  dass  dieselben  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  sind,  der  durch  A,  B,  C  geht. 

Man  kann  sich  hiervon  auf  folgende  Weise  überzeugen.  A^ 
und  Bt  schneiden  einander  in  t  und  werden  von  aßy  in  q^  und  Pi 
geschnitten.  Für  das  Dreieck  AbC  und  die  Transversale  oj!(|| 
ergibt  sich: 

^qi.Aß.Cu=Aqi.ba.Cß, 

Aqi^  Aß.Ca" 
M        tut.Cß-Aß.Ca, 

waA  wegen  der  TvansTerMde  t€B: 
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Ar.^B.Ctt=:CB.bt.A$, 

At      CB.At 
Dr"^  t>B.Ce' 

tA  _CB.Ae+^B.Ce, 
At'^         CB.At 


Iblj^ch 


At      CB.Ae(tu.Cß--Aß.CcL) 
qiA"  Aß.Ca(CB.At+t>B.a)' 

liX  _CB.At(^a.Cß-'Aß.Ca)+Aß.Ca(CB.At'i-bB.Ct)      * 
II,  J ""  Aß .  CaiCB  .Ae  +  ^B.  Ct) 

__  CB.At,^a.  Cß+^B.  Ct.  Aß.  Ca 

~       Aß.Ca(CB.At+^B.Ce)      ' 

Dod  da  Dach  der  bekannten   Beziehang  zwischen  vier  auf  einer 
Geradeo  liegenden  Punkten 

at .  BC=  Cb .  Btt-^Bt .  Ca, 

uist 

qit     aB.ßC.tC.tA  +  tB.aC.tC.ßA'-tB.aC.tA.ßC 
Pi[2'^  ßA.aC(CB.Ac+tB.  Ce)  • 

io  ähnlicher  Weise  findet  man  aus  dem  Dreiecke  BtC  und  den 
TnosTersalen  apiß  und  ttA: 

fiÄ ßC.aB(CA.tB-t-eA.tC) 

Vit  "" aB.ßC.tC.cA+t>B.aC.eC.ßA-'tB.aC.0A.ßC* 

Ugficb 

<iM^ig_  (aB.ßC.tC.eA  +  ^B.aC.tC.ßA'-tB.aC.tA.ßC)^ 
^A'pit  ""    ßA.aC.ßC.aB(CB.At+t>B.Ct){CA.tB'\-eA.l>C) 

{aB.ßC.'^C.tA-\-t>B.aC.tC.ßA^\>B.aC.tA.ßC)^ 
—  ßA.aC.ßC.aB(CB.Ae+t>B.Ce)^ 

ihaiicb 

CB.Ae+tB.Cc=CA.tB+tA.tC; 

nd  wenn  man   Ct-^Bt  ffir  Cß  setzt  und  Zähler  und  Nenner 

dorch  (^ ßA.aC.ßC.aB.^B.eC.tC.cA)^  dividirt : 

4i^  *  Vit 

kfaB.ßC   t>CTtÄ     AfaCßA  t>B:iC  xf'äC.ßC  tA.t^ßV 
|\  lA.'i^'tB.tC^y  ßC.aB't^C.tA^  ^AMB'tCtcl 

^C.U     kfpB'  tA     AfTBTeÜ 
tB^eÜ^y  tC.tC'^yf  tC.tA 


I 
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NuD   ist  wegen  der  harmonischen  Lage  der   Pookte  (n 
§.  4.  2.) : 

nc  cm* 

tC      Cf? 
uB     Ba^ 

ßC      Cft«. 


foiglich : 


ßA  ~  Ab^' 


qit_.PiB 


Ba  Cb  CD  AE     Ca  M  BD  CE     Ca  Cb  AE  BD 
Ca  Ab  BD'  CE  '^^  Ci  Ba'  CD  ' AE" BaAbCE'CB  I 
C^    AE     BD    CE     BD^ÄE  | 

BDCE^CD'AE     CD  '  CE 

Weil  die  Geraden  CA,  CB  durch  die  Strahlen  des  Punk 
G  in  gleichen  Doppelverhältnissen  geschnitten  werden,  ist 

Ba  BD      Eh   EA 


folglich 


Ca' CD -^Cb' CA' 

Ba    Cb   CD    AEEb.CA 
Ca    Ab   BD'  CE-^Ab.  CE' 

Ca^  ^  BD   CEAb.CE 
Ba'  Cb'  CD'AE-^Eb.AC 

Ca.Cb.AE.BD  Cb^.AE^ 


und   da 


so  ist 


Ba.Ab.CE.CD  —  CE.AC.Ab.Eb' 


Cb.AE=CA.Eb—CE,Ab, 


Ca.Cb.AE.BD  _  CA.Eb       CE,Ab 
Ba.Ab.CE.CD  '^CE.Ab  ^  AC.Eb'^^' 


wodurch  sich  der  obige  Ausdruck  reducirt  auf 

qxA*  Vit       \  OB,  ^.J^  CE      BD  AE 

(  BD'CE^  CD'AE'^'CDCE 
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welcher- Ausdruck  onabbäDgig  von  a  oder  von  <||  und  |^i  ist»  so 
dass  fiSr  eine  zweite  Linie  von  der  Art  wie  aßy,  deren  Einschnitte 
in  Bt  und  A^  durch  i^^  ^^^  4a  bezeichnet  seien, 

M.'^  —  M.hä 
q^A '  p^t       qiA  '  p^t  ' 

<l2^'qi/4        p^t'  Pit' 

80  dass  Be  und  A^  von  den  Potenzlinien  aßy  projectivisch  ge- 
schnitten werden  y  und  zwar  so,  dass  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  t  die  Punkte  A  und  B  entsprechen,  woraus  folgt,  dass 
die  Potenzlinien  einen  Kegelschnitt  berühren  und  dass  A  und  B 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  A^  und  Bt  sind.  Dass  auch 
C  der  Berührungspunkt  für  die  Tangente  Cf  ist,  ergibt  sich  schon 
aus  der  Gleichheit  der  Beziehung,  in  welcher  die  drei  Dreiecks- 
ecken zu  den  Punkten  G,  B,  J,  K  stehen;  man  überzeugt  sich 
aber  auch  leicht,  dass  zunächst  F',  Z>,  £,  sowie  F',  ly,  E'  u.  s.  w. 
iD  gerader  Linie  liegen,  da  BE,  CF,  AD  durch  denselben  Punkt 
6  geben,  dass  also  auch  f,  d,  e  in  geraderXinie  liegen,  woraus, 
mittelst  des  vollständigen  Vierecks  CAe^fB,  folgt,  dass  die  Strah- 
len CAy  CXy  CBy  Cf,  sowie,  mit  q  und  p  die  Durchschnitte  von 
Ä^  und  Bt  mit  Cf  bezeichnet,  die  Strahlen  A^y  AB,  Ap,  ^iCund 
Be,  BA,  Bq,  BC  harmonisch  sind,  und  dass  daher  Bq,  Cr,  Ap 
sich  in  demselben  Punkte  kreuzen,  dass  also  A,  B,  C  die  Be- 
rührungspunkte und  A^,  Bt,  Cf  die  Tangenten  desselben  Kegel- 
schnitts sind. 

Wenn,  umgekehrt,  die  Potenzlinien  Strahlen  eines  Punktes 
sind,  so  bewegen  sich  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
als  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

Man  behalte  die  Bezeichnung  der  Taf.  III.  Fig.  5.  bei,  und 
stelle  sich  vor,  aß  gehe  durch  t.  Es  kann  dann  a'b  natürlich 
nicht  mehr  durch  J  gehen,  und  es  heisse  der  Punkt,  in  welchem 
ft'ö  die  AD'  schneidet,  I,  der  Punkt,  in  welchem  sie  ^Z>  schnei- 
det, f.    Man  findet  aus  dem  Dreiecke  AD'C,  geschnitten  von  a!i>i 

At.D'a'.Cb==D'i.Ab.Ca', 

AI       Ab.  Ca' 
D'l"  Cb.D'a' 

Aus  dem  Dreiecke  ADC»  geschnitten  von  a'h: 

At.Da'.Cb=:Dt.Ab,Ca', 

Dt      Lb. Da' 

At-^Ab.Ca'' 
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folgUeh: 


Ai    Dt      Ab*       Ca'* 


NuD  ist 


Da'zziDB  +  Bo!, 
iya'=zBa*-BD\ 


und   da 


ttCi'*z=:aa*z=zi)LB.€iC, 
80  ist  \ 

DB^^D-tiß 

Bd'  znBa  +  aa' 

=  \rSi(V^+^'Bi), 
al8,o 

uod  wenn  man  multiplicirt  und 

(VtiJ—  Vö5)  ( VTC+  VöS) =iC-t)B 

=  aC—ttB 

= ( V^+ V«S)  ( V^-  V^) 

setzt,  80  entsteht  nach  Zusamnienziehnng  der  mit   dem  Factor 
( V^  -f  VS«)  behafteten  Glieder: 

IM.D'a'=zBtt(VCü+  VlBi)« 

—(VVil+VWaK2t>B,VJSi+tB(Vl^—^nS)) 
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Für  Ca'  bat  man: 

a'=cCa+aa'  =  Ca+VO.iBa=V^rV^  +  V5i), 
folglich 


Ferner  ist 


folglich 


Cg'g  Ca 

Da'.D'a'  ^  t)a  ' 


C^a  — C/3' 


Ai^.^_Aß   Cu 
D'V  Af^  Cß'  t>a' 


ond  da  9  nach  der  Voraustfetzung,   A^,    Bt,   aß  durch  denselben 
Pookt  gehen, 

Aß,At  ^  Da  ,  ^B 
Cß'  Ce"^  Ca'  CB' 

Aß    Ca      Ae.  CB 
Cß'  ta"  Ce.^B' 

M  dass ,  wenn  l| ,  ti   die  Einschnitte  einer  zweiten  Verbtndungs- 
levon  BerQbrungspunkten»  in  die  Linien  Ajy ,  AD  bezeichnen: 


D'VD\  -^  At'  All  ' 


woraus  folgt,  dass  ADy  AV^  %  (ifx  Tangenten  eines  Kegelschnit- 
tes sind  und  D  und  U  die  Berührungspunkte  der  beiden  ersten. 

Sowie  AD  und  AD'  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind» 
80  auch  Bü^i  BE' ,  und  zwar  mit  den  Berührungspunkten  E,  E'. 
Es  ist  nicht  schwer,  die  vom  Punkte  C  ausgehenden  Tangeuten 
zu  construiren,  sowie  diejenigen,  welche  den  Dreiecksseiten  pa- 
rallel sind.  Ich  begnüge  mich  aber  hier  daitiit,  die  allgemeine 
Grandlage  dieser  Beziehungen  gegeben  zu  haben,  ohne  auf  wei- 
tere Untersuchung  derselben  einzugehen,  so  anziehend  der  Gegen- 
stand auch  ist;  ich  habe  darum  auch  die  Beweise  in  der  Weise 
geführt ,  die  sich  mir  zuerst  darbot,  die  aber  keineswegs  den  An- 
spruch macht,  die  eleganteste  zu  sein. 

2.  In  dieser  zweiten  Nummer  des  Paragraphen  will  ich  die 
Ausdrücke  för  die  Radien  und  Mittelpunktsentfernungen  der  Be- 
rfihrongskreise  ableiten  und  zeigen,  wie  auch  diese  auf  die  am 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Gleichung  führen.  Ich 
^Qtze  die  Taf.  III.  Fig.  5.,  ohne  aber  alle  vorkommenden  Linien 
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und  Punkte  zu  zeichnen,  da  die  Vorstellung  das  Fehlende  leicht 
ergänzen  kann.  Der  Mittelpunkt  des  ABC  umschriebenen  Kreises 
sei  M\  von  ihm  geht  die  Centraliiiiie  MO  senkrecht  auf  die  Po- 
tenzlinie aß,  deren  Schnitte  mit  dem  Kreise  durch  P  und  Q  be- 
zeichnet werden.  Die  Projection  eines  Punktes  auf  die  Central- 
ÜDie  soll  durch  eine  angehängte  1,  die  auf  die  Potenzlinie  durch 
eine  angehängte  2  bezeichnet  werden.  Die  zu  den  auf  den  Drei- 
ecksseiten selbst  liegenden  Berührungspunkten  gehurigen  Mittel- 
punkte seien  für  a— il/i,  für  V—M^y  für  c'  — il/3,  für  die  auf 
den  Verlängerungen  liegenden  a',  1^,  c  —  Vii ,  JXt^y  JXi^\  die  Ent- 
fernungen dieser  Mittelpunkte  von  M  seien  qi,  q^,,  q^,  (In  (i2*  48> 
die  zugehörigen  Radien  Vi ,  r^,  T^fti,  t^,  1*3 ;  der  Radius  des  Krei- 
ses um  ilf  sei  r;   PQ  sei  =2p. 

Man  hat  zunächst 

yP.yQzzzyA.yB 


oder 


yO^ — p^ = yA .  yB, 

ß0^^p^=ßA.ßC. 
aO^--p^=aB.aC; 


und  da 


yO^-'ßO^  +  yß^=z2y0.yß, 
yO^-ßO^-yß^=:—2ß0.yß 

und  ähnliche  Gleichungen  für  y  und  a,  ß  und  a  stattfinden,   so 
ergibt  sich: 

2.y0.yß=yA.yB  —  ßA.ßC+yß^, 
-^^ßO.yß  ^yA.yB—ßA.ßC—yß^, 

2.y0.yar=yA,yB  —aB.aC-l-ya^, 
— 2.aO .  ya=zyA,yB  —  aB.aC — ya*, 

2.a0.ßa=aB.aC—ßA.ßC+aß^, 

^.ßO.ßaz^aB.aC—ßA.ßC—aß^. 

Fflr  die  Projectionen  A29  B^,  C^  der  Dreiecksecken  auf  die  Po* 
teozlinie  ist 

yA^^^ßA^^z=,yA^—ßA^, 

yB^-'aB^=.yB^^aB^, 

ßC^^'-aC^^^ßC^-^aC^', 


(1) 
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iroraiis  sich  durch   Addition   oder  Säbtraction  der  Quadrate  der 
Strecken  yi3=Jay—-rf2i3,  ya^B^ß^-^B^tt.,  ßa=C^'^C^a  ergibt: 

2.yÄ2.rß=Y^^—ß4^  +  7ß^» 
2.ßA^.yß=:yA^-^ßA^^Yß^, 

2.yB2.yct=yB^-'aB^  +  ya^, 

2.aB^.ya  =  yB^''aB^-ya^y 
2.ßC^.ßa^ßC^--aC^  +  ßa\ 


DaDQo 


80  fol^: 


m,  da 


=  ^c'*. 


(Bc''-Ac')(Bc'+Ac') 


Bc  +  Ac 

At'^ 


(2) 


4A^  =y42-Y0^.ßA^  +  ßQ, 

BBi^yBg^-yOzzzaB^  +  aO, 
CCi  =ßC^  +  ßO=:aC2  +  aO; 

'l.yß.AAi  :^'-'yA.AB  +  ßA.AC, 
2.ya.BBi=    yB.AB  +  aB.CB,  \  (3) 

2.ßa.CCi  =     ßC.AC'-aC.BC; 

yA:yBz=A^:B(!^=:Ac'^:Bc^, 
yA:AB:=:Ac^:Bc^^A(!^ 

yA  —  AC  (^j_^f) (Be+Ae) 

AB 


'5    : 


—Bc'  —  Ac' 

M  fort,  60  ist 


1     '  •  i 
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BeTÄc-~  Be"  -  Ac" 

Cb  +  M^a'-AV' 
u.    ß.    w. 

Für  die  von  den  BcröhruDgspunkten  auf  die  Centrallioie  ge- 
fällten Perpendikel  ist: 

c'Ci'  -  AAxi  BBi  -  c'Ci'  ==  c'A :  c'B 

und  80  weiter,  voraus  man  findet: 

cci.AB=icA.BBi-cB.AAi, 
c'ci'  .AB^c'A.BBi+c'B.AA^, 

ffh^.AC^hA.CCi-'bCAAi, 
Vi>i'  .AC^VA.CCi^-i-VC.AAi, 

Mi.BC^aC.BBi+aB.CC,, 
a'a,'.BC=a'C.BB^-(^B.  C(\. 

Die  Perpendikel  von  den  Dreiecksecken    auf  die  Potenilinie 
findet  man  auf  folgende  Weise : 

AA.  =  ^-^^ 


(5) 


folglich 


^yAß:^ABC=yA.ßA:AB.AC 

yA.ßB 
AAt  =^^ABC .  ^ß^ß  jc' 

C  BB^^i.l^ABC.^^^gj:^. 

CCi=^2,^ABC.^^fcj:^S- 

Da  nun  das  Dreieck,  das  z.  B.  der  Radios  ilf,C  mU  f'^^^ 
dikel  c'ci'  bildet,  dem  Dreiecke  «'«.'y  ähnlich  ist  (S-  *-.  ^h  •• 


(«) 
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=yBiBB^ 

=:yß.AB.AC:2:^ABt\  ßA 
=ay.AB.BC:2.^ABC.€iB, 

r^.2\ABC^AB.c'Ci'.^^^^ 
^AB.c'c,'.^^^ 

*        als 

durch  Anwendung  der  Gleichungen  (3): 

.   ,.„^   c'A.BC(rB^B^aB.BC),t'B.AC(ßA^C^yA.AB) 
KHABC^ ^g + ^ pj-^- . 

In  erhält  80 : 

i 

kt.\ABC=c'A.ßC+e'B.AC^ 

+  (f'A.BC.^-c'B.AC.^).Aa, 

itt.^ABC=tÄ,BC*—tB:AC^ 

+  (,eA :  BC.  ^  +  tB.AC.  ^ .  AB, 

kt.\ABC=—(b'A.B(P  +  f)'C.AB^ 

-^(i'A.BC.^+  VC.  AbM).AC. 

b,.^ABC=—(f>A.BC*—iC.AB*) 

+  (bA.BC.^-f>C.AB.^).AC, 

^i.^ABCtnaC.AB^i^aS.AC^ 

aß  aC 

^      -i^{aC.AB.-^—aB.AC.^,BC, 

K^ABCzsufCAB^—a'B.AC* 

M<i!C:AB^^«.'B.AC.j^).BC. 

Zur  weiteten  Ginformung  dieser  Ausdrücke  setze  man: 

12* 


yÄ  t'J?-     ^      i^ 


^^t'Jt^x'A  'b'€:-^'A'' 


UanD  ist 


1^ 


t'A.t'B  fBC.t'BAaC-^tB)     JlC^A.IfrC-VJy\ 

~fj8—t'A  \         «^  r!^         ^^ 

und  da 

t'A.t'B    /t'B.sC'     _,_     r'-*»'C*.^A 


Dftaber 

•p  Jisat  «dl  der  %Aägt  Ansdnifi  ^wr«v»deli  h: 

tABC.^^tB.ACJ^=^tA.tB(^-^~\\. 
VA.BC.^^VC-AB.^=^%A.VC  (^.^+l\. 


§c— 
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oDd  wenn  man,  nach  dem  Stewart'acheo  Satze»  setfet 

M  erhilt  man:  \     \  .    . 


(7) 


*.r^.^ABC=-AC(Si'*—i'A.»'C'^^),i 
i.tt.AAßC=     AC(Bd^—iA.fC.^^^), 

4n .  A^i^C  =     BC(Aa'^a'C.a'ß.^^^. 

Es  bedarf  Dar  der  ErwähDung»  dass  in  deo  io  diesen  Aus- 
kkken  vorkomnienden  Brüchen  so  gut  die  accentuirten,  wie  die 
oidit  accentuirten  Berührungspunkte  genommen  werden  kOnnen. 
Zq  einer  andern  Umformung  gelangt  man  durch  die  Relation 

f>'C.e'A.aB=:VA.c'B.«C, 

uu  welcher  folgt,  dass 

VC.  aC    {!B^.  dC*     eA^.VC* 
^^'^'^VA.aB—      «fi«     ~     VA*     ' 

„t'C.aC   _cBKsC^       cAI^.VC* 
'^'^'^VA.aB    ~     «B»       -     VA*     ' 

t.iA  ^"^  f'B.aB     VA'.c'B»    B'C.gg» 

U.      8.      W. 

Zar   Ableitung  der  Relation    zwischen  den  Radien  and  den 
HittelpanktseDtfernungen  nehme  ich  die  Ausdrücke  in  folgender  Form: 

iix.^ABC=t!A.BC*^^^B.AC*-AB.eA,t^B-AB,tfA:^^^ 
kt.^ABC=-VA.BC*-!b'C.ÄB*+AC.VA.VC+AC.VA*.^. 
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Es  ist  dann 

^AC^^  {c;B  ,p'A.X('A  +  c'm+i'  C.  CA .  (c'Ä+c'J)) 
•^AIt*^ic'ß.i'A.(!^'C-^f>'AHb'C.e'A.(6'A+i'C)) 

^4C.AB(^-'^^(c'B.b'A  +  b'C.c'A). 

Stellt  man  sich  von  A  aus  eine  Tangente  vor  an  den  Kreis 
um  ilf|  nnd  bezeichnet  ihren  Berührungspunkt  mit  Ki,  so  ve^ 
hält  sich,  nach  i.  ä: 

4K^hBa^z=^AJ^'.BB^ 
=^AyiBy 
:=zAc'^:ß€\ 

AKi^:afl  =  AA^:CC^ 


imd  es  bt  daher 


^^\^Ba.c'A_Ca.VA 


vod  folglich  auch 


folglich 

AKi.i.^ABC{Tj^.VA-\'T^.eA)^AB.BC.AC.{VA^'-t'JP), 

was  mittelst  des  §.  3.,  wonach 

VA^:=i^.q^.AA^, 
c'A^=:2.q^.AA^, 
AK^^—l.q^.AA^, 

vii4  vitteUt  der  Gleichung 

A  AtH-     AB.BC.AC   . 


dieitidem  DurckieMtttpunkie  käöen. 
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ökgebt  in 


(»'s  V^+r,  V^s)-  V^  =  r(^i— »s)» 


ud  man  kann  nun  leicht  in  derselben  Weise  die  entsprechenden 
(ileicboDgeo  fSr  die  andern  Radien  und  Mittelpnnktsentfemungen 

tUeiten. 


§.9. 
Sehnensysteme. 

1.  Von  einem  Pankte  A  auf  dem  Kreise  um  M  (Taf.  IV.  Flg.  0.) 
lieben  an  den  Kreis  um  Mi  die  Tangeuten  AB»  Ad  welche  den 
entm  Kreis  wieder  treffen  in  D  und  £.  Nach  Nr.  2.  des  §.  6. 
iSssen  DE  und  die  Tangente  in  A  einen  gemeinschaftiichen  Be- 
ittrnogskreis  des  Systems  haben  j  dessen  Uerfihrungspunkte  a  und 
^1  auf  der  Verbindungslinie  BC  der  BerOhrungspunkte  der  Seh- 
Ott iZ)  und  AE  liegen;  der  Mittelpunkt  dieses  Berührungskrei* 
m  sei  DI.  Da  ausser  dem  Kreise  um  M  die  Linie  Aa  nur  einen 
hibrangskreis  haben  kann,  so  ist  klar,  dass  dieser  Kreis  um 
lein  ganz  bestimmter,  von  M^  unabhängiger  Kreis  sein  muss» 
ir  aliein  vom  Punkte  A  abhängt.  Der  Berührungspunkt  a  liegt 
BitJ  in  gleicher  Entfernung  von  der  Potenzlinie,  welche  Adin  t 
Ublrt;  und  es  müssen  die  Linien  BC  für  die  verschiedenen  Kreise 
i\  des  Systems,  oder  dfe  Polaren  des  Punktes  A  fär  die  ver- 
Kh'edenen  Kreise  des  Systems,  alle  durch  diesen  Punkt  gehen. 
MäD  hat  zunächst  den  Lehrsatz: 

Lehrsatz  I.  Die  Tangentenpaare,  welche  von  einem  Punkto 
nies  der  Kreise  eines  Systems  an  die  verschiedenen  Kreise  des 
Systems  gehen,  bestimmen  mit  dem  Kreise  Sehnen,  welche  Tao- 
^oten  sind  des  zweiten  Berübrungskreises  der  im  Punkte  an  den 
bei«  gelegten  Tangente. 

Zar  Bestimmung  der  Lage  des  Mittelpunkts  JXl  bat  man,  Btttt 
bH  q,  den  Radius  des  Kreises  um  M  mit  r,  die  Coordinaten  des 
Utes  A  mit  x  und  y  bezeichnet. 


ndnacb  $.  4.  2.: 


MgUch 


Aa^  =  2<|a?, 


Aa  =  "lAt 
3f 
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Weitere  Beziehungen  ergeben  sich  fdr  die  Mittelpunkte  der 
Bestimmungskreise  M^^  M^y.,..  und  die  Einscbnittspunkte  ai,  0^,.... 
der  entstehenden  Sehnen  DE  in  die  Tangente  Aa.  Da  Wf^i  so- 
wohl wie  AMi  Siuf  BC  senkrecht  stehen,  so  sind  diese  Punkte 
projectivisch ,  da  sie  durch  die  parallelen  Strahl enbuscbel  VI  und  A 
erzeugt  werden.  Mit  diesen  vier  Gebilden  sind  ferner  noch  die 
LioieD  JBCf  als  Strahlen  des  Punktes  a,  projectiviscb,  die  auf 
den  Strahlen .  der  Punkte  A  und  Ttt  senkrecht  stehen  und  sich  mit 
jenen  auf  einem  Kreise  schneiden  >  der  dA,  mit  diesen  auf  vinem 
Kreise,  der  aVl  zum  Durchmesser  bat,  woraus  dann  folgt,  dass 
auch  die  Einscbnittspunkte  e^  der  Linien  BC  lo  die  Potenzlinie 
mit  den  genannten  Gebilden  projectivisch  sind.  Für  diese  letzte- 
ren, findet  man,  nach  §,  2.  2.,  da  die  Potenz  des  Punktes  A  inße- 
zvg>  auf  den  Kreis  um  Mi  einerseits  =eei.2j^,  andererseits 
=z2giac  ist, 

y 

.  Zur  alberen  Einsicht  in  die  projectivischen  Beziehungen  dient 
Folgendes.  Liegt  der  veränderliche  Punkt  a^  in  a,  so  lallt  Mi 
mit  M,  BC  mit  Aa,  ti  mit  e  zusammen.  Liegt  ai  in  w^,  so  wird 
BC,  die  dann  auf  AlXi  senkrecht  stehen  muss,  die  Polare  von  A 
fihr  den  Kreis  um  Vi,  mit  welchem  Punkte  Mi  zusammenföllt. 
Liegt  ai  im  Durchschnitte  der  Aa  mit  der  Centrale  oder  im  Aebo- 
lichkeitspunkte  der  Kreise  M  undm,  und  zwar,  für  die  Figur,  im 
äusseren,  der  c  heissen  mag,  so  wird  BC  auf  aVÜ  oder  der  Cen* 
trallinie  senkrecht,  AMi  derselben  parallel,  Mi  fällt  ins  Unend- 
liche, der  Kreis  uro  Mi  geht  in  die  Potenzlinie,  oder  genauer,  io 
das  System  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  entfernten  Linie 
über,  die  Tangenten  AB,  AC  fallen  in  eine,  der  Potenzlinie  pa- 
rallele Linie  zusammen,  ihre  Einscbnittspunkte />,  £  in  den  Kreis 
um  M  sind  nur  ein  einziger  Punkt,  in  dessen  Tangente  die  Liste 
DE  sich  verwandelt;  diese  ist  die  zweite  äussere  gemeinschaft- 
liche Tangente  der  Kreise  M  und  Ol.  Liegt  üi  im  Unendlichen» 
so  dass  Tttai  der  Tangente  Aa  parallel  ist,  AMi  mit  derselben 
zusammenßUlt,  so  wird  Mi  der  Aebniicbkeltspunkt  0.  Mao  bat 
daher  folgende  einander  entsprechende  Punkte: 
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ö    ,        ...        .      der  uneDdlichferne  Punkt 
der  Doendlicbfenie  Punkt <T 

A  .     .     .     .       n 

w  dass  mk  die  Beziehung  der  Punkte  a^  und  JUi  auf  verfchie- 
Weise  ausdrücken  lässt«  z.  B. 


ai-4""ilfiOT  '  am  ' 

«jtf '-4tf *~  JJlilf' 
aia  ^  MiM 

k  diesen  Gleichungen  folgt  dann  weiter,  dass  dem  Punkte  e  auf 
h  Poteoziinie,  für  den 

^e  =  ae, 
^Ponkt  JUi  entsprechen  muss,  für  den,  nach  der  zweiten  Gleichung» 

MiM ,  aM 

welcher  also  der  andere,  d.  h.  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der 
Kreise  JU  und  7X1  ist. 

Wenn  Mi  von  O  aus  jenseits  M  liegt,  so  werden  die  Tan- 
genten AB,  AC  imaginär,  ohne  dass  die  Linie  DE  aufhört,  reell 
^  sein;  der  Punkt  a^  liegt  dann  von  A  aus  über  a  hinaus.  Liegt 
h  über  A  hinaus ,  so  fällt  Mi  über  Vit  hinaus. 

Nimrot  man  eine  Tangente  AD  willkührlich ,  so  finden  sich 
zwei  Linien  ffir  die  zweite  AE,  da  es  für  AD  zwei  Berührungs* 
l^eisegibt  Hiervon  macht  der  Fall  eine  Ausnahme,  dass  D  mit 
Poder  Q  zusammentrifft,  in  welchem  Falle  auch  B  in  diesem 
i^ntkte  ü^en  muss.  Es  fällt  dann  auch  der  zweite  Berührungs* 
^^9  den  die  Sehne  DE  noch  ausser  dem  Kreise  JXl  hat,  mit  Bt 
^mmen.  Die  beiden  Kreise  Mi,  für  welche  dies  der  Fall  bt,, 
^p  wenn  ki  und  k^  die  Entfernungen  ihrer  Mittelpunkte  von 
^^  ^»  ^  ihre  Radien  sind,   durch  die  GleichuBgen  gegeben: 
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AP*  =2*,  .X. 
AQ*  =2*».«; 
x:AP  =  p:Qi, 

Wenn  die  gemeinschaftlichen  Punkte  P,  Q  des  Systems  ima- 
ginär sind  und  man  nimmt  för  den  Kreis  Mi  einen  der  zum  System 
gehurenden  Punkte  P' ,  Q' ,  so  fallen  B  und  C  beide  in  diesen 
Punkt,  z.  B.  in  P';  die  zusammenfallenden  Tangenten  AB,  AC 
schneiden  den  Kreis  M  nur  in  einem  Punkte^  so  dass  DE  eioe 
Tangente  des  Kreises  M,  also  eine  gemeinschaftliche  der  Kreise 
M  und  7X1,  werden  rouss;  und  zwar  bleibt  nach  dem  Obigen  nur 
übrig,  dass  sie  eine  innere  wird.  So  folgt  für  die  projectivische 
Beziehung  der  Punkte  Mi  und  a^ ,  dass  den  Punkten  f^  und  Q' 
als  Mittelpunkten  die  Einschnitte  der  inneren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  in  Aa  entsprechen. 

Es  folgt  aber  zugleich,  dass  die  von  A  durch  P"  gezogene 
Gerade  den  Kreis  M  zum  zweiten  Male  in  einem  Punkte  trifft» 
welcher  der  Berührungspunkt  einer  inneren  gemeinschaftlicbeD 
Tangente  dei*- Kreise  M  und  VI  ist.  In  Taf.  IL  Flg.  7.  sind  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  Mi,  M^  constmlrt,  mrit 
den  Berührungspunkten  cci  und  o^,  ß^  und  ß.^  für  die  äusseren, 
71  und  y^,  di  und  ^2  ^"''  ^'^  inneren.  Es  tritt  so  Mi  an  die  Stelle 
Von  M,  M^  an  die  Stelle  von  TXi  der  Taf.  IV.  Fig.  6.,  a^  an  die  Stelle  von 
A,  und  es  geht  nun  «j^i,  ßiyi  durch  P' ,  ebenso  cujfi^y  ß^y^»  ^^^' 
rend  «i/i,  ftdi,  «272»  ß^^^  durch  Q'  gehen.  Da  nun  aio^  im 
Durchschnitte  i  mit  der  Potcnzlinie  halbirt  wird  und  ein  um  i  mit 
dem  "Hadkis  lUi  beschriebener  Kreis  die  Kreise  Mi  und  M^  recht- 
winklig  schneidet,  also  auch  durch  die  Punkte  P' ,  Q'  geht  (§.  l.,  2.), 
s»  stehen  «,^1  und  «2^2»  <*i7i  ""«^  ^z72>  ""<J>  dieselbe  Betracb* 
tMng  auf  ßiß^,  oder  eine  der  inneren  Tangenten  angewendet,  /^i/i 
und  72i^2>  i^i^i  ^^^  i^2^a  ^"^  einander  senkrecht. 

Liegt  der  Punkt  A  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  in  einem  derBerfihrangs* 
punkte  der  von  Q'  an  den  Kreis  M  gelegten  Tangenten,  so  gebt 
der  Kreis  W  über  in  den  Punkt  Q'  und  alle  durch  die  Tangeote« 
AB,  AC  erzeugten  Sehnen  DE  gehen  durch  diesen  Ponkt.  Die 
dureh  den  andern  Punkt  P*  gebende  AP*  muss  nach  dem  Vor- 
hei^benden  den  Kreis  M  Im  Beröhrnngspuokte  einer  genetn- 
schaftKcben  Tangente  mit  dem  Kreise  VH,  an  dessen  Stella  Q' 
tritt,  also  im  Berfihrungspufikte  der  andern  von  Q'  ao  KreU  M 
gelegten  Taogente  trdbn.  Diese  Verhältnisse  bleiben  dmelbeo, 
wenn  titcb  ein  anderer  Kreis  an  die  Stelle  des  angenomneiieD 
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Mmb  M  tritt:  ifk  alle  Kraifte  des  Systems  mase  4ie  Verl»lii« 
doDgsliaie  der  Berflbnmgspuokte  der  von  Q'  daran  gelegten  Tan* 
leoteo  darch  P"  geben,  und  da  diese  Verbindungslinie  auf  der 
Centraffinie  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  sie  fiir  alle  Kreise  des 
Sjsteas  dieselbe  ist  Diese  Verbindungslinie  ist  die  Polare  des 
Ponktes  Q^  ffir  den  jedesmal  gewählten  Kreis  Jf,  und  da  auf  ihr 
h  Pole  aller  durch  Q'  gehenden  Geraden  liegen  müssen ,  so  mfis* 
m  sich  die  inneren  und  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
nf  derselben  schneiden,  denn  diese  Dnrchschnlttspunkte  sind  die 
Pole  der  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte.  In  Taf.  V.  Fig.  7» 
«od  Ti ,  Ts  solche  Durchschnittspunkte.  Diese  Betrachtungen  fäh* 
tefi  la  folgendem  Zusätze  zum  Lehrsatz  I. 

Zusatz.  Die  zum  Systeme  der  Kreise  gehörenden  Punkte 
sind  die  Durchschnitte  der  Verbindungslinien  ungleichartiger  Be- 
rührangspunkte  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  irgend  zweier 
Kreise  des  Systems,  und  diese  Verbindungslinien  stehen  hi  den 
Punkten  auf  einander  senkrecht.  Die  Polare  eines  der  beiden 
Punkte  för  irgend  einen  Kreis  ist  die  im  andern  auf  der  Central- 
Ue  errichtete  Senkrechte,  und  auf  diesen  Senkrechten  liegen 
b  Durchschnittspunkte  ungldcbartiger  gemeinschaftlicher  Tan« 
{sten  irgend  zweier  Kreise  des  Systems.  Legt  man  vom  Durch- 
idmittsponkte  einer  dieser  beiden  Senkrechten  mit  einem  Kreise 
^es  Systems  Tangenten  an  die  anderen  Kreise  des  Systems,  so 
gdieo  die  dadurch  bestimmten  Sehnen  durch  den  Fussponkt  der 
andern  Senkrechten. 

2.  Es  mögen  jetzt  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  «von  einem  zweiten  Punkte 
J'  des  Kreises  iüf,  ebenso  wie  es  von  A  geschah,  Tangenten 
an  den  Kreis  Mi  gelegt  werden,  und  es  sei  die  Bezeichnung  die* 
^be,  aber  mit  accentuirten  Buchstaben.  Da  dann  AD  und  A'D' 
doiselben Kreis  Mi  beriihren,  so  müssen  nach  dem  4.  Satze  in  §.  6.,  2. 
anch  ^i4'  und  />/)'  Tangenten  desselben  Kreises  sein,  und  die 
Berührungspunkte  1^,  c  müssen  auf  der  Geraden  BB'  liegen.  Da 
aodi  ADxxnA  A'E'  denselben  Kreis  Mi  berühren,  so  müssen  fer- 
ner AA  und  DE'  Tangenten  eines  und  desselben  Kreises  sein 
mit  den  Berührungspunkten  V  und  f  auf  der  Geraden  BC:  Die 
Gemde  AA'  hat  überhaupt  nur  zwei  Berührungskreise ;  der  Be- 
rtibrnngsponkt  dea  einen  ^  liegt  zwischen  A  und  A' ,  der  des  an- 
alem h*  jenseits  der  Poteiizlinie  in  derselben  Entfernung  von  der» 
seihen.  Es  ist  klar,  dass  BB'  und  BC  die  Linie  AA'  nicht  in 
ätnselben  Punkte  treffen  kennen,  wie  es  doch  dar  Fall  sein  müssto, 
wenn  Diy  nnd  DE'  demselben  dieser  beiden  Beröhrungskreise 
iBgehoieii  sollten.  Durch  Anwendung  d««elben  Schlüsse  auf  AE 
mk  A'E'  mid  a«f  il£  und  A'D'  ind^  man,  dass  auch  EE'  uni 
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JE!D^  Tangenten' der  Berüfarungekreise  Ton  AÄ^s^Xn  mksseo  und 
2war  do,  dass  DD'  und  EE'  d#m  einen,  DE'  und  D'E  dem  an- 
dern angeboren.  Die  Tangenten  .^IDund  A^  D*  berühren  den  Kreis 
Mi  90,  dass  derselbe  vom  BerfihmngBpnnkte  aus  fdr  beide  Tas- 
genten  nacb  der^lben  Seite  sieh  erstreckt,  oder  dass  die  Drebvng 
der  Tangenten  um  die  Ausgangspunkte  A,  A' ,  nach  der  Erstreekang 
des  Kreises  hin,  dieselbe  Ist.  Die  Tangenten  AD'  und  A'D'  sol- 
len dsdier  gleichartige  Tangenten  in  Bezug  auf  die  Punkte  A  und 
ii'  beissen :  ein  Begriff,  der  sich  auch  auf  Tangenten  rerscbie* 
dener  Kreise  anwenden  lässt  und  der  im  Folgenden  noch  hSafige 
Anwendung  finden  wird.  Gleichartig  sind  sonach  auch  AE,  A'E', 
ungleichartig  aber  AD  und  A^E',  sowie  A'D*  und  AE,  und  die 
durch  gleichartige  Tangenten  erzeugten  Sehnen  berühren  den 
einen,  die  durch  ungleichartige  erzeugten  den  andern  der  beiden 
Berührungskreise  von  AA'.  Diese  Berührungskreise  sind  aber 
völlig  unabhängig  vom  Kreise  Mi  und  müssen  dieselben  bleiben, 
welchen  andern  Kreis  des  Systems  man  auch  an  die  Stelle  von 
Ml  setzt. 

Die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  BB^CC*  schnei* 
den  sich  in  den  festen  Punkten  B,  b\  während  die  Diagonalen 
BC,  B*C'  durch  die  ebenfalls  festen  Punkte  a,  cf  gehen.  Da 
nun  diese  Diagonalen  die  Linie  W  stets  in  Punkten  schneiden 
müssen  $  die  mit  h  und  h*  harmonisch  sind,  so  bilden  sie  in  a  und 
i^  'projectiviscfae  Strahlenbüschel.  Fällt  der  veränderliche  Kreis 
Ml  mit  dem  inneren  Berührungskreise  der  Linie  AA\  der  den 
Berührungspunkt  "b  hat,  zusammen,  so  liegen  D,  C,  B*,  C*  alle 
in  Ift,  welcher  Punkt  danir  der  gemeinschaftliche  Einschnittspunkt 
der  Diagonalen  in  AA*  ist.  An  die  Stelle  von  b  tritt  b\  wenn 
der  andere  Berührungskreis  von  AA*  zum  Kreise  Mi  genommen 
wird.  Geht  BC  durch  A,  so  muss,  weil  A  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  zu  1^',  A,  b  ist,  B'C  durch  A'  gehen  und  Mi  ßUt 
mit  M  zusammen.  Geht  umgekehrt  BC  durch  A*y  so  muss  B*C' 
durch  A  gehen,  und  es  bestimmt  sich  Mi  durch  ein  Perpendikel 
von  A  auf  ^A*  oder  von  A*  auf  a!A,  welche  Perpendikel  also  die 
Centrale  in  demselben  Punkte  treffen  müssen. 

Mach  bekannter  Eigenschaft  der  Kreisvierecke  und  der  in  ihren 
Ecken  an  den  Kreis  gelegten  Tangenten  liegen  die  Durchschnitte 
zw^r  Seitenpaare  des  Vierecks  mit  zwei  Ecken  des  Tangenten- 
vterecks  auf  gevader  Linie  und  zwar  harmonisch.  Es  sind  dem- 
nach einerseits  der  Darchschnitt  von  BC  mit  B*C* ;  der  Diirdi- 
sebnitt  von  AB  mit  AC\  der  Punkt  6  und  der  Durohsobnltt  reo 
ilC  mit  AB*i  andererseits  der  Durchsdinitt  von  AB  wAiÄ*B*p 
der  Durcbscboitl  von.DC  mit  B'C\  derDurcbsebniHvon  JC  mit 
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äC  ottd  der  Papfct  ^'  hannoiÜ8<be  Pankte.  Die  dritte  hie«a  ipe^ 
hörige  Gruppe  billig»  A*,  b,  A,  b\  Die  erfte  Gruppe  liegt  auC 
kt  Pebren  Ton  b',  die  zweite  auf  der  Polaren  von  b,  die  dritpe 
auf  derPolaren  des  Durchschnitts  von  BC  tmiB'C\  für  den  Kreis  JUtf 

Wählt  man  den  einen  der  zum  Systeme  gehurigen  Punkte, 
L  B.  P9  zum  Kreise  3Ji,  so  fällt  der  Unterschied  der  gleicharti- 
gen und  ungleichartigen  Tangenten  weg,  und  statt  der  vier  Seh- 
nen 2)Z>',  EE\  DE*,  D'E  erhält  man  nur  eine,  welche  gemein- 
scbalinche  Tangente  der  Berührunirskreise  von  AA*  sein  muss, 
Qod  zwar 4  da  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  dieser 
Linie  und  der  Linie  AA*  durch  P'  gehen  müssen,  in  welchem 
Punkte  sich  B ,  C,  B\  C  vereinigen,  eine  mit  AA*  ungleichar- 
%  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  Kreise,  also  im  Fall' 
der  Taf.  IV.  Fig.  6.  eine  innere.  Die  Taf.  V.  Fig.  7.  macht  dies  an- 
scbaolich^  wenn  man  für  A  und  A^  die  Punkte  a  und  j3,  für  b 
aod  h*  die  Punkte  a^  und  ^2,  und  M^  und  ill/2  für  die  Mittelpunkte 
der  Berührungskreise  von  AA  nimmt.  Es  muss  aP',  ^P'  die 
Dorchschnittspunkte  der  inneren  gemeinschaftlichen  Tangente  ^2^2 
lit  dem  Kreise  M,  nämlich  die  Punkte  /  und  d'  treffen.  Ebenso 
BKS  dann  a'P'  durch  y,  j3'P' 'durch  d,  tiQ*  durch  y,  ^Q  durch 
(  tt'Q'  durch  /,    /3'Q'  durch  ^*  gehen. 

Die  Linien    von  P*  oder  Q*  nach  6,  a',  V ,  a  sind,    wie  aus 
<ler  obigen  Betrachtung  des  Vierecks  BB'CC*  folgt,  harmonische 
Wahlen,    und   da   hP*b\  hQ'h*  rechte  Winkel  sind,    so  müssen 
W,  P'6'  die  Winkel,    welche  P%,  P'a*  bilden,    Q*h,  Q*h*  die' 
Winkel  der  Strahlen  Q*a,  Q'af  halbiren. 

Die  Einschnittspudkte  der  Linien   DE  in  Aa,   DE*  in  A'a\ 
oder  die  Punkte  ai  und  ai  .  welche  nach  der  vorigen  Nummer  mit' 
^i  und  den   andern   Mittelpunkten    projectivisch   sind,    müssen 
uch  unter  einander  projectivisch  sein. 

Wenn  AA*  durch  Q*  geht,  so  sind  Aa  und  A*a*  eine  innere 
und  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  des  Kreises  M  mit 
«ioem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  nach  der  eingeführten  Bezeich- 
Bong  m  oder  W  zu  nennen  ist,    welche   beiden  Punkte  hier  zu- 
sunmenfallen ;  die  Berührungspunkte  mit  demselben  sind  a  und  a', 
sodass  üof  durch  Q*  geht,   wie  das  Taf.  V.  Fig.  7.  zu  sehen  ist, 
venB  man  y  statt  A*,    a  statt  A,   D'  statt  a',   D  statt  a  nimmt. 
^OD  den  beiden  Berührungskreisen  der  AA*  verwandelt  sich  der^ 
öne  in  den  Punkt  Q*.    Wählt  man  Q*  zum  Kreise  Mi ,   so  fallen , 
Tangenten  AB  und  AC  sowohl,  als  A*B*  und  A*C*  zusammei^  i 
die  Seheen  DE  und  D'E*  werden  Tangenten,  I>£  in  A* ,  so. 
^  es  mit  A%'^  D'E*  in  A»  so  dass  es  mit  Ad  zusaif^menfaUt» 
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und  der  Elnsciinittspunkt  der  Sehoe  DE  in  Ät^,  sowie  der  Ein- 
sebnittspunkt  der  Sehne  t^E*  in  A^a'  der  DarchscbnittspaDkt  von 
Aa  und  A'a*  ist,  der^  beiläufig  erwäbnt,  auf  der  in  P*  auf  der 
Centrale  errichteten  Senkrechten  liegt.  In  diesem  Ourchscbnitts- 
punkte  sind  somit  entsprechende  Punkte  vereinigt  und  die  projec- 
tivii^che  Beziehung  der  Punkte  ai,  o^»..**  mit  den  Punkten  ai,  c^f" 
ist  eine  perspectivische.  Wählt  man  P*  zum  Kreise  iK/j ,  so  wer- 
den die  andern  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  M  und 
m  (iH/3  in  Fig.  7.)  die  Sehnen  DE,  D'E',  welche  Aa  und  JV  in 
den  Punkten  schneiden ,  die  auf  der  in  Q  auf  der  Centralen  er- 
richteten Senkrechten  liegen,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass  Q" 
der  Mittelpunkt  der  perspecti vischen  Beziehung  der  Punkte  a^  und 
üi'  ist.  Die  Strahlen  der  Punkte  a  und  «',  nämlich  BC  und  BC, 
sind  ebenfalls  perspectivisch ,  da  die  nach  Q*,  in  welchem  Punkte 
h'  liegt,  gehenden,  einander  entsprechenden  Strahlen  in  einen,  M', 
zusammenfallen.  Andere  entsprechende  Strahlen  sind  aP  und 
a^P*,  ferner  ab  und  a'B ;  und  da  b  auf  der  in  jP'  auf  der  Centrale 
errichteten  Senkrechten  liegt,  welche  die  Polare  des  Punktes  Q' 
för  alle  Kreise  des  Systems  ist,  also  den  zu  AQ/A*  vierten  har- 
monischen Punkt  enthalten  muss,  so  ist  diese  Senkrechte  die 
Gerade,  auf  der  sich  die  entsprechenden  Strahlen  der  Punkte  4 
und  a* y  oder  die  Linien  BC  und  B*C*  schneiden. 

Steht  AA*  auf  der  Centralen  senkrecht,  so  fallen  wieder  die 
Kreise  IBX  und  W  in  einen  zusammen,  für  den  und  für  M^  IIa 
und  A'a*  gemeinschaftliche,  und  zwar  gleichartige  Tangenten  sind. 
Der  Punkt  b  liegt  im  Durchschnitt  von  AA*  mit  der  Centrallinie, 
während  b'  im  Unendlichen  liegt  und  der  dazu  gehurige  Beruh- 
rungskreis  in  das  System  der  Potenzlinie  und  unendlichen  Linie 
sich  verwandelt  Die  diesen  Kreis  berührenden  Sehnen  DE*y  D'E 
sind  der  Potenziinie  parallel,  welche  Richtung  auch  die  Verbin- 
dungslinien  der  entsprechenden  Punkte  di  und  a^  haben.  Die 
Sehnen  DE  und  D'E*,  ferner  DD*  und  EE*,  sowie  die  Polaren 
BC  und  B*C*  von  A  und  A*  kreuzen  sich  auf  der  Centrale  und 
liegen  symmetrisch  gegen  dieselbe. 

In  diesen  Betrachtungen  sind  folgende  Sätze  enthalten. 

Lehrsatz  IL  Gehen  von  zwei  Punkten  eines  Kreises  eines 
Systems  an  die  verschiedenen  Kreise  desselben  Systems  Tangen- 
ten, welche  den  ersten  Kreis  wieder  schneiden,  so  erzeugen  jede 
zwei  nicht  von  demselben  Punkte  ausgegangenen  Tangenten  Seh- 
nen, welche  sich  als  Tangenten  so  an  die  beiden  BerOhrnngs- 
kMse  der  Verbindungslinie  der  Punkte  vertheilen,  dass  die  durch 
ungleichartige  Tangenten  erzeugten  den  einen,  die  durch  gleich- 
artige Tangenten   erzeugten  den  andern  berfihren.    Die  von  den 
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Pohreo  der  Punkte  gebiMeten  Sfarahleatöschel,  sowie  die  Ein- 
scboittspankte  der  durch  Tangenten  desselben  Punktes  erzeugten 
Sehnen  in  die  in  diesem  Punkte  an  den  ersten  Kreis  gelegte  Tan< 
^te,  sind  unter  einander  und  mit  dei)  Mittelpunkten  deri  ver- 
acluedenen  Bestinimungskreise  projectivisch.  Diese  prq]eotin«dhe 
Beuehoog  gebt  in  perspectivisebe  über;  wenn  die  beiden  Punkte 
N  liegen,  dass  sie  Berührungspunkte  gemeinschaftlicher  Tangeiw 
teo  des  Kreises  mit  irgend  einem  Kreise  des  Systems  sind. 

Zusatz.  Ungleichartige  gemeinschaftriche  Tangenten  zweier 
Kreise  eines  Systemes  werden  von  irgend  einem  dritten  Kreise 
des  Systems  so  geschnitten,  dass  ein  Paar  der  Verbindungslinien 
der  Schnittpunkte  sich  in  einem  der  beiden  zum  Systeme  geboren- 
den  Punkte  schneiden,  das  andere  Paar  dann  natürlich  auf  der 
Polaren  dieses  Punktes,  d.  h.  auf  der  im  andern  Punkte  auf  der 
Centrale  Senkrechten. 

Der  Beweis  des  Zusatzes  liegt  in  der  Betrachtung  des  Falls, 
dass  für  irgend  ein  Paar  Punkte  A ,  A'  der  Punkt  P*  als  Kreis, 
Hl  genommen  wird. 

Interessant  ist  noch»  dass  eine  Gerade  durch  den  Durcfascbnitt 
nier  ungleichartigen  gemeinschaftlichen  Tangenten,  durch  z^  ^^«^ 
iTiü  V.  Fig.  7.),  mit  der  Verbindungslinie  der  ßerährungspunkte 
«1^  parallel  gezogen,  auf  der  V^erbindungslinie  a|d|  der  Berüb- 
nmggpunkte  ^ts  andern  Kreises  senkrecht  stehen,  und  da  a^Si 
lue  Polare  von  t^  für  Kreis  J#i  ist,  durch  den  Mittelpunkt  Mi 
(fieses  Kreises  geben  muss. 

3.  Ausser  den  in  der  vorigen  Mummer  betrachteten  Seiten- 
paaren DD' ,  EE'  und  DE*,  D'E  des  Vierecks  DD'EE'  muss 
loch,  nach  $.  6.,  das  dritte,  Z>£,  D'E\  einen  gemeinschaftlichen 
Beruhningskreis  haben,  und  zwar  so,  dass  alle  sechs  Berührungs- 
punkte c  auf  DZ)',  Ö  auf  ££',  f  auf  DE\  l  auf  DE,  ^  auf /)'£', 
( auf  DE  in  gerader  Linie  liegen.  Für  die  Sehne  DE  ist  schon 
in  der  ersten  Mummer  dieses  Paragraphen  der  Berührungskreis  VI 
Bit  dem  Berührungspunkte  Ki  in  der  Linie  BC  nachgewiesen, 
km  für  die  Sehne  D'E'  der  Berührungskreis  W  mit  dem  Be-* 
^nmgspunkte  Ki  im  Durchschnitt  von  B'C  mit  D'E'  entspricht.- 
Es  fragt  sich  jetzt,  ob  der  gemeinschaftliche  Berübrungskreis  de? 
Sehnen  DE  und  D'E'  mit  einem  dieser  Kreise  Vi  und  10'  zusam- 
Benftllt  Die  Vierecke  BBCC  und  DD'EE'  liegen  so,  dass 
twei  Paare  zugeordneter  Seiten  ein  und  dieselbe  Gerade  cf  in 
ienselben  Punkten  treffen: 

BB'  ond  DD'  in  c, 

CC  und  BE^  In  d,  .      .   : 
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BC  und  DJB'  in  f , 
B'C  und  />'£  in  r. 

Da  nun  die  sechs  Durchscbnittspunkte  der  drei  Paare  zuge- 
ordneter Seiten  eines  Vierecks  mit  einer  Geraden  eine  Involutioo 
bilden,  also  der  sechste  Punkt  durch  die  fünf  andern  unzweideii* 
tig  bestimmt  ist,  so  folgt »  dass  von  den  dritten  Seitenpaaren  der 
Vierecke  entweder  beide  Seiten  die  Linie  cf  in  denselben  Punk- 
ten schneiden 9  oder  keine  mit  einer  des  andern  Paars  ihren  Durch- 
i^chnittspunkt  auf  cf  hat  Sollte  also  z.  B.  der  Kreis  Vi  der  ge- 
meinschaftliche Berührungskreis  der  Sehnen  DE  und  D*E*  sm, 
''oder  sollte  Ki  mit  i)  zusammenfallen ,  BC  und  cf  sich  in  demsel- 
ben Punkte  schneiden  wie  DE  und  cf ,  so  müssten  im-  Allgemei- 
nen auch  B*C'  und  D*E'  sich  auf  cf  schneiden  und  Kx  müsste 
mit  0  zusammenfallen;  und  da  an  D'E*  in  0  nur  ein  einziger  Be- 
rührungskreis möglich  ist,  so  müsste  Vi  mit  Vi*  zusammen falleD, 
was  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  stattfinden  kann.  Es  fblgt  so, 
dass  im  Allgemeinen  der  gemeinschaftliche  Berührungskreis  der 
Sehnen  DE  und  D'E'  nicht  mit  Vi  oder  Vi*  zusammenföllt,  dass 
er  also  ein  ganz  bestimmter  und  zwar  durch  eine  der  beiden  Seh- 
nen vollkommen  bestimmter  Kreis  ist,  oder,  da  A  und  A*  belie- 
bige Punkte  des  Kreises  M  sind/  dass  er  allein  vom  Kreise  Mx 
und  gar  nicht  vom  Punkte  A  oder  A*  abhängt,  viebnehr  för  alle 
Punkte  des  Kreises  M  derselbe  ist.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  es  Lagen  für  den  Punkt  2I  gibt*,  bei  welchen  der  in  Rede 
stehende  Kreis  mit  dem  Kreise  Vi  derselbe  ist;  und  namentlich 
ist  dies  der  Fall,  wenn  eine  der  Tangenten  AB  oder  AC,  z.  ß- 
ACy  durch  einen  der  Durchschnittspunkte  der  Kreise  P  (oder  Q) 
geht;  es  fallen  dann  6%  E  und  beide  Berührungspunkte  der  Sehne 
DE  ebenfalls  nach  P\  die  oben  erwähnte  Involution  wird  illuso- 
risch und  beweist  nicht  mehr,  dass  die  Kreise  Vi*  und  Vi  zusam- 
menfallen müssen.  Der  hier  abgeleitete  Satz  bildet  die  Ergän- 
zung des  Lehrsatzes  I.;   er  lautet: 

Lehrsatz  III.  Die  von  den  verschiedenen  Paukten  eines 
Kreises  an  einen  zweiten  Kreis  gelegten  Tangenten  bestimmen  anf 
dem  ersten  Kreise  Sehnen,  welche  einen  dritten  Kreis  berübren, 
der  zum  System  der  beiden  ersten  gehört. 

4.  Man'  nehme  nun  einen  zweiten  Bestimmungskreis  M^  hio- 
zu  und  lege  an  denselben  von  A  und  A'  die,  im  Fall  der  Taf.IV.Fig>6*> 
gleichartigen  Tangenten  AFH  und  A*F*H*.  Nach  der  zweiten 
Nummer  dieses  Paragraphen  müssen  dann  AA* ^  DD" ,  HU*  ^^^' 
selben  Berührungskreis  haben  und  es  müssen  die  Berührangspaokte 
f  auf  BW  und  h^  ebenso  in  der  Geraden  FF*  liegen,  wie  rund  ( 
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in  der  Geraden  BB*  ^  so  dass  diese  BerGliraogspankte  abhängig 
8iDd  TOD  den  Punkten  A  und  A,  Weil  aber  anf  diese  Weise 
DZ)' und  RH'  denselben  Kreis  berühren,  so  mfissen  auch  irgend 
ein  Paar  andere  gegenüberstehende  Seiten  des  Vierecks  DD'HH*^ 
ako  die  Seiten  DH  und  WH*,  einen  gemeinschaftlichen  Beruh« 
rongskreis  haben ^  so  dass  die  Berührungspunkte  auf  cf  liegen. 
Diese  ßerührungspunkte  erscheinen  demgeraäss  ebenfalls  als  ab- 
hängig von  den  Punkten  A  und  A* ,  und  man  konnte  meinen,  der 
Berührangskreis  ändere  sich,  wenn  einer  dieser  Punkte  seine 
Lage  auf  dem  Kreise  ilf  änderte.  Jedenfalls  bleibt  es  zweifelhaft^ 
k  DH  zwei  Berührungskreise  hat,  ob  der  mit  D'H'  gemeinsame 
seinen  Berührungspunkt  auf  der  Geraden  BF  oder  in  solcher 
,  Lage  hat,  dass  seine  Verbindungslinie  mit  A  durch  den  Durch- 
schmttspunkt  von  BH  und  DF  geht  (§.  4. ,  3.).  Wollte  man  aber 
dasErstere  annehmen,  so  schnitten  sich  die  Seiten  AD  und  ^c» 
üffoDd  1^,  DH  und  d  der  Dreiecke  ADH  und  hd  auf  gerader 
Unie,  and  es  müssten  daher  die  Verbindungslinien  der  entspre* 
MeD  Ecken»  nämlich  A^,  De,  Ht  sich  in  demselben  Punkte 
s^Deideo,  was  nicht  möglich  ist,  da  diese  Linien  Tangenten  des* 
i^n  Kreises  sind.  Es  bleibt  sonach  für  den  in  Rede  stehen- 
fa  Berührungspunkt  nur  die  zweite  der  beiden  Lagen  übrig,  und 
«folgt,  dass  der  Berühruogskreis  durch  den  Punkt  A  sc^on  voll- 
üoflimeD  bestimmt  ist,  oder  da  A  irgend  ein  Punkt  des  Kreises  Jlf 
«t,  dass  er  durch  die  Kreise  Mi  und  ilfg  vollkommen  bestimmt 
Dod  für  alle  Punkte  A  derselbe  ist.  Hätte  man  statt  der  'Hingente 
^D'  die  auf  der  andern  Seite  Aes  Mittelpunkts  an  den  Kreis  M^ 
gebende  genommen  und  mit  DH  die  Sehne  zusammengestellt, 
welche  diese  Tangente  mit  A'E'  auf  dem  Kreise  M  erzeugte,  oder 
itttte  man  überhaupt  irgend  ein  Paar  durch  gleichartige  Tangen- 
ten erzeugte  Sehnen  zusammengestellt,  so  wäre  man  durch  ähn- 
liche Betrachtungen  zu  demselben  Berührungskreise  gelangt.  Die 
Sehne  HE  dagegen,  mit  H'E*  oder  irgend  einer  durch  ungleich- 
^ge  Tangenten  erzeugtet  Sehne  zusammengestellt,  führt  auf 
^em  obigen  Wege  zii  einem  zweiten  Berührungskreise,  der  für 
^gleichartige  Tangenten  gilt.  Somit  wäre  denn  auch  der  im  Ein- 
stige angefiihrte  Poncelet'sche  Satz,  und  swar  durch  blosse 
^onnetrische  Betrachtungen,  erwiesen.  Des  Zusammenhangs  wegen 
^elle  ich  diesen  Satz  hier  nochmals  auf. 

Lehrsatz  IV.  Legt  man  von  den  verschiedenen  Punkten 
^es  Kreises  eines  Systems  an  jeden  von  zwei  anderen  Kreisen 
^es  Systems  eine  Tangente,  so  bestimmen  diese  Tangenten  auf 
^  ersten  Kreise  Sehnen,  welche  zwei  feste  Kreise  des  Systems 
^^ren,  und  zwar  so,   dass  alle  durch  gleichartige  Tangenten 
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entstandeneii  Sehnen  den  einen,    alle  durch  ungleichartige  Tan- 
genten entstandenen  den  anderen  berühren. 

Die  Anwendung  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Kreisen  unter 
liegt  keiner  Schwierigkeit  Hat  man  im  Kreise  M  irgend  zwei 
Polygone,  die  man  sieh  leicht  ohne  Figur  vorstellen  kann  und  die 
durch  ABCDE  und  A'B'CD'E'  bezeichnet  seien,  so  dass  AB 
und  A*B\  ßC  und  B'C ,  u.  s.  w.  Tangenten  sind  der  Kreise  itfi» 
1U%9  u.  s.  w.,  so  werden  auch  die  letzten  Seiten  EÄ,  E^A*  Tan- 
genten desselben  Kreises  il/5  sein,  wenn  nur  in  Bezug  auf  gleich- 
artige oder  ungleichartige  Lage,  BA  und  BC  für  B ,  CB  und  CD 
för  Cf  DC  und  DE  für  D  sich  ebenso  verhalten  wie  B'A*  und 
BC  für  -B',    C'J5'  und  CD'  für  C,    D'C  und  D'E'  für  D, 

Die  Anzahl  der  für  die  gegebenen  Kreise  möglichen  Ber&h- 
rungfikreise  der  letzten  Polygonseite  wächst  natürlich  mit  der  An* 
zahl  der  gegebenen  Kreise:  es  sind  deren  för  zwei  Kreise  zwei, 
für  drei  vier,    für  vier  acht  und  so  fort  nach  Potenzen  von  Zwei. 

Es  seien  (Taf.  V.  Fig.  7.)  die  Bestimmungskreise  wieder  mit 
Mip  Mfi  bezeichnet,  a,  j5,  o*,  ß'  seien  die  Cinschnittspunkte  der 
äusseren  gemeinschaftlichen  Tangenten  dieser  Kreise  in  den  Kreis 
-W;  y,  Ä,  y',  ä'  die  der  inneren.  Von  ß  aus  gehen  an  M^  und 
M^  die  gleichartigen  Tangenten  ßa^j  ßa^,  welche  in  dieselbe  Ge- 
rade zusammenfallen  und  als  Sehne  die  Tangente  ajD  in  a  erzeu- 
gen. Wese  Tangente  muss  also  auch  eine  Tangente  des  Beruh- 
rungskreises  il/3  der  durch  gleichartige  Tangenten  erzeugten  Sehnen 
sein.  Dasselbe  gilt  für  die  in  a*  an  M  gelegte  Tangente,  so  mi 
för  diejenigen,  welche  in  y  und  /  an  M  gelegt  werden,  da  auch 
iyi  und  dy^t  sowie  ö'ö'i  und  ^'^2*  gleichartige  Tangenten  der  Kreise 
Ml  und  M2  ftir  den  Punkt  d  und  den  Punkt  ö'  sind.  Für  die 
Punkte  ot,  et',  y,  7'  dagegen  sind  die  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten der  Kreise  Mi  und  M^  ungleichartig  und  es  müssen  daher  die 
in  j?,  /3S  d,  d'  an  M  gelegten  Tangenten  den  für  ungleichartige 
Berührung  geltenden  Kreis  berühren.  Diese  Betrachtung  fuhrt 
zunächst  zu  einem  Zusätze  zum  Lehrsatz  IV. 

Zusatz.  Die  Durchschnittspunkte  des  ersten  Kreises  mit 
den  den  beiden  Bestimmungskreisen  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten sind  die  Berührungspunkte  seiner  gemeinschaftlichen  Tangw- 
ten  mit  den  beiden  Berührungskreisen  der  erzeugten  Sehnen. 

Die  obige  Betrachtung  macht  es  aber  auch  möglich ,  alle  diese 
Sätze  von  einer  neuen  und  allgemeineren  Seite  aufzufassen. 

Der  Kreis  M^  ist  durch  den  Punkt  a  vollkommen  bestimmt 
mid  bleibt  daber  derselbe,   so  lange  die  gemenmcbaftliebe  Taa- 
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pkt  d«r  Kreide  Mi  und  üf^,  nfimlich  die  Linie  ctitt^j  den  Kreis 
Ifio  demselben  Punkte  a  schneidet.  Wenn  man  also  irgend  ein 
Pair  Kreise  des  Systems  Gonstruirt,  welche  eine  gerade  Linie 
lierubreD,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  und  von  irgend  einem 
Punkte  des  durch  diesen  festen  Punkt  bestimmten  Kreises  des 
Systems  Tangenten  an  dieselben  legt,  so  bestimmen  diese  mit 
im  letztgenannten  Kreise  Sehnen,  die  einen  festen  Kreis  berüh- 
ren. Dabei  ist  Folgendes  zu  bedenken.  Ist  die  durch  a  gehende 
Gerade  eine  äussere  gemeinschaftliche  Tangente  ihrer  Berührungs- 
bise  und  liegt  der  zweite  Einschnittspunkt  ß  ausserhalb  der 
BerOhruDgspunkte  «i ,  a^j  so  müssen  die  erzeugenden  Tangenten 
jlleichartige  sein,  ebenso  wenn  die  Linie  eine  innere  geroeinschaft- 
licbe  Tangente  ist  und  der  zweite  Einschnittspunkt  zwischen  den 
Berührungspunkten  liegt;  in  den  andern  Fällen  muss  man  ungleich- 
artige Tangenten  wählen.  Dass  zu  jedem  festen  Durchschnitts- 
pimkt  ff  gemeinschaftlicher  Tangenten  von  Kreispaaren  eines  Systems 
«ch  noch  drei  andere  fe&ie  Punkte  hinzufinden,  a',  y,  y',  in  wel- 
chen sich  die  andern  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Paare 
seliDeideD,  ist  aus  den  bisherigen  Betrachtungen  klar;  man  findet 
fae  Punkte  durch  den  durch  a  gelegten  Kreis  und  durch  Gerade, 
lue  man  theils  der  Potenzlinie  parallel^  tl^eils  durch  die  Punkte 
^nnd  Q'  zieht.  Die  in  dieser  Weise  von  a  aus  gezogenen  Ge- 
nden  bilden  zugleich  die  Grenzen  zwischen  gleichartigen  und  nn- 
gieichartigen  Bestimmungstangenten.  Ist  nämlich  i  der  Durch- 
KiiBittspunkt  der  Linie  Uict^  mit  der  Potenzlinie,  so  findet  man  die 
Bcrfihnmgspunkte  ai ,  a^  durch  die  Beziehung 

tCfj  =■  MJfjj  =:  iP'  =  iQ', 

So  lange  aia^  oder  aß  zwischen  y  und  P'  hindorcbgebt^  ist 
«^^(P',  weil  es  dem  stumpfen  Winkel  tP'c  gegenüberliegt;  e 
^  also  ein  äusserer  Aehnlichkeitjüpunkt  und  ß  liegt  ausserhalb  der 
terihrangspunkte ,  so  dass  die  Bestimmnngstangenten  gleichartig« 
sein  müssen.  Geht  aß  zwischen  P'  (oder  y')  und  a'  hindurch^ 
Mist  iP'  >  ia*y  der  Punkt  6  ist  innerer  Aehnlichkeitspunkt,  wäh«- 
rend  j3  die  vorige  Lage  hat,  so  dass  die  Bestimmnngstangenteii 
iDgleichartige  sein  müssen.    Der  gewonnene  Lehrsatz  ist  nun: 

Lehrsatz  V.  Legt  man  an  jeden  der  beiden,  zu  einem  be- 
stimmten System  gehurenden  Beruh rungskreise  irgend  eines  Strah- 
les eines  festen  Punktes,  eine  Tangente  von  irgend  einem  Punkte 
^es  durch  den  festen  Punkt  bestimmten  Kreises,  und  zwar  so, 
^ass  diese  Tangenten  in  Bezug  auf  Gleichartigkeit  oder  Ungleich- 
^keit  sich  ebenso  verhalten,  wie  die  in  den  Strahle  vereinigten 
t>ngeDteo  för  den  zweiten  Einscbntttspankt  des  Strahles,  so  b«^ 

13* 
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sthnmen  diese  TaDgenten  mit  dem  durch  deo  festen  Punkt  geben 
den  Kreise  Sehnen,  welche  Tangenten  sind  des  zweiten  Beruh 
rungskreises  der  im  festen  Punkte  an  den  durch  ihn  bestimmter 
Kreis  gelegten  Tangente. 

Man  nenne  die  von  einem  Punkte  A  des  durch  den  festen  Punkt 
tt  bestimmten  Kreises  M  an  den  ersten  Berührungskreis  il/i  des 
Strahls  gelegten  Tangenten  a^  und  n^'  ^  und  es  sei  die  nach  dei 
Bedingung  des  Lehrsatzes  zu  a^  gehörende  des  Kreises  JH^  odei 
des  zweiten  Bertihrungskreises  des  Strahles^  a^,  die  zu  Oj'  ge 
hurende  a^' ;  ebenso  bi  und  6/,  62  und  62'  für  ein  Paar  Beruh 
rungskreise  eines  zweiten  Strahles  u  s.  w.  Dann  werden,  weon 
der  Punkt  A  feststeht,  auch  durch  die  anderen,  der  Bedioguog 
des  Satzes  nicht  entsprechenden  Tangentenpaare  O]  und  a^,  0% 
und  02»  bi  und  62'»  bi  und  b^»  u.  s.  w.  Sehnen  erzeugt,  welche 
einen  festen  Berührungskreis  haben.  Denn  bezeichnet  man  die 
Einschnittspunkte  der  Tangenten  in  den  Kreis  M  entsprechend 
mit  deutschen  Buchstaben  Ü^,  Ü^',  u.  s.  f.,  so  sind  nach  Lehr- 
satz V.  iliil2,  Üi'ila'*  38i3J2»  T^iT^^' 9  «•  s.  f.  Tangenten  des  durch 
die  Tangente  in  a  bestimmten  Kreises,  ili^iSi*^,  ÜjÜi',  152^2'»  ^1^1' 
aber  Tangenten  des  durch  die  Tangente  in  A  bestimmten  Kreises 
nach  Lehrsatz  L  Betrachtet  man  also  die  Dreiecke  iliit2i'2^ 
Üiilx'ili',  TiiTiJi*i  3  u.  s.  f.,  so  sind  zwei  Seiten  derselben  Tan- 
genten fester  Kreise,  also  auch  die  dritten. 

Ich  bemerke  noch  zum  Schluss  dieses  Paragraphen,  dass  die 
Strahlen  in  der  obigen  Beziehung  a^  und  a^^  ai  and  a^\  bi  und 
62%  61  und  62,  u.  s.  f.  ein  Strahlensystem  bilden,  das  jeden  be- 
liebigen Kreis,  unabhängig  von  dem  Systeme,  aus  dem  das  Strah- 
lensystem hervorgegangen,  in  Sehnen  schneidet,  die  Tangenten 
eines  zweiten  Kreises  sind,  wenn  der  Mittelpunkt  i4  dieses  Strah- 
lensystems in  irgend  einen  Punkt  des  Umfangs  des  Kreises  ge- 
fegt wird.  Denn  die  zu  den  Winkeln  des  Strahlensystems  als 
Peripheriewinkeln  gehurenden  Sehnen  haben  unter  einander  immei 
dasselbe  Verhältniss,  welches  auch  der  Kreis  sei,  und  die  Ge 
sammtheit  dieser  Sehnen  fär  irgend  einen  Kreis  ist  der  Gesamnit^ 
heit  derselben  für  den  Kreis  M  ähnlich. 


§.  10. 

Die  Gleichung  zwischen  den  Radien  und  Mittelponkts* 

entfernungen. 

L    Die  Ableitung  der  Gleichung,   die   sich   schon    in  f*  7« 
und  $.  8.  ergeben  hat,   ist  nun,   nachdem  die  geometrischeo  Be- 
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tnehtongeu  des  §.  9.  vorausgegangen,  auf  einfachere  Art  möglich. 
hu  kann  irgend  einen  besonderen  Fall  zu  Grunde  legen ,  z.  B. 
hy  dass  der  Ausgangspunkt  der  bestimmenden  Tangenten  einer 
^gemeinschaftlichen  Punkte  des  Systems/  oder  den,  dass  der- 
selbe einer  der  in  der  Centrale  befindlichen  Punkte  des  Kreises 
list  Zu  der  einfachsten  Art  aber  führt  der  Zusatz  zum  Lehr- 
ratz IV.  des  vorigen  Paragraphen.  Die  Tangente  in  a  (Taf.  V. 
Fig.  7.),  deren  zweiter  Berührungskreis  J)  zum  Berührungspunkte 
bt,  schneide  die  Potenzlinie  in  n;  aK  liege  zwischen  der  Cen- 
tiUiDie  und  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  Mi  und 
lg)  senkrecht  auf  dieser,  die  Senkrechte  von  a  auf  die  Potenz- 
ioie  sei  gleich  or.    Es  ist  dann 

M^cui  —  aK aK — MiOi 

cfcfa  ««1 

Mier,  nach  der  eingeführten  Bezeichnung  MMi  =  q^,  MM^^=-q^, 
'^=»"2»   ^iai=*'i,    Ma=r  gesetzt: 

v^  +  v^ 

£fl  steht  nun  ai;  auf  aMy  ai  auf  aJT,  ti;  auf  illf AT  senkrecht,  so  dass 

Dr.  awy  cv)  Dr.  aKM 

nd 

at :  ai^  =  aJT :  auf. 

Ferner  ist 

>od,  Mü^  durch  ^3  bezeichnet, 

^^  Punkt  »  ist  die  Mitte  von  cticu^^  und  es  ist 

*®d  welche  Werthe  die  Proportion  Qbergeht  in 
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folglich 


^9» 


(1) 


Man  überzeoi^t  sich  leicht,  dass  diese  Gleichung  gilt,  weni 
die  an  ilf|  und  ßi^  gelegten  Tangenten  gleichartig  sind,  unddaa 
sie  ffir  ungleichartige  Tangenten  übergeht  in 

Mittelst  des  Stewart'schen  Satzes,  nach  welchem 

»••(ffa— Vi)  +  »"aV  -^^92=  9i92(92 -  9i)» 

gehen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  über  in 


^  = ^^=^^ 


(*) 


Diese  letzteren  Formen  muss  man  wählen,  wenn  die  beide 
gegebenen  Kreise  in  einen  zusammenfallen,  q^^^qi  wird.  Fi 
gleichartige  Tangenten  fällt  der  Kreis  M^  mit  M  zusammen  uv 
es  ist 

Für  ungleichartige  erhält  man: 


Ist  für  diesen  Fall  der  Gleichheit  von  q^  und  qi  der  Kreis  i 
gegeben,  so  gibt  es  zwei  Kreise  üf^,  deren  einer  die  Linie« 
in  P,  deren  anderer  die  Linie  tiQ  m  Q  berührt,  wenn  er  wie  N 
her  den  Berührungspunkt  der  gemeinschaftlichen  Tangente  4 
Kreise  M  und  M^  bedeutet ;   demi  (Lehrs.  V.)  nur  fär  die  Str^ 


j 
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oPy  aQ  falleo  die  beiden  Bestimmungskreise»  weiche  die 
Strahlen  des  Puniites  cc  berdhren  mössen,    in    einen  zusammen. 

Aus  den  obigen  Gleichangen  (I)  und  (2)  fiberzeugt  man  sieh 
loch,  wenn  man  nicht  geometrische  Betrachtungen  vorzieht,  dass 
die  Beruhrungen  entweder  ffir  alle  Ccicen  des  dem  Kreise  M  ein- 
geschriebenen Dreiecks  ungleichartig,  oder  fiir  zwei  Ecken  gleich- 
artig, (ur  die  dritte  ungleichartig  sind,  indem  die  Gleichungen  nur 
io  folgenden  zwei  Weisen  neben  einander  bestehen  kOnnen ,  ent' 
feder: 

n  V  93^2  +»'3  V  qiq^^riqi  -^3), 
oder 

n  V^^  -r,  V  qiq^^^riqs'-q^, 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  gewinnt  man  durch   Elini- 
Bition  von  r^  (oder  ri)  noch  eine  neue  Form: 

2iTi  V ^2^8  =  r^ig^—Vi  +9z)'-7i'g2'99  } 

ud  ans  (2)  und  (4)  erhSit  man  dieselbe  Gleichung. 

2.  Der  durch  diese  Gleichungen  ausgedrückte  Zusammenhang 
zwischen  den  Berührungskreisen  der  Sehnen  eines  Kreises  führt 
n  einem  neuen  selbständigen  Beweise  des  Lehrsatzes  IV.  Es 
iSsst  sich  nämlich  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichungen  leicht 
darthun,  wenn  dieselbe  für  einen  einzigen  besondern  Fall  erwie- 
sen ist.  Um  die  Untersuchung  von  der  Realität  oder  Unmöglich- 
keit der  gemeinschaftlichen  Tangenten  oder  der  Durchschnittspunkte 
der  Kreise  unabhängig  zu  machen,  wähle  ich  den  Endpunkt  G 
(Taf.IV.Fig.  8.)  des  in  der  Centrale  liegenden  Durchmessers  GH 
des  Kreises  M,  Von  G  gehen  an  die  Kreise  Mi  und  M^  ^i^ 
gleichartigen  Tangenten  GaA,  GhB;  Ai  und  Bi  sind  die  Pro« 
jectionen  der  Punktet  und  ß  auf  Ofli.  Es  ist  dann,  die  Radien 
md  Hittelpunittsentfernungen  wie  bisher  bezeichnet»  und  OMz 
gesetzt, 

GA:GH=Gti:GJU^, 


(5) 
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Ga  =  V"-2^rG0=  V2qi .  (r  +  m) , 


folglich 


ebenso 


r  +  ^ra 


Wählt  man   für  ^iB  den  hier    allein    zulässigen  Berührungskreis 
Mq,  dessen  Berührungspunkt  zwischen  A  und  B  liegt»   so  ist 


Femer  ist 


AB=z\f2q^.OAi-^  V  2^3 .  O^. 


folglich 


ebenso 


^  ^  +  9^2 


92 

Für  ^i4  und  J?J?  findet  man 

HAiM^a^HG.M^G, 

»•+91 
und  ebenso 


r  +  94 
Nach  dem  ptolemäischen  Satze  ist 

AB.GH^AG.HB=zBG.AH, 
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* 
and  wenn  man  hier  die  gefondeneD  Werthe  einsetst: 

« 
welche  Gleichung  sich  leicht  auf  die  Gleichung  (3)  der  vorigen 
Nommer  znrQckführen  lässt.  Hätte  man  ein  Paar  ungleichartige 
Tangenten  G^B  und  G(t!A'  gewählt,  so  würde  man  zu  der  Glei- 
chung (4)  gelangt  sein.  Die  Gleichungen  der  vorigen  Nummer 
sind  also  fiir  den  ßerührungskreis  einer  Sehne  erwiesen,  welche 
durch  Tangenten  entsteht,  die  von  G  ausgehen;  und  zwar  ist  zu 
bemerken,  dass  für  eine  durch  gleichartige  Tangenten  von  Cr  aus 
entstandene  Sehne  das  q^  kleiner  ist,  als  das  zu  ungleichartigen 
Tangenten  gehurende,  wovon  man  sich  augenblicklich  durch  die 
Gleichungen  überzeugt. 

Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  wenn  die  Endpunkte  einer 
Sehne  ^JS  mit  G  verbunden  werden,  die  Gleichungen  nicht  nur 
ar  Auffindung  des  ßerührungskreises  der  Sehne  AB,  aus  denen 
ron  GA  und  Gß^  sondern  auch  zur  Auffindung  eines  dieser  letz- 
teren aus  den  beiden  anderen  dienen,  oder  dass  sie  überhaupt 
gültig  sind,  wenn  nur  eine  Ecke  des  Dreiecks  in  G  liegt 

Da  von  A  an  den  Kreis  M^  noch  eine  Tangente  geht,  ausser 
AB,  die  man  sich  unter  AT$  vorstelle,  so  gibt  es  auch  ausser  GB 
noch  eine  zweite  GH,  welche  mit  GA  den  Kreis  M^  hervorbringt. 
Der  zu  dieser  Sehne  GH  gehurende  Berührungskreis,  derjenige 
aatudicb,  dessen  Berührungspunkt  zwischen  G  und  T$  liegt,  habe 
den  Mittelpunkt  Uta,  und  es  sei  MSXi^=^(\ii-  Da  S  auf  dem  Bogen 
zwischen  A  und  G  liegen  muss,  so  Ist,  übereinstimmend  mit  d^ 
Bemerkung  über  gleichartige  und  ungleichartige  Tangenten,       , 

Ans  den  Gleichungen  (1)  und  (3) 

findet  man 

imd  da  nach  dem  Stewart'schen  Satze 
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Ti^qs—r^^qi  =  (qs—qi)  (r^—qiqs) » 

und  die  vorige  Gleichung  sich  omformeD  läset  in 

« 
so, ergibt  sich,  wenn  man  r^  —  qiq^  eliminirt: 

*-*(93 — ^i)*  -  ^n-i  V^y29^  (qB — qi)  +  n^q^q^  =  Vyi  va» 


oder,   da  qi^qz'* 


welche  Werthe  sich  ihrer  Grösse  gemäss  so  vertheilen,  dass 

—  r(yi— ya) 


^3  V'^'i  +  ri  STq^ 

Das  Vorzeichen  —  im  Werthe  too  V^<|2»  welches  Obrigens 
auf  i^  selbst  keinen  Einflnss  hat,  kommt  daher,  dass  man  von 
einer  Gleichung  ausgegangen  ist,  in  welcher  92  >^]  war,  wäh« 
rend  <|2  <  ^1 ,    so  dass  fOr  ^2  ^^^  ^^^  zugehörige  t^  die  Differenz 

Tiyf  qo^—T.j^STqi  hätte  umgestellt  und  in  x^^W^i — riV^ verwan- 
delt werden  müssen. 

Nachdem  nun  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (1)  bis  (4)  für 
Dreiecke  nachgewiesen  ist,  die  eine  Ecke  in  G  haben,  fehlt  noch 
der  Beweis  der  allgemeinen  Gültigkeit.  Man  nehme  ein  beliebi- 
ges Dreieck  ABC  und  verbinde  dessen  Ecken'  mit  G  und  denke 
sich  dann  die  Berührungskreise  der  sechs  entstandenen  Sehnen, 
deren  Berührungspunkte  alle  zwischen  den  Endpunkten  der  Seh- 
nen liegen  mögen.  Der  Berühnnigskreis  tob  GA  sei  üfi,  von 
GB-^M^,   von  GC — Jlf^,    von  AB — Jlfj,    von   AC-^M^^  von 
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BC  -  M^.    Man  hat  dann  mit  BerflckftichtigttDg  der  Art  der  Be- 
rfihraog  für  das  Dreieck  CBG : 

das  Dreieck  CAG: 


folglich 


(yÄ-%)(^-gi?4)=(r5V*^+ra\^95)(r4V^-rjiV^, 

Nim  ist 

(fl'a  —  %)  (»^  -  »1^4)  -  (gl  —  ^4)  (»^— y29'5) 

=  (g2— gl)  (r*-  g4g5)  —  (g5  — g4)  (»^— glg2). 

('»V^+ra  V^)(r4  V^i^-ri  V^-Crft  V^-ra  V^)(r4  V^+n  V^ 
=  (röV^+r4V^)(raV^-riV^) 

-fr5^g;-r4\^gi)(r2V^+nV^, 

folglich 

(g2—  gl)  fr*—  g4g6)  —  (g5— g4)  (»^  — glg2) 

Zugleich  ist,  wegen  d*s  Dreiecks  ABG: 
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und  nach  dem  Stewart'scben  Satze: 

^öV94+r4Vy5 
wodurch  die  GleichuDg  übergeht  lo 

(Xi  yfqz^rTs, ^Vi) fr*-^ 9'49ö) -^T^  —  (^6 - 94) fr*— 9i92) 
=-  (r«-  9i9a)  (r«  V^ + r^  ^^)  ^ 

»•ö  V94  +  »•4  ^»6 

oder 

^{(r«-9495)(ri  1^^+ra^9r)  +  (»^-9i92)(r5  V^  +  r4  >fq,)\ 

rflV^4+r4V96  ^ 

oder 

Vy8_         g5-94 

wie  es  für  das  Dreieck  ABC  sein  muss. 


§.  11 

Coordinatenwerthe    für    Sehnen,    welche    einen   Kreis 

berühren. 

Die  Sehne  AB  des  Kreises  M  werde  vom  Kreise  üfj  in  D 
berührt»  die  Projectionen  der  Punkte  A,  B,  D  auf  die  Centrale 
seien  Ai,  Bi,  Z>| ;  GG^  und  HHi  seien  Senkrechte  von  den  End- 
punkten Gt  H  des  Durchmessers  GH  auf  AB,  Setze  wie  bis- 
her OM=m,  OiI!fi=iiii,  MMi:=qi,  MP=zr,  3liP=zri,  ferner 
-^-^i=yi>  OAi:=Xi,  BBi^y^y  OBi^x^. 

Dass 

ys*=(r-fm— Ä^  (r— iii  +  a?a)  3 


ist  bekannt 


J 
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Weil  die  Peripheriewinkel  ober  HB  m  A  und  G,  so  wie  die 

ober  AG  an  B  und  H  u.  s.  w.  gleich  sind,   so  hat  mau  folgende 
Sboilche  Dreiecke: 

AHAi  cv  GBGi , 
HAHi  cv»  BGBl , 
BHBiC^GAGi, 
HBHiCoAGA,; 


•        I 


HAiiHA=BGi'.BG, 
HA:BiA=BG:BiG 

U.      8.      W. 

wraus  man  durch  Multiplicatlon  erhält: 

HAi:HiA  =  BGi.BiG, 

nd  da 

BiA  =  GiB, 
BiB  =  GiA, 

»Ml  ein  Perpendikel  von  M  auf  AB  sowohl  AB  als  &Ä    hal- 

Wt,  80  ist  J     I         ■ 

I 

HiA^=GiB^ 

^^  BAi .  GBl , 
»«US  sich  die  Gleichungen  ergeben : 

£f,Äa=  GiA^=(r—m  +  a:a)(r +  m-a:,). 
^  hat  ferner  die  Proportion 

HHi'.HA  =  BBiiBG, 
GGi-.GB—AAi-.AH, 

"onus,  mit  Benutzung  der  Beziehungen, 

HA^  =  HAi .  GH, 
BG^=GBi.GH, 
AAi^=  HAi  .GAi. 
BBi^z=BBi.GBi 

«*>lten  wird: 


(2) 


L 


(3) 
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oder 

»Äi«  =  (r— m  +  orj)  (r— m  +  jr«), 
GGi'^^  (r  +111 — arj)(r  +  iii — a^. 

Ffir  die  drei  Parallelen  HHi,  GGi,  MiD  ist 

HH^^GGr.HG  =  M^D'^GGi:GMi 

oder 

HHi.GMi  +  GG^.BMi-MtD.HG,  ...    (4) 

eine  Gleichung,  die  als  allgemein  geltend  betrachtet  werden  kann, 
ivenn  man  beim  (Jebergange  von  Mi  auf  die  andere  Seite  des 
Punktes  H,  die  Grosse  HMi  als  negativ  in  Rechnung  bringt  and 
ebenso  jedes  Perpendikel  negativ  nimmt,  das  nach  der  andern 
Seite  der  Linie  HG  hin  gerichtet  ist:  jenes  ist  der  Fall,  wenn 
man  den  zweiten  Berfihrungskreis  der  Linie  AB  betrachtet,  die- 
ses, wenn  AB  die  Strecke  Cr jfif  schneidet.  Mittelst  der  Gleichun- 
gen (3)  erhfilt  man  aus  (4): 

(5) 

(*'+9i)V^(»'— »»+^i)(»'— w+^J+i.r— ^i)V^(r+m— ari)(r+m--a:2)=2rri. 

Man  hat  In  ähnlicher  Weise 

* 

BBx'-AAi.AB  —  DDi^AAiiAD, 
BBi.AD+AAi.BD-DDi.AB. 

Ist  AaWAiBi,  so  Ist 

Dr.  ABacoDM^Di, 

da  die  Seiten  des  einen  dieser  Dreiecke  auf  denen  des  andern 
senkrecht  stehen ;  und  es  verhält  sich : 

AttxAB^DDixDMi 
oder 

AiBx  iAB=:DDiiDMi, 

folglich,  wenn  man  ADi^z^^iXn  BD  =  ^2^1X2 >  AAi=!fv 
BBi  =  y^  setzt : 

Vi  (a?i  — ara)=  V2^^.yi  +  V  2y,ari  .^2-      •    •    (^^ 
Da 
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AB  =  AD^BD 

w  Igt  zufolge  der  GleichungeD  (2) : 

—  V(r— m+ar^Xr  +  m— a:,).  ' 

Eine  andere  Gleichung  findet  sich  noch  aus  der  Propprtion : 
GiB,:GH=AiBi'.AB 

=  (  V^+  V^  ( V^-  V^ :  Vl^  (V^+ V^ 
iIm 


+  V^(,r — f»  +  ar^)  (r  +  m  — oti).  } 


(8) 


Welche  Zeichenänderunf^en  in  diesen  Gleichungen  für  beson- 
Fälle  nothwendig  sind,  ist  leicht  zu  sehen.  Ich  will  nur 
Doch  zeigen,  wie  dieselben  sich  zum  Bevreise  des  Lehrsatzes  IV. 
iHiDützen  lassen.  Nimmt  man  in  Taf.  IV.  Fig.  9.  zu  den  Punkten 
A  ond  B  noch  den  Punkt  C  hinzu  und  denkt  sich  die  Berührungs* 
beise  M^  für  AC,  M^  für  BC,  so,  dass  die  Berührungspunkte 
aofden  Sehnen  selbst  liegen,  so  gelten  die  obigen  Gleichungen 
tir  JC,  wenn  man  x^y  ^2  ™*'^  ^^^  Coordinaten  ^3,  y^  von  C,  qi 
loit  729  Ti  mit  r^  vertauscht,  für  CB ,  wenn  man  Xi,  yy  mit  0:3,  ^3, 
nod  die  Constanten  des  Kreises  Mi  mit  denen  des  Kreises  M^ 
vertauscht.  Man  findet  dann  aus  (7)  und  (8)  durch  Addition  und 
Sobtraction : 

2  V  (r  —m  +  ^1)  (r  -f-  m  —  dTa) 
2  V^(r — m  +  iTa)  (r + m  — arj) 


9mi4äe:   Oeber  KreUe,  mieke 


9V(r— m  +  oTiXr+m— ars) 


2  STir^m  +  x^)  (r  +  m— äTi) 


^(;fe-^)-^^"^(^+^^> 


«i^*** 


PtTbloD : 


I 


^ 


j .' 


'•i 


M.r.i 


V"r— m+arg      V^    V":ri(r— ^2)— V^arsfr  +  i^ 
vnan  findet: 

V  r +m— a-3 .  V^.  (r+^i)—  V  r+m-^x^.  V^.  (r  +  92) 

Vr— m+ar3.Vy^.V^a:2.(r+yi)-V^r— m+ar2.Vyi[.V^.(r-hyt) 
Vr  — »1+0:3 .  V^^a  •  (»•—9^1)'^  Vr— m+ara-  V^'i .  (r— yj 


IV 


r  wenn  man  diese  Werthe   einander  gleichsetzt  und  die  Pro- 
bildet: 


it 


dtuetben  DurehtcbtämpunlU«  kauen. 


.«r'b 


sl  <, 


1-  .M  + 

I  +  s 


<;     1- 


E  + 
g.  ^ 


1   ^  T 


ff   +  + 

■■      I  I 

l  l 

I  I 

+  + 


it^. 


-Vf 

X     1 

^t 


,.^ 


.^T 


£  ^ 


^Uiini. 
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und,    nachdem  maD  mit  V^^i^a* — y-n—       divWirt  bat: 

welches  die  Gleichung  (5)  de»  vorigen  Paragraphen  ist 

S.  12. 

Die   Verbindungslinien    der    Berührungspunkte. 

Von  einem  Punkte  A  (Taf.  V.  Fig.  10.) ,  den  man  sich  auf 
einem  Kreise  M  eines  Systems  denken  mag,  gehen  an  die  Kreise 
Mx  u"d  ^a  ^'»e  Tangenten  AB^  und  AB^\  man  verbinde  die  Be- 
rührungspunkte und  fölle  auf  die  Verbindungslinie  die  Senkrech- 
ten AA*y  MiDiy  M^D^y  weiche  letzteren  beide  auf  den  Tangen- 
ten die  Punkte  C^,   C«  bestinunen;   dann  ist 

AB^iAA'^CtB^.C^D^, 
ABi:AA=CtBi:(\Di; 

folglich 


Nun  ist 


AB^.AB^^f^jj^fjjy^ 

^^D^'^  D^B^' 
C^B^^^Bx. 

also,  wean  man  der  leichteren  üebersicht  wegen  die  Tangenten 
mit  i|,  <»f  die  entstehenden  Sehnen,  deren  Htiften  BiA»  B^Ih 
sind ,   mit  *i  •  H  bezeichnet : 

oder 

Man  hat  sonüt  den  Sats: 

lehn  all»  Gehen  von  den  Punkten  eines  Kreises  eines 
Systems  an  zwei  andere  Tangenten,  so  werden  diese  letzteren 
Kreise  durch  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  so  ge- 
•choUten,  dass  die  entstehenden  Sehnen  ein  festes  Verbfiltois» 
habea,  und  zwar  Ist  das  Verhältnis«  der  Sehnen  snsammeDgesetst 
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UM  dem  Verbähniss  der  Radien  und  dem  Verhältniss  der  Tan« 
fenten,  welches  letztere  gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  Po- 
lenzen?erbältniss,  oder  aus  dem  Verhältniss  der  Entfernungen  der 
Mittelpunkte  von  dem  des  ersten  Kreises  ist. 

Hierzu  fuge  ich  noch  den 

Lehrsatz.  Alle  Geraden,  welehe  zwei  Kreise  unter  einem 
festen  8ehnenverhältniss  schneiden,  sind  Tangenten  eines  Kegel* 
Schnitts,  der  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  he« 
röhrt;  und  umgekehrt,  die  Tangenten  eines  die  gemeinschaftlichen 
Tangenten  zweier  Kreise  berührenden  Kegelschnitts  schneiden  die 
Kreise  so,  dass  die  entstehenden  Sehnen  ein  bestinimtes  Ver- 
bütniss  haben  und  die  in  den  Durchschnittspunkten  an  die  Kreise 
Regten  Tangenten  sich  auf  einem  Kreise  des,  durch  die  beiden 
gegebenen  bestimmten,   Systems  schneiden. 

Es  ist  zuerst  klar,  dass  die  Durchschnittspunkte  der  inneren 
jiemeinschaftlichen  Tangenten  mit  den  äusseren  auf  einem  Kreise 
liegen,  welcher  die  Verbindungslinie  MiM^  der  beiden  Mittei- 
^l[te  zum  Durchmesser  hat.  Denn  sind  E,  F,  £',  F'  diese 
hikte,  so  dass  EE* ,  FF'  die  inneren  gemeinschaftlichen  Tan- 
jfnten  sind,  so  wird  durch  die  Gerade  M^F  z,  B.  dereine,  durch 
Ulf  der  andere  der  beiden  Nebenwinkel  halbirt,  welche  durch 
(las  Zusammentreffen  der  inneren  Tangente  FF'  mit  der  äusseren 
£F,  am  Punkte  F  entstehen,  und  es  stehen  daher  il/sFund  MiF 
uf  einander  senkrecht,  woraus  die  Lage  des  Punktes  F,  sowi« 
der  anderen  genannten  Punkte,  auf  dem  bezeichneten  Kreise  folgt. 
Die  von  den  Endpunkten  des  Durchmessers,  M^  und  iK/j,  auf  die 
Sehne  FE  gefüllten  Perpendikel,  oder  die  Radien  r2,  r^,  sind,  wenn 
diePonkte,  in  denen  FE'  und  EF'  die  Centrale  MiM^  schnei* 
^,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Fusspunkte  der  auf  diese  gefäll- 
ten Senkrechten  mit  P  und  Q  bezeichnet  werden  (in  den  früheren 
Paragraphen  P*  und  Q'),  die  mittleren  Proportionalen  zwischen 
iVs^und  M^Qy  M^P  und  MxQ%  was  im  vorigen  Paragraphen 
Wiesen  ist.     Man  hat  also 

r^^=^MiP.MiQ. 

Ist  ilf^^  eine  Senkrechte  auf  M^JUi  bis  zum  Einschnitt  in  die 
Gerade  B^B^,  die  FE'  und  EF'  in  H  und  G  trifft,  so  hat  mao 
(der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  gemäss): 

M^I^.PQ  +  PG.W^Qr=QH.»t^P. 

^  ist,  da  Jir^d  auf  QP,  MJ}^  auf  HG  senkrecht  9X^\k%\ 

M^i^iM^D^^GHiPQ, 

w 
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folgficfa,  weBB  mmn  3I^D^^   h\»  den  Radios  des  am  M^ 
benen  Berohrangskreises  der  Lioie  B^B^^    mit    q^,    and  ebensi 
MxDi  mit  ^  bezeichnet, 

P2 .  GH=^  QU.  M^P--  PG .  M^Q 
imd  ebenso 

Qi.GH=PG.3I:Q'-QH.MiP. 

Für  die  halbes  Sehneo  B^D^  and  i?iZ)i  hat  man 

B,D,^=r,^^Q,\ 

ond  wenn  man  für  r^,  9if  r|,  pi  die  gefondenen  Aasdrfiefce  in  A» 
wendnng  bringt: 

GB*.BiDi*=GlP.isi^=Gm.JUiP.]UjQ-(PG.JU^Q-QH.iaiPf^; 

also  f&r  das  Sehnenverliältniss : 

«g»      GH^.jg^P.niiQ—iQB.ia^P-PG.MtQ)* 
«,«  ~  Gm.JUiP. MiQ  -  {PG.JUtQ—QH.  MiP^' 

Es  ist  aber 

GÄ«  =  P(P  +  (Off-  PG)**. 

PQ»=(9J^P—ia2Q)  (/W,  Q — )7,  P) 

=z3hP.iaiQ-^9t^Q.MiP—ia.iP.MiP—M^Q.MiQ 

— i»/jP. Jtf, P  +  2 \^ jy^P  ;Wi P.JU^Q.MiQ- M^Q . MiQ 


=(V  la^P.MiQ-  V  iUaO-Wi  P)^-(V AhP.MiP-V  M^Q.Mi^ 

und  da 

VJ/8P.;W,P=P£, 

so  ist 

PQ2=  (STm^P.  JUiQ  -  VJ/aQ.if/.P)«— (PJB  -  QF)», 

G1P=  (V  M^P.M.Q-^ühQMxP)'^  +  «?^- PG)^-(PE-Qff 
=  {1/  M^PÜliQ  —  W  la^Q.ia^P)^ 
-  (QF+  QH—  PE  -  PG)  (QF-  QH—PE+  PG) 
=:(y/M^P.  MiQ-VlÜ^M^'^  -  {HE'  -  GF>)  (BF-Q^ 

ond 


dtetelöen  DureA*cänttttpu$iMte  kaben. 
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SEK MiP. M^Q= (V  MtP.MiQ.  M^P.  Jlf, Q 

-  VMJ'  .  M^Q  .JU^Q.MiP)* 
—  M^P.  ni^Q .  {HE'  -  GF')  {HF—  GE) 
=(JUiP.  QF—  MiQ .  PE)* 
— M^P.  M^Q .  (HE'  -  GF')  (HF—GE), 

in  ibDncher  Weise : 


GB^.M^P.MiQ^iMiQ.PE—MiP.QF)* 
—  IfftP.IUiQ.  (HE'—GF')  (HF-  GE). 

Vereioigt  man  die  ersten  Glieder  dieser  Ausdrflcka  mit  den  zwoi- 

ten  im  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  für  ~a  »  so  kommt: 
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206  Qnidde:  (JeberKreise,welehe dieselben BurchschtHitspunkte haben, 

woraus  man  sieht,  dass  das  Sehnenverhältniss  der  Kreise  Mi  niid 
'üfs  TOD  dem  Verhältniss  der  Producta  HE'.HF  und  GE,GF' 
oder  voo  dem  Verhältniss  der  Potenzen  der  Punkte  H  und  G  in 
Bezug  auf  den  Kreis,  der  MiM»i  zum  Durchmesser  hat,  abhängt, 
und  das  eine  dieser  Verhältnisse  unverändert  bleibt,  so  lange  das 
andere  seinen  Werth  behält. 

Der  Beweis,  dass  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  der 
EE',  FF\  EF,  E'F'  berührt,  die  Kreise  M^  und  M^  unter  dem- 
selben Sehnenverhältniss  schneiden,  hat  nun  keine  Schwierigkeit 
mehr.  Durjh  die  Tangente  B^B^y  welche  E'F'  in  a',  £F  in  a 
schneide,  ist  der  Kegelschnitt  bestimmt,  und  schneidet  eine  an- 
dere Tangente  desselben  E'F'  in  Ib',    EF  in  6,    so  muss: 

o}FJ ^b^'  _aE^bE 
a'F' '  b'F'  ~"  <iF  '  bF ' 

a'E'   aE      b'E' ,  bE 
a'F' '  aF  ""  b'F' '  bF ' 

oder  tB  muss  der  Ausdruck 

a'E' ,  aE 
a'F' '  aF 

coDStatit  sein.    Es  ist  aber 

a'E'      HE' 
a'F'  ^  GF'  • 

aE  _  GE 
oF'^HF' 

a'E'  aE _HE'.HF 
a'F'öF''  GF'.GE' 

HE'.  HF 

und  durch  das  Verhältniss  q-^/  f>£  >st  ^^  SehnenTerhältniss  der 

Kreise  3f^  und  ilf]  bestimmt. 


Brumri:   MUm^nUare  Bmtmnnm§  ä$9  fmäaia  der  Fätimr.   9t7 


Elmneiitare  Bestimniüng  des  Inhalts  der  Fasser. 

Von 

dem    Herausgeber, 


Einleitung. 

Im  Archiv.  Tbl.  XX.  Nr.  XVII.  S.3Ü1.  babe  icb  eine  Ab- 
UoDg:  „Ueber  den  Inhalt  der  Fässer*'  geliefert»  in  wel- 
ckrich  mittelst  der  Integralrechnung  die  genaue  Formel  2ur  Be* 
(fioiDung  des  Inhalts  der  Fässer  entwickelt  und  aus  derselben 
b  die  Praxis  zweckmässige  Näherungsformeln,  insbesondere  auch 
^eberubmte  Lambert*sche  Fassregel»  abgeleitet,  zugleich 
^tx  auch  auf  die  Verbesserungen  hingewiesen  babe,  deren  die 
letztere  Kegel  noch  bedürftig  sein  mochte.  Wegen  der  ungemei* 
Ben  praktischen  Wichtigkeit  der  Lambert'schen  Fassregel 
bbe  ich  mich,  im  Interesse  des  stereometrischen  Elementar -Un* 
Nichts,  neuerlichst  vielfach  bemöht,  eine  möglichst  einfache  ele« 
■entare  Entwickelung  dieser  w  ichtigen  Regel  zu  finden.  Je  frucht- 
loser meine  in  dieser  Beziehung  angestellten  Versuche  anfönglich 
*>ren:  desto  angenehmer  wurde  ich  überrascht,  als  es  mir  gans 
^or  Kurzem  gelang,  eine  Entwickelung  nicht  bloss  der  in  Rede 
•tehenden  Regel,  sondern  selbst  auch  ihrer  noth wendigen  Ver- 
besserung, zu  finden,  welche  ich  fär  so  ungemein  einfach,  ele- 
N  und  allgemein  instructiv  halte,  dass  ich  keinen  Anstand 
>cbiDe,  dieselbe  zu  d:>r  allgemeinen  Aufnahme  in  den  stereome- 
^hen  Elementar- Unterricht  dringend  zu  empfehlen,  ganz  vor« 
^l^ich  nnd  vor  allen  Dingen  auf  eine  mehr  praktische  Richtung 
verfolgenden  Lehranstalten,  also  auf  allen  sogenannten  höheren 
Birgerschulen,  Realschulen,  Gewerbeschulen,  u.  s.  w.  Auch  leugne 
^  nicht,  dass  mir  die  ganz  zufallige  Auffindung  dieser  Darstel* 
""^S^^ebe,  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich  ist,   eben  deshalb 
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▼iele  Freude  gemacht  hat,  und  dass  ich  sehr  wünsche»  durch  die 
selbe  Etwas  zur  Vervollständigung  und  Verbesserung  des  stereo 
metrischen,  und  somit  des  geometrischen  Unterrichts  überhaupt 
auf  den  genannten  Lehranstalten  beizutragen.  Möge  dieser  Uo 
terrichty  bei  völlig  strenger  theoretischer  Grundlage^ 
Immer  mehr  und  mehr  eine  Richtung  auf  das  wirklich  praktisch 
Anwendbare  nehmen,  und  die  Kräfte  der  Schüler  nicht  durch  eine 
Menge  oft  ziemlich  unnützer,  wenn  auch  rein  wissenschaftlich  zu 
weilen  keineswegs  uninteressanter,  geometrischer  Sätze  und  Satz 
chen,  und  meist  eben  so  unnützer  geometrischer  Constructionen 
die  Jeder,  wer  nur  etwas  mathematischen  Geist  besitzt,  sichleicb 
in  unendlicher  Menge  ausdenken  kann,  zersplittern  und  ermüden 
Möge  man  sich  versichert  halten,  dass  auf  dem  ersteren  Wege,  —  im- 
mer, was  ich  nicht  genug  wiederholen  kann,  bei  grösster  Strenge 
der  wissenschaftlichen  Darstellung,  und  ununterb röche* 
ner,  vorzugsweise  auf  das  Praktische  gerichteter  Ue« 
bung  in  der  Auflösung  recht  vieler  dahin  zielender  Auf 
gaben,  —  die  Stählung  der  geistigen  Krallt,  im  Allgemeinen  die 
tüchtige  Vorbereitung  für  den  künftigen  praktischen  Beruf,  die  Erhöh- 
ung des  Interesses  an  der  reinen  Wissenschaft  u.s.  w.  im  Allgemcinei 
sicherer  und  schneller  erreicht  und  erzielt  wird,  als  auf  dem  letzteren 
welcher  nur  zu  leicht  Ermüdung  und  Ueberdruss,  namentlich  bei  tüchti- 
gen praktischen  Naturen,  herbeiführt.  Nur  erst,  wenn  man  allgemein 
den  ersteren  Weg  zu  betreten  sich  entschliesst,  wird  auf  unseren 
Real-  und  höheren  Bürgerschulen  der  mathematische  Unterrichl 
wahrhafte  Früchte  tragen;  aber  freilich  gehören  dazu  auch  seht 
tüchtige  Lehrer,  weil  gewiss  nur  der  Lehrer,  welcher  selbst  durch  und 
durch  Mathematiker  ist,  fruchtreiche,  geistig  anregende  praktische  An^ 
Wendungen  zu  machen  und  zu  denselben  seine  Schüler  sicher  zu 
führen  fähig  ist;  und  ausserdem  ist,  wenn  der  in  Red%  stehende 
Weg  glücklich  betreten  wertlen  soll ,  jedenfalls  eine  theilweise  Um- 
gestaltung der  Wissenschaft  nuthig,  indem  dieselbe  am  wenigsten 
in  der  .Weise,  wie  sie  in  den  Lehrbüchern  mancher  unserer  gewöhn 
liehen  mathematischen  Pädagogen  dargestellt  zu  werden  pflegt^ 
zu  dem  in  Rede  stehenden  Zwecke  etwas  taugt.  Ich  werde  niich 
sehr  freuen,  wenn  die  folgende  Darstellung,  der  man  gewiss  nichl 
den  geringsten  Mangel  an  vollkommener  wissenschaftlicher  Strenge 
vorwerfen  können  wird,  wenn  man  nur  nicht  übersieht,  dass  die 
gewonnenen  stereometrischen  Formeln  durchaus  nur  Näherungs- 
formein  sind  und  sein  sollen  *),  und  auf  ein  anderes  Prädicat  gai 

*)  Die  genaue  Formel,  die  nur  mitteUt  der  Integralrechnapg  «rbsK 
teil  werden  kann,  in  der  Praxis  aber  auch  gar  nicht  gebraucht  v^ 
a.  m.  Archiv.  Tbl.  XX.  S.  307. 
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keineo  Anspruch  machen  kannen.  Als  ein  dankenswerther  Beitrag 
20  der  in  Rede  stehenden  wissenschaftlichen  Umgestaltung  erkannt 
werden  sollte. 

Hlerhei  muss  ich  mir  ndcb  die  folgende  Bemerkung  erlauben. 
Herr  Professor  Koppe  hat  in  seiner  Schrift:  ,,Ein  neuer  Lehr* 
satz  der  Stereometrie.  Essen.  1843.  S.  34. *'  nach  seiner 
Meinung  eine  elementare  Entwickelung  der  Lamb  er  tischen 
Formel  —  denn  diese  meiqt  er  doch  wohl?  und  von  einer  andern 
kann  in  der  iThat  auch  bei  der  jetzigen  Lage  der  Sache  gar  keine 
Rede  sein  —  zur  Inhaltsberechnung  der  Fässer  gegeben,  und  sagt 
in  der  Vorrede:  ,,\Vas  endlich  noch  den  Anhang  über  die  Aus- 
mes-song  der  Fässer  anlangt,  so  ist  es  mir  beim  Vortrage  der 
Stereometrie  immer  als  eine  Lücke  erschienen,  dass  ich  nicht  im 
Stande  war,  meinen  Schülern  eine  auf  elementarem  Wege  abzu- 
leitende Anweisung  über  die  Inhaltsberechnung  dieser  Kürpergat- 
tong  mitzutheilen,  welche  so  vielfache  Anwendung  findet.  Viel- 
leicht haben  andere  Lehrer  das  nämliche  Bedürfniss  gefühlt,  und 
80  wird  denselben  der  Anhang,  welcher  sich  durch  Einfachheit  des 
Besultats  sowohl,  als  der  Ableitung  für  den  Schulunterricht 
ODptiehlt,  eine  willkommene  Zugabe  sein.'*  Hiergegen  ist  nun 
aber  zu  bemerken,  dass  Herr  Koppe  das  Fass  durch  Umdrehung 
einer  halben  Ellipse,  oder  vielmehr  eines  viereckigen  Theils  der- 
selben,  um  die  Hauptaxe  der  Ellipse  entstehen  lässt,  wie  «jucb 
ich  beispielsweise  in  meiner  Abhandlung  über  den  Inhalt  der 
Fasser  im  Archiv.  Tbl.  XX.  S.  315.  gethan  habe;  und  unter 
dieser  Voraussetzung  lässt  sich  allerdings  auf  verschiedene 
Arten  der  Inhalt  des  Fasses  ganz  genau  auf  elementarem  Wege 
bestimmen.  Dieses  Koppe'sche  Fass  ist  aber  gar  nicht  das 
Lambert'sche  Fass,  welches  so  entsteht,  wie  ich  gleich  nach-*, 
herzeigen  werde;  und  das,  worauf  es  bei  diesem  Gegenstande 
lediglich  ankommt,  ist  eben  die  Inhaltsbestimmung  des  Lam* 
bert'schen  Fasses,  auf  welches  die  von  Herrn  Koppe  gebrauchte 
Methode  oder  eine  ähnliche  gar  nicht  anwendbar  ist,  weshalb 
ich  auch  die  von  Herrn  Koppe  angegebene  elementare  Me- 
thode, insofern  es  sich,  was  ja  doch  hier  der  Fall  ist,  um  die 
Inhaltsbestimmung  der  Fässer  zu  praktischem  Gebrauche  handelt, 
za  der  Aufnahme  in  den  stereonietrischen  Elementar -Unterricht 
nicht  empfehlen  kann,  weil  ein  solcher  Körper  wie  de^r  voa 
Herrn  Koppe,  betrachtete,  bei  der  jetzigen  Lage  der 
Sache,  ein  Fass  gar  nicht  genannt  wird. 


•  • 
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•   I. 

Erklärung. 

Wenn  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ABCD  ein  Rechteck  und  CED  ein  durch 
die  Punkte  C  und./)  beschri ebener ,  gegen  AB  und  CD  concaver 
Kreisbogen  ist,  dessen  Mittelpunkt  also  in  der  auf  der  Linie  AB 
in  ihrer  Mitte  M  senkrecht  stehenden  Linie  EE'  liegt :  so  beisst 
der  durch  Umdrehung  der  Figur  ACEDB  um  AB  entstandene 
Ktirper  ein  Fass.  Die  Linien  CC  und  DD'  heissen  die  Bo- 
dendurchmesser, EE'  heisst  der  Spunddurchmesser  oder 
die  Spundtiefe«  AB  nennt  man  die  Hohe  des  Fasses. 

n. 

Arithmetischer   Bülfssatz. 

Wenn  n  und  m  positive  ganze  Zahlen  beaeichtteD, 
•o  nähert  sich  der  Bruch 

1*»  +  2^  +  3"»+ ....  +  n*» 

wenn  man,    indem  m  ungeändert  bleibt,   n  in's   Uhend- 
Hohe  wachsen  lässt,  dem  Bruche 


m+l 


als  seiner  GrSnze  immer  mehr  und  mehr,  und  kann  der- 
selben beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt. 

Beweis. 

Weil,  wie  man  sich  leicht  durch  Multiplication  mit  a — A  aaf 
beiden  Seiten  überzeugen  kann, 

—T —  =  o«  +  a«--*6  -f  a"^H^  -f ....  +  a6*»-*  +  6»» 

ist,  so  ist 

=  (n  -f  l)«-f  (n  +  l)«»-in  +  (n  +  l)«-«n«+ ....  +  (n-f  J)n*»-»+n"», 
also  offenbar,    wenn  nur  m>0  ist: 


de$  MkiUs  der  FOsser.  Ut 

(n  +  l)«+i^n»+i<(iii+l). («+!)«;     - 
oder: 

(m+ 1) .  n«  <  (n + 1)«+*  —  n«+*  <  (m + 1) .  (n+1)»; 
folglich,  indem  man  für  n  nach  und  nach  0,  1,  2,  3^....n  setzt: 

(m  +  1)  .0«  <  l«+i_Om+i  <  (m  +  1) .  1», 
(m  +  l).l'»<2«+*--l"H-i<(m+  1).2«, 
(m  +  1) :  2»»<3«+i— 2»"+!  <  (m  +  1) .  3«, 
(in  +  l).3'»<4'»+»~3«+i<(m  +  l).*», 

U.      8.      W. 

(m + 1) .  n»  <  (n + l)"»+i — nw+1  <  (m + 1) .  (fi+l)w . 

Addirt  man  nuu  auf  beiden  Seiten  und  hebt  aof »    was  sieb 
«Aeben  lässt,  so  erhält  man: 

(m  +  l){l«  +  2«  +  3'»  +  ....  +  n~}  <(n  +  l)«+i, 

(m  + 1)  { 1"» + 2»»  +  3'»+....+(n+l)"»}  >(«+l)«+i ; 

/ 

iko: 

(n  +  l)"H-i 
l«  +  2«  +  3«  +  ....  +  n'»  <  ^-^qfj— ' 

ii"+2»»+3«+....+(i»+i)'»> ^  ^_j^^    ; 

^er,  wenn  man  in  der  zweiten  Relation  n — 1  für  n  setzt: 

(n+l)«+i 


l«  +  2«  +  3«  +  ...,  +  n«< 


m 


TT-' 


7/1  +  J 

'^^Slidi»  wenn  man  anf  beiden  Seiten  mit  n"*^^  dividirt: 

;^Hi <STi^+«^     ' 

l»+2«  +  3"  +  .».+n«         1 
Nier  ist  der  Bruch 
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ein  der  Null  sehr  nahe  kommender  Bruch,  and  gegen  diese  sehr 
kleine  Grösse  ist 

8 


(^) 


eine  sehr  kleine  Grösse  von  der  dritten  Ordnung;   also  kann  man 
nach  dem  Obigen  mit  sehr  grosser  Annäherung 

R     \rJ  ■"     R    \rJ   -"' 
folglich»  auch 

setzen;    aus  welcher  Gleichung 


also 


y>=Ä«-2Ä(Ä-r)^  +  (ß-r)«^ 


folgt,  natürlich  mit  nur  annähernder  Richtigkeit.    Setzt  man  aber 


a?=  —A. 
n 


so  ist 


w*    .  ,„        v«IW* 


Setzt   man  jetzt,    indem   man   sich   die   halbe  Höhe   A  des 

Fasses  in  n  gleiche  Theile  getheilt,  und  in  hinreichend  bekannter 

üVeise  in  das  halbe  Fass  n  Cylinder  von  der  gemeinschaftlicheo 

)| 
Höhe  —  beschrieben  denkt,  (ur  m  nach  und  nach  1,  2,  3,  4,....n; 

so  ist  das  halbe  Fass  offenbar  die  Gränze,   welcher  die  Summe 
dieser  n  Cylinder,   nämlich 

«tß«-2Ä(ß-r),5  +  (ß-r)»^|* 

+  «tß«-2ß(ß-r)^  +  (ß-r)«?^jj 

+  «tÄ'-2ß(Ä~r)^  +  (ß-r)«^)J 
'  u.    s.    w. 


ito  Inhßiti  der  FdsMer.  816 

foA  nSbert«  wenn  n  In's  UneDdliche  wächst.    Vorstehende  Samme 

ist  aber 

vnd  da  nun  nach  II.  die  GrSnzen ,  denen  die  Brüche 

P+2«  +  32  +  ....  +  n2       .  14  +  24+34  +  ...;  +  n* 

ji und jT — 

sieb  nShern,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  respective  ^  uoda 


y^,  80  ist  nach  dem  Obigen  der  Inhalt  des  halben  Fasses: 


»Alfi«--|Ä(Ä-r)  +  g(Ä-r)«| 


oder 


«*IÄ«— |ä(Ä— r)  +  3(/2-r)«  +  g(Ä-r)«— g(Ä-r)«| 


')  Weil   bekanntlich    auf  rerschieden«    Arten    leicht    die    fulgenden 
SoBmen  gefunden  werden  können: 

l«  +  2«  +  3«  +  ....  +  II«  =  i|I»+i«»+i«, 
l*+2*  +  3*  +  ....  +  »*  =  ^«»+^«*  +  5ll»-.j^lI; 


80 


(Oiit 


«*  ""3*^  2«  "^6««* 

»»  ~5''8ll^8«»      80«*» 

«•nw  gleichfalU  auf  der  Stelle  folgt,  datt  die  beiden  Bräche 

1* -1-24  +  3«  +  ....+««        ^   l*+2*  +  3*  +  . ...+«* 

■■ «•■'■■  und   ■  - ■  ■  ■     -      "■■ 

«3  «* 

^i  wenn  it  in'f  Unendliche  wächtt,    reipective  den  Grinsen  -  und   • 

6 

nhem.  Der  allgemeine  Satz  II.  ist  aber  an  sich  sehr  wichtig  und,  wie 
*ir gesehen  haben,  leicht  sn  beweisen.  Wer  aber  die  Anwendung  der 
•kigen  Sammationen  vorziehen  möchte,  kann  dann  bei  der  obigen  In- 
"^lUbestimmong  der  Fässer  den  Satz  II.  ganz  entbehren. 
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Also  ist  der  Inhalt  des  ganzen  Fasses: 

I  (UR^n)  +  \  {Ihr^n)  —  ^  (2Ä  (Ä-  r)%) . 
was  den  folgenden  Satz  giebt: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wixd  erhalten^  wenn  man 
zu  }  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum  Durch» 
«lesser  und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat,  \  des 
Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum  Durch- 
messer und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat»  addirt, 
and  von  der  Summe  A  des  Cylinders,  welcher  den  Cd* 
terschied  zwischen  der  Spundtiefe  und  dem  Boden- 
durchmesser  zum  Durchmesser  und  die  Höhe  des  Fas- 
ses zur  Höhe  hat,  subtrahirt '^). 

Vernachlässigt  man  das  immer  nur  sehr  kleine  Glied 
so  erhält  man  für  den  Fassinhalt  die  Formel 

was   die   folgende   berühmte  Lambert'sche  Fassregel  giebt: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  man 
zu  I  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum  Durch- 
messer und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat,  \  des 
Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum  Durch- 
messer und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat,  addirt**). 

Diese  Regel  ist  einfacher,  aber  nicht  so  genau  wie  die  vor- 
hergehende. 

Auf  die  vorhergehende  Weise  lässt  sich,  glaube  ich,  di^ 
ganze  Lehre  von  der  Berechnung  des  Inhalts  der  Fässer,  so  weit 
dieselbe  irgend  für  die  Praxis  von  Wichtigkeit  ist,  ganz  einfach 
völlig  elementar  erledigen,  und  dürfte  nach  meiner  Meinung  wohl 
verdienen,  in  den  stereometrischen  Elementar- Unterricht  allgeroeio 
eingeführt  zu  werden,  namentlich  auf  den  oben  näher  bezeicbnei 
ten  Lehranstalten. 


*)  M.  s.  Archiv.  ThI.  XX.  S.  313. 
*^  M.  t.  a.  a.  O.  S.  302. 
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Ueber    die   Tangentenboussole. 

Von 

Herrn  Doctor  Hädenkamp, 

Oberlehrer  am  Gymnasium   zu  Hamm. 


Zar  Erforschung  der  Wirkungsgesetze  galvanischer  Electrici- 
tügind  die  Galvanometer  ganz  unentbehrliche  physikalische  In- 
^mente  geworden,  von  denen  sich  auch  bereits  eine  ziemliche 
iosnrahl  unter  verschiedenen  Namen  in  den  Händen  der  Physiker 
hUet.  Die  sogenannten,  vonPouillet  zuerst  construirten  Tan- 
^tenboussolen  können  wohl  zu  denjenigen  Messinstrumenten 
faivanischer  Kräfte  gerechnet  werden,  die,  in  der  Construction  am 
^brachsten,  in  der  Anwendung  die  sichersten  Resultate  geben 
löonen,  wenn  sie  mit  der  nüthigen  Vorsicht  gebraucht  werden. 
Aach  ist  es  ein  wesentlicher  Vortheil,  dass  sie  wohlfeil  sind. 
Bne  genaue  Kenntniss  der  Bedingungen,  unter  welchen  diese 
In8ti:amente  nur  richtige  Resultate  geben  können,  ist  für  den  Ex* 
perimentator  ganz  unerlässlich.  Damit  bei  diesen  Instrumenten 
^e  Kraft  des  durch  den  electrischen  Kreisring  gehenden  linearen 
Stroms  der  Tangente  der  Ablenkung  vom  magnetischen  Meridian 
proportional  sei,  —  wenn  dieser  Ring  selbst  ein  magnetischer 
Xeridian  ist  und  senkrecht  auf  der  horizontalen  Nadel  angenommen 
inrd,  —  gilt  als  wesentliche  Bedingung,  dass  die  Länge  der  Nadel 
b  Verbältniss  zu  den  Dimen^onen  des  Ringes  sehr  klein  sei. 
Morch  wird  nun  gerade  die  Genauigkeit  der  Messungen,  welche 
tinen  grusseren  eingetheilten  Kreis  für  die  Nadel  erfordert,  he- 
^Dträchtigt.  Man  versieht  allerdings,  um  diesem  Uebelstand  ab- 
inhelfen,  noch  die  Nadel  mit  einem  ihr  genau  parallelen  längeren 
°^ifeD,  damit  an  eif»em  grösseren  Kreise  kleinere  Tbeilungen 
Riesen  werden  können.     Man  gibt,    wenn  ich   nicht  irre,   ak 
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Regel  an^  dass  die  Länge  der  Nadel  nicht  den  vierten  Theil  des 
Durchmessers  des  Kreisringes  überschreiten  dürfe,  ohne  irgendwo 
ffir  eine  solche  Länge  den  auf  die  Wirkungsgesetze  sich  stutzen* 
den  Grund  angegeben  zu  sehen.  Da  ich  bei  meiner  Tangenten- 
boussole  Zweifel  über  die  Proportionalität  des  Stroms  nach  der 
Tangente  des  Ablenkunjgswinkels  erheben  musste,  so  habe  ich, 
um  eine  mathematische  Aufklärung  über  diesen  Punkt  zu  erlangen, 
Veranlassung  genommen,  eine  Untersuchung  darüber  anzustellen, 
wie  die  Ablenkung  der  Nadel  für  jede  beliebige  Länge  derselben 
sei.  Da  eine  solche  Untersuchung  auch  noch  wohl  mathematisches 
Interesse  hat,  so  theile  ich  sie  hier  mit.  Ich  habe  schon  im 
14.  Bande  S.  204.  dieses  Journals  untersucht,  welche  Wirkung 
ein  durch  einen  Kreis-  oder  elliptischen  Ring  gehender  linearer 
Strom  auf  ein  in  der  Ebene  des  Ringes  liegendes  magnetisches 
Theilchen  ausübt.  Die  folgenden  mathematischen  Betrachtungen 
sind  als  Erweiterungen  der  dort  angestellten  zu  betrachten. 


I. 

La  Place  bat  aus  den  von  Savart  und  Biot  angestellten 
Versuchen  gefunden,   dass  die  von  einem  linearen  Stromeleroente 
auf  ein  magnetisches  Theilchen   ausgeübte  Wirkung  dem  umge- 
kehrten Verhältniss   des  Quadrats  der  Entfernung  und  dem  Sinus 
des  Winkels  proportional  sei,  welchen  das  Stromelement  mit  der 
dieses  Element  und  das  magnetische  Theilchen   verbindenden  ge^ 
raden  Linie  macht,   dass  aber  die  Richtung  dieser  Kraft  auf  der 
durch  die  Schenkel  dieses  Winkels  gelegten  Ebene  senkrecht  seii 
Um  dieses  Gesetz  hier  auf  die  Tangentenboussole  anwenden  zu 
können,    denken  wir  uns  die  magnetischen  Kräfte  der  durch  NS 
zu   bezeichnenden  Nadel   dieses  Apparats    an    den   beiden   Poled 
vereinigt  und  bezeichnen  die  Intensität  des  Nordpols  N  der  Nadel 
durch  fi,  die  des  Südpols  S  durch  /li',  die  Entfernungen  der  Pole 
N  und  S  von  dem  Elemente  Bs  des  Stromes  r  und  r^ ,   die  Wio^ 
kel,    die  Bs  mit  r  und  r^  bildet,  durch  u  und  u' ,  und  endlich  die 
Cosinusse  der  Winkel,   die  das  Loth   auf  der  durch  Bs  und  r  ge^ 
legten  Ebene   mit   den   Coordinatenaxen  macht,    durch  r,  e',  9^, 
und  ebenso  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Loth  auf  der  dureli 
8s  und  Ti   gelegten   Ebene   mit  denselben  Axen   hHdet,    durch  «, 
to',  fo".     Die   Intensität   des    Stroms  werde  durch  t  bezeichnet 
Durch  diese  Bezeichnungen  können   wir  nach  dem  eben  ausge^ 
sprochenen  Gesetze  die  Wirkungen,  die  der  durch  den  Kreisring 
gehende   electrische  Strom  auf  N  und  5  aoBübt,   naeh  deta   drei 
Cöordinaten  zerlegt»  leicht  aosdracken. 
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Die  dorch  X,  F,  Z  bezeiebneten  WlrkungeD  aaf  den  Pol  N 
terdeo  so  ausgedrAckt : 

^ds  Sinti 


=  (Uß 


IÄ      ••» 


(1)    .     .•    .      .     .     .      F=^l#    ; 


ds  sin  tf     , 

-•»  , 


^        .  /*8^  sinn    „ 


die  durch  Xi,  Ti,  Zi  bezeichneten  Wirkongen  auf  den  Pol  5  sind : 

ds  sin  u' 


(2) r,=:(i'ij* 


n« 


.10: 


d«  sin  tt'      , 
d5Finn' 


ri* 


1(7 


Nennen  wir  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  das  Element  des 
leHongsdraths  Ss  mit  den  Coordinatenaxen  macht,  £,  17,  i,  und 
ebenso  mögen  durch  J',  ly',  J'  die  Cosinusse  der  Winkel,  die  r 
Bit  den  Coordinatenaxen  macht,  bezeichnet  werden ;  dann  erliäU 
nao  zur  Bestimmung  von  v,  v' ,  tf  folgende  Gleichungen: 

©«+  t?'« +  ©"«=!. 
Au  diesen  Gleichungen  erhält  mau  leicht: 

r  sinu=  J:V"~^£'» 
ü'  sinM=|£'— l'f, 

t)"  sin  M  =  l'ty  —  12'ä.  '  -? 

Durch  diese  Gleichungen  werden  die  obigen  Gleichungen  (!)  fol- 
gende: 


^^if^ 


r* 


ä 


(3) Y=^f^ 

z=,uy  — j5 — 


15» 
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Ffir  die  Gleichungen  (2),  \velche  die  Wirkungen  des  Stroms 
auf  den  Pol  S  ausdrOcken,  erhält  man  in  Ihnlicher  Weise,  wenn 
die  Cosinusse  der  Winkel ,  die  r^  mit  den  Coordinatenazen  bildet, 
durch  li,  171,  ii  bezeichnet  werden: 


W  =  \^*if 


(?^i  — fi^)8« 


r^ 


^(lfi~^ig)8* 


<^> '^^  =  '^'1/-        r,« 


IL 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  bei  welcher  Stellung  der  Nadel 
die  Stromkraft  und  der  Erdmagnetismus  bei  einer  gleichzeitigen 
Einwirkung  sich  gegenseitig  das  Gleichgewicht  halten.  Wir  wol- 
len die  Wirkungen  des  Erdmagnetismus  auf  die  Pole  TS  und  % 
der  Nadel,  nach  den  Coordinaten  zerlegt,  durch  ^2»  ^2»  <%  ^^^ 
JL^i  Fß,  Z3  bezeichnen.  Die  Coordinaten  der  Angriffspunkte  sind 
alsdann  die  Coordinaten  von  N  und  S^  die  wir  durch  a/?)^  und 
aij3i7i  bezeichnen.  Man  hat  bekanntlich  dann  als  Bedingung  des 
Gleichgewichts  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Xy  —  Za  +  X^y^  —  Zi«,  -^-X^y—  Z^a  +  X^y^  —  Z^a^  =0, 

Yy^Z^^^  Fin-ZiA+  ray-Z2i5+F3yi-Z3ft=0. 

Aus  diesen  Gleichungen  lässtsich  die  Lage  der  Nadel  bestimmen. 
Man  kann  ihnen  dadurch  eine  einfachere  Form  geben,  dass  man 
den  Mittelpunkt  der  Coordinaten  in  den  Drehpunkt  der  Nadel 
verlegt.  Dann  ist  nämlich  «1=  —  «,  j5j=  — j3,  yj  =  — y,  und  da- 
durch gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen  in  diese  über: 

{X-  Xy  -  (Z3  -  Jfa))  y  =  (Z  -  «I  -  (Äs  -  Äü)) «» 
^        (F-  r,-(F3-  K,))y=(Z-Zx-(Z3-Za))^. 

Durch  eine  schickliche  Wahl  der  Coordinaten -Ebenen  lassen 
sich  auch  diese  Formeln  noch  vereinfachen.  Es  sei  die  Ebene 
der  X  und  y  der  magnetische  Meridian  ^  die  der  x  und  %  der  Ho- 
rizont, so  dass  an  dem  ini  magnetischen  Meridiane  liegenden 
Kreisringe  der  Tangentenboussole  die  Axe  der  x  dem  horizonta- 
len Durchmesser  dieses  Ringes  parallel  wird  und  die  Axe  der  z 
durch  den  Mittelpunkt  desselben  geht  und  darauf  senkrecht  ist. 
Setzen  wir  die  horizontale  magnetische  Kraft  der  Erde  =:Jlf  und 


ImeD  die  InclinatioD  unberfickslchtigt,    dann  wird,   da  fft=*f*' 
logeDommeD  ist: 

Dadarcli  erhält  endlieh  die  Gleichung,  welche  die  Lage  der  hori- 
zontaleD  Nadel  unter  der  Einwirkung  des  Erdmagnetismus  und 
Stroms  bestimmt,  die  einfache  Form: 

(6)   .    .    .     .     (Jf-^i  +  2^ill)y=(Z-Z,)a, 


,  wenn   die  Abweichung  der  Nadel  vom  magnetischen  Meri« 

dian  V  ist : 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  JC,  JC^,  Z,  Z^  zu  bestimmen. 

III. 

Seien  die  Coordinaten  des  Elements  dt  des  Kreisringes  x,]fgM 
ad  setzen  wir : 

a;  =  6co69, 
^:r=6sin9; 

dann  ist  bei  der  oben  angenommenen  Lage  des  Coordinatensystems : 

Bs  =  ödq> 


2=  einer  Constanten;  6  bedeutet  den  Halbmesser  des  Rin* 
ges.  Für  die  obigen  Werthe  von  r,  rj,  |,  ly,  f,  |i,  %,  £i  und 
f,if,  f  erhält  man: 

Ueraos: 
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(x— y)«la<)p 


if-tr= 


f     * 


vi 


^t       «  t^  (ar— ai)cosy  +  (y— ft)8iny 

Diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  gesetzt,  erbllt 
man : 


(7) 


Um  die  ganze  Wirkung  des  Ringes  auf  die  Nadel  zu  erhal- 
ten» müssen  diese  Integrale  von  ^==0  bis  q>z=:2n  genommen  wer* 
den.  Die  vorhergehenden  Formeln  gelten  für  jede  Lage  der  Nadel 
gegen  den  Kreisring.  Bei  der  Tangentenboussole  soll  der  Mittel- 
punkt der  Nadel  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ringes  zusammenfallen, 
and  für  diesen  Fall  wollen  wir  auch  nur,  um  eine  grossere  Com- 
piication  zu  vermeiden^  die  Werthe  von  X,  Xi,  Z,  Z|  berechnen. 
Es  ist  bei  di^er  Voraussetzung 

r«=  6«  +  a*  +  y*  —  2fracos  9; 

und  wenn  wir 

c«  =  (6  +  «)>  +  y*,  i^=^ 
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letzen,  wird: 


in  abnlicber  Weise : 

Bierdurcb  werden  die  Formeln  (7)  folgende: 

y _      2ft^    /*^co8  2i^&y 

0 

^      V[6    /^^  (6+ «cos 2t/;) 8^ 


0 


^^  cos  <pd<p 


^'^  (ft  +  «C08y)8y 

Die  hier  vorkommenden  Integrale  lassen  sich  auf  elliptiscli< 
enter  und  zweiter  Gattung  zurfickffihren^  da  bekanntlich 

/*3tf;        ^(k,^) 

u 

„  /*aco82v>8»     „         »      l  +  A^p/i  »x 
*J       — ^3 — =2*'(Ä,|-) ^ä-£(*,j) 

O 

Aw  den  Torhergebeddeo  Gleichungen  erhält  man: 
Y      V  4f#y  /•''cos2i/;8if; 

0 


L 
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Setzt'man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (6),   so  erhält  romk, 
wenn  man  die  halbe  Länge  der  Nadel  durch  /bezeichnet,  folgende: 

0  0 

die  man  auch,  da  y=zl sxnv  und  a=/cosv  ist,  so  schreiben  kann: 

4i6/,  P^  Sil;       ,  P^  cos2t/;3if;\ 

O  0 

Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  im  Allgemeinen  f&r 
jede  Länge  der  Nadel  die  Stromkraft  i  keinesi^'e£;s  der  Tangente 
der  Ablenkung  v  proportional  ist  und  zur  Bestimmung  von  t  ans  v 
eine  ziemlich  weitläufige  Rechnung  erforderlich  ist.  Nur  bei  erster 
Annäherung  ist  i  der  Tangente  von  v  proportional.  Entwickelt 
man  nemlich  die  vorhergehende;n  Integrale  nach  Potenzen  von  I, 
80  erhält  man,  wenn  nur  die  erste  Potenz  von  /  beibehalten  wird: 

bMtgv      . 

Behält  man  in  der  Reihenentwickelung  der  vorhergehenden  ellip- 
tischen Integrale  noch  die  zweiten  Potenzen  oder  die  Quadrate  von 

/  bei,   80  ist,   wepn   der  Kurze  wegen  7  =  ^  gesetzt  wird: 


C08V 

.0 


^+V        :5T-^='^[cosv(l+|A:«+-^)-|A/:«l; 


hieraus  ergibt. sich  dann  folgende  Gleichung: 

Ich  werde  hier  in  Erörterungen  über  die  praktischen  Anwen« 
düngen  dieser  Formeln  nicht  weiter  eingehen,  da  es  hier  nur  aal 
die  mathematische  Behandlung  dieses  Gegenstandes  ankam. 

Die  vorhergehenden  Formeln  lassen  sich  auch  auf  ein  ande 
res,  nach  den  werth vollen  Untersuchungen  Poggendorff's  niebj 
minder  wichtiges  Messinstrument  für  galvanische  Kräfte,  auf  die 
Sinusboussole,  anwenden.  Da  bei  diesem  Messapparate  der  Kreis* 
ring  so  gedreht  wird,  dass  die  Nadel  in  der  Ebene  dieses  Ringel 
liegt,   80  ist  für  diesen  Fall: 

«:=/,   y=0,   2:=o,   jri=o, 

Z2= -- ft^sinv,     ZgZZftil/siuv; 


Weifen:   MackrHki  wm  der  YMmkhmg  äer  ermäme$sunp  etc.  ^BH 
tut  obige  aUgemeine  Gleidning  (ß)  wird  didiirch  fegende : 

oder 

Z  — Zi=2fi>lfsinv. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  oben  gefundenen  Werth  KiHr 
Z— Z|,  80  wird: 

-,  .  2t6«  /   /*''3t(;   ,  ,    /»^  C082i^dt/;\ 

o  o 

For  die  erste  Annäherung,  d.  h.  wenn  in  der  Entwickelung  der 
Integrale  nach  Potenzen  von  X  die  erste  Potenz  von  X  nur  berfick- 
sichtigt  wird,  erhält  man  auch  hier: 

6/1/ sin  V . 

2jf      ""•• 


Nachricht  von  der  YoUendung  der  Gradmessnng  zwischen 
der  Donaa  and  dem  Eismeere. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Fh.  fVolfers 

in  Berlin. 


lieber  diese  nun  vollendete  36jährige  Arbeit  sind  bereits  früher 
einige  kleine  Schriften  erschieneix  und  in  dieser  Zeitschrift  (Literar. 
Bericht  LXXXI.  S.  5.  und  LXXXII.  S.  4.)  besprochen  worden. 
Während  jene  Schriften  mehr  als  Monographieen  zu  betrachten 
^^en,  enthält  die  vorliegende*)  bei  dem  geringen  Dmfange  von 

*)  Ich  habe  diesen  interessanten  Aofiats  nicht  in  den  Literar.  Ber., 
^  ien  ihn  der  Herr  Verfasser  wohl  eigentlich  bestimmt  hatte,  sondeni 
i>  ^  Archiv  selbst  aafgenommen.  Q.    ..    . 
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20  Seiten  manche  gleich  interessiuite  iukI  lehiteiobe  BltttbrilangeB 
über  Gradniessungen  im  aIFgeroeioen  upd  die  oben  genannte  in's 
besondere.  Ohne  Zweifel  haben  wir  noch  ein  umfassendes  Werk 
zu  erwarten,  welches  über  diese  grosse  Arbeit  ausfuhrlich  berich- 
ten wird ;  allein  auch  diese  kleine  Schrift  ist  geeignet^  jeden  Leser 
anzuziehen  und  zu  befriedigen.  Um  diess  zu  zeigen»  möge  hiereio 
kurzer  Bericht  über  ihren  Inhalt  eine  Stelle  finden. 

Zunächst  werden,  um  den  Zweck  der  Gradmessangen  anzu- 
deuten, folgende  3  Sätze  angeführt: 

\ 

1.  Die  kenntniss  der  Figur  der  Erde  ist  der  Ausgangspunkt 
für  alle  Untersuchungen  über  die  Bildungsgeschichte  des 
Erfjballs., 

2.  Sie  ist  der  Astronomie  unentbehrlich,  als  Grundlage  cur 
Erforschung  der  räumlichen  Verhältnisse  des  Weltalls. 

3.  Sie  ist  von  unmittelbarem  praktischen  Nutzen  in  ihrer  An- 
wendung auf  die  Chartographie  eines  ausgedehnten  Län- 
dergebietes und  auf  die  Berechnung  der  fär  diese  ausge- 
führten geodätischen^Vermessungen. 

Indem  der  Verfasser  nun  eine  gedrängte  Uebersicht  der  aus- 
geführten Gradmessungen  gibt,  erwähnter,  ohne  die  der  Griechen 
und  Araber  besonders  zu  beschreiben,  dass  diese  Völker  sehr 
deutliche  Vorstellungen  von  einer  Kugelgestalt  der  Erde  und  eine 
nahezu  richtige  Kenntniss  ihres  Durchmessers  besessen  haben. 
Nach  dem  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  führte  der  Franzose 
^^tnel  eine  Gradmessung  zwischen  Parisund  Amiens 'ans»  deres 
Entfernung  er  bestimmte,  indem  er  in  möglichst  gerader  Linie  von 
dem  ersten  zum  letzten  Orte  fuhr  und  die  Umdrehungen  der  Räder 
seines  Wagens  zählte.  Durch  Aufhebung  der  begangenen  Fehler 
wurde  das  Resultat  nahe  richtig.  —  1617  lieferte  der  Holländer 
8 ne  11  ins  die  erste^  ^vissensehafltiich  begründete  Messung  eines 
Meridiangrades.  Er  war  sich  der  begansfenen  Rechnungsfehler 
und  Schwächen  in  den  ßeobachtungsmethoden  bewusst,  starb 
aber,  ehe  er  diese  fortschaffen  konnte,  und  erst  100  Jahre  später 
leitete  sein  Landsmann  Musschenbroek  aus  Snellias'  Papie- 
ren uhd  einzelnen  ^Wiederholten  Messungen  die  genaue  Bestimmung 
^tbes  Merhdiätigradds  ab. 

16ä5  maass  der  Engländer  Norwood  einen  Meridiangrad 
zwischen  London  und  York  mit  dpr  Kette,  und  zwar  erheblich 
genau,  während  die  einige  Jahre  später  von  Ricci'oli  und  Gri* 
maldi  in  Italien  ausgeführte  Messung  sehr  ungenau  war«  —  1669 
wledesholte  Picard,  im  Auftrage  der  1660  gestifteten  Pafiser 
AkadeMie,  die  obige  Messung  zwisobcp  Paris  und  Amiens»  Labif* 


m 

ttrto  fieseibe  nOrdUdi  t«ii  Paris  bb  DtlIiikirob#o ,  Cassini  sfld- 
leb  bis  P^rpignan  fort,  so  dass  1718  ein  SVs^  umrasseader  Bo« 
Seo  zwisehsn  der  Mordsee  und  dem  Mittelneere  voUeodet  war. 

1672  fand  Rieh  er,  welcher  für  andere  astronomische  Zwecke 
Dach  Cayenne  gesandt  worden  war,  dass  dort  in  der  Nähe  des 
Aeqaators  das  Secundenpendel  bedeutend  kürzer  als  in  Paris  war. 
Hierinit  war  ein  indirecter  Beweis  für  die,  von  Newton  und  Huy- 
gens  theoretisch  gefundene,  Abplattung  der  Erde  nach  den  Polen 
ZQ  gewonnen.  Ist  diess  der  Fall,  so  muss  zugleich  die  Länge  der 
Breitengrade  nach  den  Polen  zu  grösser  werden;  allein  eine  Ver- 
^leichung  der  Riccioli' sehen,  der  französischen  und  verbesserten 
Snellius'schen  Gradmessung  ergab  das  Gegentheil,  eine  Abplat- 

am  Aequator.  Nachdem  über  diese  mangelhafte  Uebereio« 
vielfache  und  lange  währende  Erörterungen  in  der  Pari- 
ser Akademie  stattgefunden  hatten,  beschloss  diese,  directe  Mes* 
Nogen  nahe  am  Aequator  und  am  Pole  ausführen  zu  lassen.  Daher 
nuassen  in  der  Zeit  von  1735  bis  1741  LaCondamine,  Bouguer 
ud  Godin,  unterstützt  vom  Spanier  UlJoa»  einen  Bogen 
HiG^in  Peru;  hingegen  Maupertuis»  Clairaut,  Camus  und 
liDonnier,  unterstützt  vom  Schweden  Celsius,  einen  Bogen 
muahe  1^  unter  dem  Polarkreise.  Diese  Messung  ward  zuerst 
Sendet  und  bereits  1737  war  entschieden,  dass  der  Grad  unier 
^n  Polarkreise  grösser  als  in  Frankreich  sei,  ein  gleiches  Re- 
nltat  ergab  die  erst  später  vollendete  Peruaner  Gradmessung. 
£ine  Abplattung  nach  dem  Pole  zu  war  hiermit  entschieden ,  aber 
Docb  nicht  ihre  Grösse  und  eben  so  wenig  die  Grösse  der  Erde  selbst. 

Es  folgten  nun  schnell  aufeinander  die  weiteren  Gradmessungen: 

1750  maass  La  Caille  am  Vorgebirge  der  guten  Hoffnung,  in 
S^sadiicher  Breite,  ein^n  Bogen  von  iy4^; 

1751  —  1753  Le  Maire  und  Boscovieh  im  Kirchenstaate 
nbe  20; 

1764  Mason  und  Dixon  in  Pensylvanien ; 

1768  Beccaria  bei  Turin; 

1770 — 1777  Liesganig  im  österreichischen  Italien; 

1790  und  1791  Reiiben  Burrow  in  Bengalen  1^  8',  verbun- 
den mit  einer  Längengradmessung  von  38 '. 

1792  begännen  Delambre  und  Mechaio  die  im  Jahre  1806 
durch  Biet  und  Arago  vollendete  Gradmessnng  von  Dänkirchen 
bUFormentera,  welche  VZ\^  umfasste  und  ursprOnglich  den  Zweck 
D^tte,  ein  genaues  Langenmaass  zu  ermitteln.  Dieser  Zweck  ist 
Bor  unvollständig  erreicht  worden,  jedoch  erklärt  sich  hierdurch, 
*>niii  das  diese  Arbelt  beschreibende  Werk  den  Titel:  ,^fia8e 
^•«yst^niesi«tiiC(iieM  fährt 
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Im  An&oge  diesefl  Jahrhunderts  wiedetboilte  Svaaberg  «De 
•ben  erwähnte  Messung  von  Maupertuis  "Und  delmte.  sie  von 
57'  bis  auf  1^  37'  aus*  Im  südJIcfaen  England  begann  Roy  eine 
Gradmessung,  vrelche  Mudge  auf  3^  und  Colby  auf  10^  aati- 
debnte.  Während  die  Dreiecke  dieser  Messung  bereits  wieder- 
holt mit  den  französischen  verbunden  worden  sind«  steht  doch  die 
Veröffentlichung  ihrer  Resultate  noch  bevor.  Hierauf  folgt  dei 
Zeit  nach  die  ostindische  Gradmessung«  welche  Lambton  und 
dann  Evlerest  von  1802—1825  bis  nahe  auf  16^  ausgedehnt 
haben f  und  die  später  noch  weiter  bis  8^  nürdüch  vom  Aequator 
fortgeführt  worden  ist.  ' 

Tenner  und  Struve  begannen  im  zweiten  Jahrzehend  die 
rassische  Gradmessung,  welche  1831  bereits  8*^  umfasste;  ober 
sie,  als  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Schrift,  folgen  unten 
weitere  Mittheilungen.  Schumacher  föhrte  in  Dänemark  eine 
1V2^>  Gauss  in  Hannover  eine  2^  umfassende  Messung  aus; 
beide  sind  durch  neue  Beobacbtungs-  und  Rechnungsmethoden 
wichtig  geworden.  Dasselbe  gilt  von  der,  1831—1836  durch  Bes^ 
scfl  und  Baey^t*  it)  Ostpreussen  ausgeführten,  lYs^  umfassenden 
Mtldteratheit.  GTeich  nach  der  Vollendung  derselben  stellte  Bes^ 
sei  sich  die  A'ufgabe,  aus  ihr  im  Verein  mit  9  andern  und  zwar 
den  vorzüglichsten  Gradmessungen  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
für  die  Grosse  und  Abplattung  der  Erde  herzuleiten.    Er  fand 

den  Durchmesser  des  Aequators  der  Erde  =6544154  Toisen, 
die 'Aze.  zwischen  den  Polen  =6622279       ,, 

aus  ihrem  unterschied  von  21875  Toisen  die  Abplattung  ahn  fg' 

Diese  Werthe, sind  zwar  gewiss  schon  sehr  genau,  miisseo 
aber  wahrscheinlich  dennoch  bald  gegen  neue  vertauscht  werden, 
indem  später  neue  und  bedeutende  Gradmessungen  hinzugekem- 
men  sind,    nämlich: 

1.  die  durch  Everest  fortgesetzte  und  zumTheil  umgearbei- 
tete ostindische  Gradmessung,  welche  sich  jetzt  vom  C^&P 
Comorin  bis  zum  Himalaya  über  21^  21'  erstreckt; 

2.  die  Messung  von  Maclear  am  Vorgebirge  der  guten  Bof- 
muog,  mehrere  Crrade  umfassend; 

3.  die  russisch  •  skandinavische  von  der  Donau  bis  zum  £1^' 
meere,  welche  über  25^  20'  umfasst. 


•     Je  grosser  der  gemessene  Bogen  ist»  desto  gcowier  IfiMt 
die  Curve  ermitteln,  zu  welcher  er  g^ört;  <|ieMistve»8ellMitkUr' 
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hxk  den  erwähnten  Untersuchnngen  ran  Bessel  und  den  »iige- 
stellten  Pendelrersucben  Ist  die  £rde>  abgesehen  von  den  gerih«- 
feo  Erbebongen  und  Senkungen  des  Landes  ^egen  die  Oberfläohe 
des  Meeres,  ein  Umdrehungskörper,  welcher  der  Kugel  nahe 
bmmt;  daher  kann  man  Gradmessungen,  welche  unter  verschie- 
lieoea  Längen  angestellt  sind,  mit  einander  verbinden.  Bei  jeder 
Mzeloeu  kommen  Beobaehtungsfehler  und  die  ungleiche  Verthel>- 
long  der  Massen  auf  und  in  der  Erde,  welche  die  Richtung  der 
Schwere  verschieden  ablenken  ^  in  Betracht.  Die  Ablenkungen 
Ton  oberhalb  der  Erde  sind  desto  geringer,  je  gleichförmiger  das 
Terraio  überhaupt,  und  von  desto  geringerem  Eiufluss,  le  grosser 
kl  ganze  gemessene  Bogen  ist.  Diesen  hat  man  als  em  Aggre- 
^t  einzelner  für  sich  abgeschlossener,  aber  mit  einander  verbun- 
dener kleinerer  Bogen  zu  bestimmen.  Die  russische  Gradmessung 
bat  TOD  allen  die  grüsste  Ausdehnung,  auf  sie  folgt  die  ostin- 
Ue,  welche  jedoch  vielleicht  zur  Benutzung  im  nördlichen  Tbeile 
verkürzt  werden  durfte,  da  auf  diesen  wahrscheinlich  die  Anzieh- 
des  Himalaya  störend  eingewirkt  hat. 


Die  nicht  grosse  Gradmessung  von  Maclear  ist  wichtig,  weM 
«die  einzige  auf  der  südlichen  Halbkugel  angestellte  ist  und  sich 
fc-~35®  erstreckt.  In  Südamerika  würde  eine  solche  bis  —  B6<^ 
)i»gefahrt  werden  können,  wogegen  der  Verfasser  zeigt,  dass  in 
^en  eine  grössere  Gradmessung  wegen  der  hohen  Gebirge  und 
d«  Mangels  an  Cultur  nicht  füglich  ausgeführt  werden  könnte. 
In  Nordamerika  Hesse  sich  eine  Messung  von  +25^  bis  +60® 
ausfuhren,  sie  ist  aber  weniger  Bedürfniss,  weil  diese  Breiten  in 
<ieD  ausgeführten  Messungen  bereits  genügend  vertreten  sind.  Da 
aber  die  französische  nur  bis  -f38®  40'  ab-,  die  ostindische  bis 
+290  30'  aufsteigt,  wurde  eine  in  Amerika  von  +25«  bis  +42^ 
i  ii.  ?on  der  Sudspitze  von  Florida  bis  zum  Erie-See,  eine  ver« 
kaodeDe  Lücke  ausfüllen.  Doch  wäre  es  auch  möglich,  die  rus- 
sische Gradmessung  bis  Candia  in  -f  34®  Breite,  also  auf  36®  zu 
verlängern,  wenn  nicht  das  türkische  Reich  dazwischen  läge. 

Aaf  die  Idee^  diese  Gradmessung  anzustellen,  verfielen  indem 
>^etten  Jahrzehcnd  dieses  Jahrhunderts  gleichzeitig  Tenner  und 
Stmve,  und  nachdem  der  Kaiser  Alexander  das  Unternehmen 
ieDthnrigt  hatte,  begann  Tenner  1817,  Struve  1821  die  Arbeit 
welche  sich  in  drei,  1831,  1844  und  1853  endende  Perioden  tkeT« 
i<Q  lässt.  Die  erste  enthält  die  Messungen  beider  Gelehrtefo 
"nschen  -|-52®  und  -f-OO^  Breite,  also  in  einer  Ausdehnung  von 
^\  in  der  zweiten  wurden  die  Messungen  gegen  Norden  bis  Tor^ 
■^ausgedehnt,  der  Bogen  auf  13®  49'  gebracht  und  die  Vorar- 
"^ten  zar  Weiterführung  ge|;en  güden  bis  zum  Dniester  beendet. 


T91I  B<ere.  tma^bA  «nrde, 
am  EwMoc,  die 
d«  PiAilbai  ad"  ^m  End 
hkifn     ii  £e»er  Penode  ivüniiAete   Teaacr  a 

4^    Tum ■■      f*,lrw        IijII 

V«ii»iDdBBs  4er  mf  liiiwfcf  GM 


We  dcasfiBsriKlw  Mesem:?  ward,  anf  Stmve^s  aiuBdUi 
Amtym§  m  StodkfcoliB  im  Jaiire  1814,  durch  Haasteen  d 
Sei^uier  Us  +70«»  40'  ta  Foglesia»  bei  Haawafest  aaip 
ftiri.  Keae  AfWit  war  huckt  aifiksel^  wegen  des  imalMB  S 
«aa,  der'atowiflUklws  Gesecd  «ad  der  ksracB  gnniliy  Jak» 
Mit  Mew  ItfadaMsaiiDg  bildet  ein  sdhststiBdiges  Ganzes,  kt 
aber  mä  der  nwaiacliea  eng  Terbiinden;  anf  das  Verliähniss  kt 
AMdffcn«g  beider  kann  man  ans  der  Anzabl  der  Dreiecke  acU» 
sen^  «eldbe  bei  ersterar  34,  bei  letzterer  2S  iietragt-  Diese  ist, 
wie  oben  adbon  angedeutet,  darcb  13  genesneae  PoltelMn  wd 
Ammutke  m  U  partielle  Bogen  wmn  2«  7'  auttlcrer  AuaddiMl 


Die  angenandten  ^laassstäbe  sind  mit  der  Toise  da  Pero«, 
dem  Standard  luaasse  der  ostiodischen,  B  es  sei's  Toise,  des 
^kormalmaasse  der  hannoTerschen  ond  däuischeo  Messung  ond  der 
Wiener  Norniaiklafler  seLurig  verglichen  Tvordeo«  Die  RechnangS' 
arbeiten  sind  der  Vollendung  nahe,  eben  so  ein  grosses,  an 
Strove's  Feder  zu  erwartendes,  beschreibendes  Werk. 

Am  sGdticfaen  Endpunkte  wird  auf  den  Befehl  des  Kaisoi 
eine  (^usseiserne  Säule  theils  als  Denkmal ,  theils  zur  Bezeichitni 
des  Endpunktes  für  eine  später  aufzunehmende  Fortsetzung,  di 
•ntupreebendes  Denkmal  auf  des  Königs  Oskar  Befehl  am  noi^ 
liehen  Endpunkte  mit  noriregischer  und  lateinischer  Inschrift  » 
richtet  werden.  Jene  Säule  wird  in  russischer  und  lateioiscktf 
Sprache  die  in  letzterer  lautende  Inschrift  erhalten: 

Terminus  australis  arcus  meridiani  25^  20'  quem  inde  ainfii 
Danabio  ad  Oceanam  Arcticum  usque  per  Rossiam ,  Saeeian  d 
Norvegiam  jussa  et  auspiciis  Iroperatorum  Augustissimorom  Alezai* 
dri  L  et  Nicolai  I.  atque  Regis  Augnstissimi  Oscarls  I.  aofli 
MDCCCXVI  ad  MDCCCLII  continuo  labore  emensi  sunt  Triü 
geotiam  geometrae.    Latitudo  45^  20'  2^a 
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In  der  dritten  Periode»  wo  ein  Aufschwung  in  der  Arbeit  doreh 
die  lebhafte  Betheiligung  des  Generalstabes ,  auf  Anregung  des 
Generals  von  Berg,  möglich  wurde,  kam  die  skandinavische  Fort- 
setzung bis  zum  Eismeere  9  die  russische  bis  zur  Donau  und  di0 
Bestimmung  der  Polhuhen  auf  den  End-  und  angemessenen  Uift- 
telpunkten  hinzu.  In  dieser  Periode  vollendete  Tenner  ansser 
den  Messungen  in  Bessarabien  die  Vermessung  Polens,  darcb 
welche  die  früher  besprochene  Verbindung  der  russischen  Grad- 
messung mit  der  preussischen  und  österreichischen  möglich  wurde. 

Die  skandinavische  Messung  ward,  auf  Struve's  mündliche 
Anregung  in  Stockholm  im  Jahre  1844,  durch  Hansteen  und 
Seiander  bis  +70<>  40'  in  Fuglenaes  bei  Haramerfest  ausge- 
führt. Diese  Arbeit  war  buchst  mühselig  wegen  des  rauben  Kli- 
mas, der'unwirthlichen  Gegend  und  der  kurzen  günstigen  Jahres- 
zeit. Diese  Gradmessung  bildet  ein  selbstständiges  Ganzes,  ist 
aber  mit  der  russischen  eng  verbunden;  auf  das  Verhältniss  der 
Ausdehnung  beider  kann  man  aus  der  Anzahl  der  Dreiecke  schHes- 
sen,  welche  bei  ersterer  34,  bei  letzterer  225  beträgt  Diese  ist, 
wie  oben  schon  angedeutet,  durch  13  gemessene  Poihöhen  und 
Azimuthe  in  12  partielle  Bogen  von  2<>  7'  mittlerer  Ausdehnung 
zerlegt. 

Die  angewandten  Maassstäbe  sind  mit  der  Toise  du  Perou, 
dem  Standardmaasse  der  ostindiscben,  BesseTs  Toise,  dem 
Normalraaasse  der  hannoverschen  und  dänischen  Messung  und  der 
Wiener  Normalklaff  er  gehörig  verglichen  worden.  Die  Rechuungs- 
arbeiten  sind  der  Vollendung  nahe,  eben  so  ein  grosses»  aoB 
Struve's  Feder  zu  erwartendes,  beschreibendes  Werk. 

Am  südlichen  Endpunkte  wird  auf  den  Befehl  des  Kaisers 
eine  gusseiserne  Säule  theils  als  Denkmal,  theils  zur  BezeichnuDg 
des  Endpunktes  für  eine  später  aufzunehmende  Fortsetzung >  ^^^ 
entsprechendes  Denkmal  auf  des  Königs  Oskar  Befehl  am  nörd^ 
liehen  Endpunkte  mit  norwegischer  und  lateiniseher  Inschrift  e^ 
richtet  werden.  Jene  Säule  wird  in  russischer  und  lateinischei 
Sprache  die  in  letzterer  lautende  Inschrift  erhalten: 

Terminus  australls  arcus  meridiani  25^  20'  quem  inde  ainvi<l 
Danubio  ad  Oeeanum  Arcticum  usque  per  Rossiam,  Suectam  ^ 
Norvegiam  jnssu  et  auspiciis  Imperatorum  Augustisslmorum  Alexaoi 
dri  I.  et  Nicolai  I.  atque  Regia  AugustissimI  Osearis  I.  annil 
MDCCCXVI  ad  MDCCCLU  continuo  labore  emensi  $unt  Triun 
gentium  geometrae.    Latitudo  45^  20'  2",a 
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Zur  Theorie  der  Diflerenzenreibeii. 

Von 

Herrn  Oskar  fVerner, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Dresden. 


Bezeicho^n  in  dem  Ausdrucke 

SfA=aQ — f^i«!  +  f*2<ia— ....  (—  l)'»f*iiflii 

■o'^i)  a2f"*On  ganz  beliebige  Zahlen,  dagegen  fti»  (i^,  (i^,„.,(in 
^e  auf  einander  folgenden  Binotnialeoefficienten  für  den  Exponeti* 
ten  fi,  60  erhalten  wir,  wenn  wir  auf  jedes  Glied  desselben  den 
iiekanDten  Satz  aus  der  Theorie  der  höheren  Differenzenreihen 

ßn  =  flu  +  Wiz/c/o  +  W2-^*flo  +  ••••  +  nnJ**ao 
^wenden : 

Ä/i  =  flo — ^1  (^0  +  li  ^<^o)  +  f*2  (^0  +  -1  ^^0  +  ^2^^o) 
—  f^  (<^o + 3i-^flo + 32-^^flo + ^^^Oq) +.,.. 

<Mler  durch  Vereinigung  der  gleichen  Differenzen: 

S^=  Coflo—  CiJao  +  C^^a^,  - ....  (-.1)««Gi^»öo  • 
vobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  iitT    Vofsteliebd«  ()i--m-^i)g|lie*»rige  Reihe  kann 


(4) 


Mgt 


üebmiggaafgJbea  ffir  Schüler, 


VoB  Herni  Prafenor  Dr.  Wal  fers  ma  B  er  IIb. 

lo  Euler's  „Institotiones  calcnli  differentialisy  pars 
posterior  ^  366»  Ezemplam  L''   wird  die  Smuoie  der  Bake 

I       ,       I       .        1 
fSr  «=1  besünunt.    Der  allgemeiDe  Aosdroetc  derselbeD 


2a^      2xtg7tx      1— :r* 
oinmt  fiSr  x^^l  die  Form 

1       j«       1 
2'"0'"0 

ao;  es  kann  zanScIist  die  Aufgabe  sein,  ans  diesem  allgemenei 
Ansdmcke  den  (ur  d?=l  sich  ergebenden  Wertb  |  der  obim 
Seihe  abzuleiten. 

Diese  nimmt  aber  fiif  diesen  Wi^rth  voo  jr=l  die  Fonn 

^zi+»c:7+p^i+^=i+^*^  =r3+o+ä:s+r*+^ 
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den  Satz  ! 

J*aas=z  (—  1)«  (oo  —  «1  ai  +  n^a^  —  ....(—  1)»  a«) 

•  •  -         , 

anwenden  und  der  Hauptsache  nach  denselben  Gang  wie  vorher 
einschlagen.  Kürzer  jedoch  gelangen  wir  auf  fotgendem  Wi»ge 
zum  Ziele.    ,    ..       . 

Vermittels  det  Relation 
leiten  wir  aus  der  Hauptreihe 

leicht  folgende  Differenzenreihen  ab: 

erste   Differenzenreihe : 
dA^zn  —  ai,   JAi=iJai,    AA^=^ — z/^ai , .... z/^«  ==  ( — l)"-^^iii; 

zweite  Differenzenreibe: 
u.    s.    w. 

■ 

Ä^e  Differetaenreibe: 

).  ^Mo«(— 1)*«*,    -^>4i=s(-^l)*^l^ot. 

Nach  (2)  ist  aber  \ 

daher  ergiebt  sich  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden: 
C  00  +  (hAfh  +  H^Oo  +  ••••  +  ihiA^a^ 

^=(-l)V(^-l)„  ,  -ao-j^«,  +j^a,-....(-l)»jj-^fl,j . 

Die  Formeln  (2)  und  (3)  sind  Torzüglich  brauchbar^  wenn  die 
wieder  a^,  Oi,  a2»'»**  eine,  arithmetische  Reihe  irgend  einer  Ord- 
nung bilden.  Um  diess  an  einiem  Beispiele  zu  zeigen ,  sei  ^0  =  1', 
«1=2«,  02=3«,  ....  a«c=(n  +  l)«;  dann  ist  Aao=S,.  A^ao=^% 
^\}^0,  z^^ö^^äO,  u.  8.  w.  zu  setzen;  folglich  erhalten  wir  aba  (l).a. 
TheilMiii.  16 


SU  Vebtmgtaufyabat  fSr  Schüler. 

/       l«-^i.2"+p,.3«-.-.(-l)«^(n+l)« 

l.+2.+3-+....  +  («+l).=  ^l±iH!id^^HLS 

folgt 


UebungsaiifgabeA  fSac  Schüler. 


t        >•        » I 


Von  Herni  Profenor  Dr.  Wolfers  sa  Berlin. 

lo  Euler's  »ylnstitutiohes  calonli  differentialis,  pars 
posterior  $.  366,.  Clzemplum  I.'*  wird  die  Summe  der  Reihe 

4z::r»+9=^  +  l6^^  +  **^ 

fSr  «=1  bestimmt.    Der  allgemeine  Ausdnick  derselben 

1  ^  1 

nimmt  (Br  d;=l  die  Form 

1       jj      1 

an;  es  kann  znnSchst  die  Aufgabe  sein»  aus  diesem  allgemeineo 
ausdrucke  den  fiir  d;;=)  sich  ergebenden  Wertb  |  der  obigen 
Reike  abzuleiten. 

Diese  ninunt  ^er  fiir  diesen  W^rtb  von  dr=)  die  Form 


r 

n  nd  es  «i^ird  •ino  «wnite  A«%abe  stin,  däis  de#  WeHh  dki«r 
io'i  OtieiidKche  ft^tgesetattn  Rdhe  den  obigen  WerUi  j  anninihitb 
Dies8  lägst  sich»  ganz  unabhängig  ton  dem  obigen,  andärweilig 
kergeleiteteo  allgemeinen  Ausdrucke  und  etwa  ähnlich  wie  im 
eilfteo  Tbeile  dieser  Zeitschrift  pag.  428.  §.  17.  zeigen. 

Die  ihrem  Werthe  nach  so  gefundene  Reihe  lässt  sich  auch 
so  schreiben : 

'^   1    i    1_L   1   .    i   i     * 

8"*"  8+  15  ■*■  24^36'*'® 

od«! 

8^3+6^3+5+7  +  3+5  +  7  +  9  +  3+5+7+9+11^**"^  ' 
tom  Summe  dann  gleichfalls  bestimmt  ist. 


XIII. 

M  i  8  c  e  I  1  e  n. 


Sdiretben  dM  Htrtn  Ddfctor  tlädenkamp,  Oberlehrftri  atti  QjmdsiloBi 

ttt  Hamm,    an  tfett  Heriltitgöber. 

»%e  erwähnen  im  23^  Bande  Seite  227.  und  228.  der  Auflßsung 
^wt  linearen  Gleichung  von  n  unbekannten  Grössen  von  der  Form 

-^  +  -^  +  -^-  +  ....--^^=1, 

üeLiotiville  in  seinem  Journale  gegeben  haben  soll,  tch  häbd 
Ae  AaflSsong  iSölcher  tileic^hungen  schon  Vor  13  Jahren  gefunden 
ond  solche  in  den  zwei  Abhandlungen:  „Üebet*  Transformation 
vielfacher  Integrale"  und  „lieber  die  AbeTschen  Integrale**  im 
&  Bande  Seite  184.  und  im  25.  Bande  Seite  182.  dee  Grelle' sehen 
I<iinab  iieb«t  andern  EigeoscbafUn ,  die  solcbe  GteichuHgen  habest 


milgeilhöilt  ütid  wiebtige  ABwenchmgen  davon  auf  die  Tn1wfo^ 
niation  vielfacher  Integrale  gemacht.  In  der  efsten  der  eTW&hnten 
A^haKdidngeD  habe  ich  die  Bedingung,  dass 

f..'      •  .  .  ■  •     • 

X\        X^         Wn      *! 
«1  «2  <'« 

sei,  gemacht,  in  der  andern  nicht.  Es  sind  die  yi^y^^yz  etc.  in 
den  erwähnten  Abhandlungen  nichts  anderes,  als  die  sogenannten 
elliptischen  Coordinaten,  von  denen  man  so  fruchtbare  Anfven* 
düngen  auf  die  Lüsungeh  verschiedener  Probleme  gemacht  hat. 
Ich  habe  in  den  genannten  Abhandlungen  nur  die  Zahl  der  Variar 
beln  unbestimmt  und  beiiebig  gelassen  und  so  diese  Transforma- 
tion nur  verallgemeinert.  Da  ich  das  Journal  des  Herrn  Lioii- 
ville  nicht  Icenne,  so  ersuche  ich  Sie,  den  Herrn  Liouville 
auf  diese  schon  früher  gegebenen  Lösungen  aufmerksam  zu  machen. 
Auch  wünsche  ich  eine  ähnliche  Berichtigung  in  diesem  Journale 
von  Ihrer  Seite  *). 

Hamm  den  25.  April  1854. 

Ihr 

Hädenkarop. 


Verallgemeinerung  des  Pythagoräischen  Lehrsatzes. 

Von    Herrn    Oskar    Werner,    Lehrer   der   Mathematik    in    Dresden. 

Construirt  man  (Taf.  I.  Fig.  L)  ober  der  Seite  ßC  des  belie- 
bigen Dreiecks  ABC  den  Rhombus  BCDE^  macht  ^ABF 
z^z^CBE  und  ^JCA  =  ^BCD,  zieht  ferner  zn  BF  und  CJ 
die  Parallelen  CK  und  BL,  macht  BF—BK  und  JC=CL  und 
vollendet  endlich  die  Parallelogramme  ABFG  und  ACJH^  so  ist 
der  Flächenraum  des  Rhombus  BCDE  der  Summe  der  Flächeo- 
rfiume  der  Parallelogramme  ABFG  und  ACJH  gleich. 

Indem  wir  uns  beim  Beweise  diese«  Satzes  an  Taf.  I.  Fig*  ^ 
halten,  bemerken  wir,  dass  diese  Figur  aus  Taf.  I.  Fig.  1.  erhalten 
wird,  indem  wir  die  Parallelogramme  ABFG  und  ACJU  in  die 
Lage  bringen,  dass  wir  einerseits  BF  auf  BK  und  AB  in  die 
Richtung  von  fF  fallen  lassen,  und  andererseits  JC  auf  £C legen 


*)  Ich  glaube,  data  dmrch  die  TolUtändige  Mittheilnng  diefee  Brie- 
fes beiden  Wänschen  des  Herrn  Dr.  Hädenkanp  genügt  sein  wird.     ^ 


Miteenm 


as9 


niJCiii  iie  Rtebtang  von  JC  bringen.     Eft  icominl  aIsö  jetzt 
teanfan,  zu  bewefsen»  dass 

BCDE=BFGK+CJBL. 

Wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  die  Geraden  AM,  PE^  PD, 
OF,  JQ  respective  parallel  BE,  AB,  AC,  BC,  BC.    Dann  M 


^.CBE^jilABF, 

folglich 

^CBE^^^ABCzu^ABF 

^^jslABC, 

d.  i. 

^ABE:==j:LCBF. 

Da  ausserdem  noch 


nd 


BE  =  BC 


AB  =  BF, 


»ergiebt  sich 

ABEP^BCOF. 
Weil  aber 

ABEP=BEMN 


BCOF=zBFGK, 


BEMN=BFGK. 


80  ist 


^BCD^^ACJ, 

folglich 

^BCD  +  ^ACB=:^ACJ 
+  ^A(;!B, 

d.  i. 

^ACD=z^ßCJ. 

Da  ausserdem  noch 

CD^CB 

und 

CA  t=zCJ, 

so  ergiebt  sich 

ACDP^BCJQ. 

Weil  aber 


und 


so  ist 


ACDP=CDMN 


BCJQ=  CJHL, 


CDMN=CJHL. 


Addiren  wir  die  Resultate  rechts  und  links,  so  folgt 

ßEMN  +  CDMN = BFGK  +  CJHL 

oder 

BCDE=BFGK+  CJHL, 

<B>d,  wenn  wir  Taf.  I.  Fig.  1.  berücksichtigen, 

BCDE  =  ABFG+  ACJH, 

wodurch  unser  Satz  ToUständig  bewiesen  ist. 

Als  Spezialitäten  dieses  Satzes  sind  folgende  hertorzuhebeit: 


i,    'f 
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1)  ^CBEissiR.  Dies«  U^fett den LohrMtA :  TlMiUittäüzIrei 
Seiten  eines  Dreieckes  durch  Senkreohte  von  den  gegeftibe^ 
stehenden  Ecken,  sp  ist  das  Quadrat  der  nicht  getheilten  Seite 
gleich  der  Summe  der  Rechtecke,  welche  aus  den  zwei  getheilteo 
Seilen  und  Ihren,  der  nicht  getheilten  Seite  zunächst  liegenden 
Abdcbnitten  coostroirt  tverden. 

2)  Die  Rhombusseite  CD  fällt  in  die  Richtung  der  Dreiedu- 
Seite  ACy  dann  verschwindet  das  Paralielogranim  ACJH  öbd  man 
erhält  (Taf.  1.  Fig.  3.)  Rhombus  BCDE=  Parallelogramm  ABFG 

3)  ^ACB=^CßE=zR  (ein  bekannter  Satz). 

4j  '^C-4Ä=^CJ5£=Ä  (Pythagoräischer  Lehrsatz). 


Zur   ebenen   Trigonometrie. 

Von  Qerm  Qnidde,  Lehrer  am  Gymnasium   za   Buckeborg. 

Da  im  Archiv  mehrfach  Ableitungen  der  gonlometrischen 
Grundformeln  gegeben  worden  sind,  so  nehme  ich  keinen  Anstand^ 
auch  die  fol|ipende  mitzutheilen,  an  die  sich  d^nn  noch  einige  Be- 
trachtungen  knüpfen.  Sie  ist  ausserordentlich  einfach,  da  sie  nur 
eine  Uebersetzung  des  ptolemälscben  Satzes  ist,  den  man  bei  dem 
Beginn  de»  Unterrichts  iji  der  Trigonometrie  voraussetzen  kauo. 
Sie  hat  aber  ausserdem  den  Vorzug,  diese  goniometrischen  Grund* 
formein  in  Zusammenhang  txi  bringen  mit  dem,  was  man  als  die 
Grundlage  der  ganzen  neueren  Geometrie  zu  betrachten  hat,  oäm* 
lieh  mit  dem  anharmonischen  Verhältniss.  Die  Möglichkeit  der 
Uebertragung  beruht  auf .  einem  einfachen,  allgemein  bekannten 
Satze:  „dass  der  Sinu»  eines  Peripherievpiokels  gleich  der  Sehne 
ist,  dividirt  durch  den  Durchmesser 'S  von  dessen  Richtigkeit  man 
sich  sogleich  überzeugt,  wenn  man  einen  Peripherie winkel  wählt 
dessen  einer  Schenkel  ein  Durchmesser  ist.  Dieser  Sata,  der  in 
den  meisten  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  nur  beiläufig,  etwa 
in  Form  einer  I7ebuqgsau%abe.  vorkommt >  verdiente  vielmehr  an 
die  Spitze  gestellt  zu  werden,  nicht  nur  der  Anwendung  wegen, 
die  ich  von  demselben  zu  machen  gedenke,  sondern  weil  alle  die 
trigonometrischen  Sätze,  die  man  selbstständig  zu  beweisen  pflegt^ 
mittelst  desselben  als  leichte  Uebtrtragungen  von  goniometrischen 
Sätzen  erscheinen,  die  man  vorher,  im  goniometrischen  Thcile, 
ebenfalls  selbstständig  bewiesen  hat  Zu  der  Uebertragung  ist 
nur  eine  Multiplication  oder  Division  mit  dem  Durchmesser  des 
dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  nothwendig.  In  solchem  Zu- 
sammenhange stehen  «.^Rw,  die  Seiten  d^  Dreleeto  nM  a,Sp^ 
die  6egei»winhel  mit  4$  Bj  C  heBuMtuei,  die  Femeloi 


Mhcetien.  23ft 

8iu^= sin  B .  cos  €-{•  sin  C  cos  J?; 


(1) 


ö-t-^'a^cos — rt — •  cos — s — » 

p ff        C+B 

8inÄ+sinC:sin<4=cos-^-s — ^cos — ^f~f 

A  :    C^B,  .   C^B 

0  —  c;a  =  sin — 5 — ^syn — s — » 

•   o       •   ^    '    j      •   C-^B     .    C+B^ 

sinB  —  sin  C:sin  21=810 — ^'—-ßisi — s — » 

sinJ«5sCsinÄ,co8C+co#ÄsipC)*;  3 


(2) 


•'  t 


(3) 


(4) 


da 


(n£eo8&f  cos  fsin  C)»  =  sin  B^cos  C^  +  28in  B  cos  B  sin  Cct^C 
+cosjB«shiC« 

==;9}q»2(l^sinC^+2si!»iSeo8iP9ipCto8C+sJ|iC^(l^«ii|Ä*) 
=sin^  +sin  C* — 28in  i?sin  C(sinß.sinC — cosfi.dosi?)« 
r=sin  ^4-sin  C>— 2sin  JSsto  C.C08  2« 

ist,  a.  8.  f.    Weiler  verfolgt  hat  diesen   DuaKsmiis  8.  B.  MAIEev( 
Meiner  „Trigonometrie,  Halle  1852,  Seite  202.  u.  f.",  wess- 
Ittibich  hier  diesen  Gegenstand  verlasse  und  zur  Ableitung  der  Formel 

sin  (a?  +  y)  =^  sinorcosy -|- cosarsiny 

ft«rgdi&  Mao  stelle  sidi  ein  Viereek  in  einem  Kreise  vor ,  AB  OK 
dorek  welche  Buchsiabediilge  siigleich  die  Folge  der  Pbnktie  a«f 
^m  umfange  des  Kreises  dargestellt  sei.  Mao  hat  dann  nach 
dem  ptolemäischen  Satze 

4B.  CJ)+BC.DA:=AC.BD, 

^iiv>tim  man  dsrch  das  Quadrat  des  Durobmessers  dMdIft,       *« 

BiD^D^.sin  CAD+8\nBDC.amABD=z8\n  ABC.  sin  BAD. 
bt  nun  AC  ein  Durchmesser  und  setzt  man  * 


W  i 


Witt 


CAD=:y, 
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sin  BD A= 8m B C Az=  8in  (90^ -B ACT)  — cosa;, 
sin^ÄZ>=sin^CZ>  =sin(900—  CAD)  =cosy. 
Bin  ABC  =810^0^  =  1; 
folglich 

• 

cos  or.  sin  ^  4- sin  o:.  cos  3^=610(^4-^)*  (5) 

J 
Ist  AD  ein  Durchmesser  und 


80  ist 


BADzzzx,    CAD=y; 

sin  BDA  =  cos  x  y 

8in  CAD  =  8iny, 

sin  BDC  =  sin  (o:  — y) , 

sin^i5Z>  =  l, 

sin24ÄC  =  sin  JZ>C=  cos  y, 

8in  BAD  =  sino:; 


folglich 


cos  X .  sin  y  +  sin  (x  — y)  =  cosy .  sin  x.  (6) 

Setzt  man  90^  — o:  an  dieSteUe  von  .r,  so  geht  die  Formel  (5) 
über  in : 

sin^sin^-|'^o'B:rcos^=co8(a: — y)  (7) 

und  die  Formel  (6)  in 

sinarsiny  +  cos(a:+y)  =  cosycosa?.  (8) 

Verbindet  man  einen  Punkt  ^S  des  Kreises  mit  den  Ecken  des 
Vierecks  und  bezeichnet  die  auf  einander  folgenden  Strahlen  SA, 
SB,  SC»  SD  mit  a,  b,  c,  d,  so  hat  man  durch  Anwendung  desi 
oben  für  den  Sinus  eines  Peripheriewinkels  gegebenen  Satzes:     i 

sin  ab,  sin  cd-{-  sin bc . sincfa =sin  ac. sin  bd^ 

eine  bekannte  Relation  zwischen  den  vier  Strahlen  eines  Punktes, 
welcher  für  die  vier  Einschnittspunkte  a,  1^,  c,  b  der  Strahlen  in 
eine  gerade  Linie,  wenn  die  Punkte  in  der  angegebenen  OrdnoBg 
auf  einander  folgen,  die  Relation  entspricht: 

«ib .  cb  +  ab .  l^c= ac.lbb. 

Diese  Relationen  also  sind  Folgerungen  aus  dem  ptolemäischen 
Satze,  und  da  sie  der  Lehre  von»  anharraonischen  Verhältniss  angehö- 
ren, so  ist  hiemit  der  Zusammenhang  dieser  Lehre  mit  jenem  Satze 
und  damit  auch  mit  den  goniometrischenGrundformeln  nachgewiesen. 
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ie  Theorie  der  periodischen  Funktionen,   begründet 
durch  die  Betrachtung  der  Integrale  zwischen  imagi* 

nären  Grenzen. 

Von 

Herrn  Julius  Toeplitz, 

Lehrer  am  Gymoatiom  xu  Lissa  i|U  Grotshercogthum  Posen. 


Die  Integralrechnung  allein  giebt  un^  die  naturgemässen  Mit- 
idandie  Hand,  neue  Funktionen  zu  finden  und  ihre  Eigenschaf- 
tn  zn  erforschen.  Je  mehr  also  dafür  geschieht,  die  Prinzipien 
^er  Integralrechnung  fest  zu  begründen,  desto  klarer  werden  uns 
<^>e  EigenschaHen  der  Funktionen  For  Augen  treten,  und  desto* 
sicherer  werden  wir  mit  denselben  umgehen.  Ein  Integral  wird 
»00  direkt  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Uera  definirt,  diese  Definition  jedoch  nur  för  den  Fall  gewühn- 
kb  konsequent  durchgeföhrt,  wenn  die  Grenzen  der  Integration 
f^lle  Grossen  sind.  In  diesem  Aufsatze  will  ich  nun  den  Ver- 
geh machen,  diese  Definition  auf  die  Integrale  zwischen  imagi^ 
liren  Grenzen  auszudehnen.  JMein  Bestreben  geht  dahin,  zu  zex- 
Pi  dass  nur  durch  diese  Ausdehnung  das  wahre  Wesen  der 
hegrale  uns  zugänglich  werde,  dass  neue  Eigenschaften  der  In- 
^grale  sich  dadurch  ganz  von  seilet  ergeben  und  dass  durch  sie 
allein  die  wahre  Quelle  der  Periodicität  der  Funktionen  aufgefun 
^D  werde; 

Bevor  ich  nun  zu  diesem  meinen  Thema  übergehe,  will  ich 
^  verehrten  Lesern  in  dem  ersten  Paragraphen  das  ins  Gedächt- 
>i^  Zurückrufen ,  was  ich  aus  der  Theorie  der  Integrale  zwischen 
'(«flen  Grenzen  als  bekannt  voraussetze* 

Tl»«lXim.  IT 


24S      J,  Toepiiiz.'    Die  Theorie  der  perioiUscken  FtinkUonek, 

9 

§.  I. 

EiDe  Funktion  /o?  heisst  kontinuirlich  zwischen  den  reellen 
Grenzen  a  und  b,  wenn  fa:  für  jeden  beliebigen  Werth  von  ar,  der 
zv^ischen  diesen  Grenzen  liegt,   immer  einen  endlichen  Werth  an- 

nimmt,  und  ausserdem  die  Grösse^ — ^  für  dieselben  Werthe 

von  X  einen  endliehen  Werth  annimmt,  wahrend  e  unendlich  klein 
wird.     Dieser  letztere  endliche  Werth,  den  die  Grösse  — ^— 

£ 

annimmt,   wird  gewöhnlich  durch  das  Zeichen  o— oder/^o;  bezeicfc- 

net.  Wenn  also  fx  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  kontiDuirlick 
ist,   so  findet  zwischen  diesen  Grenzen  folgende  Gleichung  statti 

f{x-{-B)  —  fx  =  B.fx.  (1) 

Legen  wir  nun  der  Variablen  x  alle  Werthe  bei,  welche  zwischen 
a  und  b  liegen,  und  bilden  wir  folgende  Summe: 

in  welcher  Cj,  s^,  €3,....  Sn-i,  fn  unendlich  kleine  Grossen  von  der 
Art  sind,  dass: 

a  +  €|  +  62  +  ^3  +  ....  +  Bn~l  +  fn  =  6 

ist,  so  wird  leicht  bewiesen,  dass  diese  Summe  gegen  einen  be- 
stimmten endlichen  Werth  konvergirt.  der  nur  von  den  Grenzen 
a  und  b  und  von  der  Form  der  Funktion  fx  abhängt«  Die  eben 
genannte  Summe  wird  das  Integral  der  Funktion  fx  zwi- 
schen den  reellen  Grenzen  a  und  b  genannt  und  durch  das 

Symbol    /      fx .  dx  bezeichnet.     W^ir  h.)>ben  also  als  Definition  die 

a 

Gleichung: 


/ 


h 
fx.dx^ei.fa  +  S2.fia  +  ei)  +  e^.f(a  +  ei-i-B^)  +  ,.., 

."(2) 

....  +  Bn .  f(il  +  f  1  +  ^2  +  ••••  +  ^n— 1  =  ^  —  *«)• 


Mit  Hiilfe  dieser  Definitionsgleichung  werden   leicht  folgende 
Eigenschaften  der  Integrale  entwickelt: 

d  I       fx^dx 


dP    fx. 


a 


8b  -^-  (3) 


'"*  -     -  i** 


/ 


'=/ 


/ 


«  k 


ru^i'f^^yj't 


.5; 


v« 


IKeCaöf^ai 

eei    -t    si 

«   f$^.  mit«; 

*                        ^                                ^                   w 

ii^w^ 

iiss  vir  iei  öa 

'  l^iiinBe 

i»»r  4ois£va 

SooM    'i'    anck   »>yv 

^\^ 

^^SGze  (  tenMtig 

äet^  mc 

tsmm  wiiftlnr 

HL  i«ci»9nb«m  mcu<<Vy^ 

■^♦«t 

bioei,  man;  u 

IT  OK  Fan 

E3I1B  />  Md 

üe$«m  :ria«ft>  Wlt5C^^  iv% 

äüU  Ucäc 

Dl  ferarr  /"^  xvji«-&es 

'BnS    ^vFCKrXS 

«  «  «i^   >   kiMItittiM^Klt 

*f>4 

(«iilstaH  aer 

lUnt^äme 

1.: 

ft):=:««/\«44^)^)..   #K    \V 


L 


ß—fa—j     fx.djr. 


<t^ 


ft 


Bei  ai  de«  ßisberigeo  Ist  m  benicrkrn»  tU»«  «tU  r\inl^tUm 
.-  Jdbft  ascb   eine  imaginäre  Form  hallen  kunn«     AIa^Iaiui   nbc'T 
^ttiiaa  sie  anf  die  Form:    q>X'{^  L^\r^  wo  g^.r  \iiul  \\r  rt't^Uo 
Too  jr  sind,  und  dann  hat  man  au«  der  f »It'U'huixit  1.^)^ 

(Veüloli 


'oidinca  too  jt  sind,  und  dann  hat  man  au«  der  filt'U'hi 
j  fzJx^  f     $f>x.dx^i. I     tpjr.rfjr»    l>ahtl  m(tj*«^Q 


eD  den  Grenien  n  und  h  kontinulrlleli  «ein» 

IT* 
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Dies  sind  die  bekannten  Prinzipien,  an  die  ich  erinnern  wollte, 
weil  ich  nur  auf  sie  aliein  bei  der  nachfolgenden  Behandlung  inei< 
nes  Themas  ßezug  nehmen  will. 


Die  Funktion  fx   heisst  kontinuirlich  zwischen    den  Grenzen 

«  +  ßi  und  y-\-öi  (wo  a  und  ß  reelle  Grössen  sind  und  i  =  V"— 1  ist), 
wenn  in  dem  Ausdrucke  /"(?/ +i?i)  =  g?(M,  ») +i.i/;(m,  t?)  sowohl 
fp{u,  v)  als  i/;(m,  v)  für  alle  Werthe  von  u  zwischen  a  und  y,  ver- 
bunden mit  allen  Werthen  von  v  zwischen  ß  und  d,  kontinuirlich 
bleiben.  Ferner  wollen  wir  ein  imaginäres  unendlich  Kleines  den 
Ausdruck  öi  nennen  >   wenn  S  unendlich  klein  und  reell  ist. 

Um  nun  die  Definition  eines  Integrals  zwischen  den  imagifiäreK 
Grenzea  a  +  ßi  und  y  +  di  zu  geben ,  wollen  wir  der  Art  und  Weis^ 

nach  der  wir  oben  das  Integral   /      fx,dx  gebildet  haben,  ein 

a 

grossere  Ausdehnung  geben.  Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  di^ 
Variable  x  durch  unendlich  kleine  Inkremente,  die  wir  ganz  nacl 
unserem  Belieben  bald  reell ,  bald  imaginär  annehmen,  von  deni 
Werthe  a  +  j3i  zu  dem  Werthe  y-\-8i  übergehen;  für  diese  unend- 
lich vielen  Werthe  der  Variablen  x  bilden  wir  die  entsprechendem 
Werthe  der  Funktion  /!c,  multipliziren  jeden  dieser  Werthe  inl| 
dem  nächstfolgenden  unendlich  kleinen,  reellen  oder  imaginäre^ 
Inkremente  von  x  und  addiren  dann  all  diese  Produkte.  Eio< 
solche  Summe  nennen  wir  das  Integral  der  Funktion  /J 
zwischen  den  Grenzen  u-{-ßi  und  y-\röL 

Diese  Definition  scheint  nun  viele  Unbestimmtheiten  in  sic^ 
zu  enthalten.  Denn,  wenn  z.  B.  l-f2t  und  5-|-6i  die  gegebene^ 
Grenzen  sind,  so  kann  man  x  erst  durch  reelle  Inkremente  vo^ 
dem  Werthe  l+2i  zu  dem  Werthe  3-f  2i,  dann  durch  imaginMr< 
Inkremente  von  dem  Werthe  3+2i  zu  dem  Werthe  3-f6i,  undendj 
lieh  wieder  durch  reelle  Inkremente  von  dem  Werthe  Z-{-%i  zi| 
dem  Werthe  5-f  62'  übergehen  lassen.  Man  könnte  aber  auch  aal 
unendlich  viele  andere  verschiedene  Weisen  verfahren ,  da  nur  di< 
Bedingung  gestellt  ist,  dass  die  Reihe  der  x  mit  dem  Werthe 
1  -|-  2z  beginne  und  mit  dem  Werthe  54-6t  schliesse,  während  die  An 
und  Weise  der  Ueber^änge  ganz  unserem  Belieben  überlassen  ist 
Man  künnte  also  scbliessen,  dass  nach  unserer  Definition  zwischen 
denselben  Grenzen  (i-\-ßi  und  y-\r^i  bei  ein  und  derselben  Funki 
tioD  fx  anendlich  viele  solcher  Summen  vorhanden  sind»   die  wii 
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oben  Integrale  genannt  haben.  Es  bieten  sich  uns  daher  folgende 
Fragen  zor  Erörterung  dar:  erstens,  wie  mu8H  die  Funktion  fx 
beschaffen  sein,  damit  jede  dieser  Summen  sieh  einer  bestimm- 
teo  endlicben  Grenze  nähere;  zweitens,  welche  von  diesen  Sum- 
men sind  einander  gleich;  und  endlich,  wenn  einige  dieser  Sum- 
men verschiedene  bestimmte  Werthe  annehmen,  um  welche  Differenz 
noterscbeiden  sie  sich  dann  von  einander?  Bevor  wir  diese  Fra- 
gen in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  beantworten,  wollen  wir  jedoch 
einige  spezielle  Summen  betrachten,  auf  die  sich  die  übrigen  zu-  , 
rJicUuhren  lassen.  • 


§.  III. 

Wir  lassen  zuforderst  x  durch  reelle  Inkremente  von  dem 
Werthe  a-^-pi  zu  dem  Werthe  y-\-pi  übergehen  und  bilden  die 

Somme: 

fx,dx, 

o-fpi 

Vergleichen  wir  diese  Summe  mit  der  in  der  Gleichung  (2)  vor- 
toBiinenden,   so  sieht  man,  dass  offenbar: 

/y+i>*  p  y 

fx,dx=i  j      f\u+pi).du.  f  (8  b.) 

Daraus  schllessen  wir,  dass  die  obige  Summe,  welche  wir  durch 

fx,dx  bezeichnet  haben,  nur  dann  gegen  einen 

Qozigen  bestimmten  Werth  konvergire,  wenn  die  Funktion  f{u-\-pi) 
ior  alle  Werthe  von  u,  welche  zwischen  a  und  y  liegen,  konti- 
BQirlich  bleibt. 

Wir  lassen  zweitens  die  Variable  x  durch  unendlich  kleine 
imaginäre  Inkremente  ö^i,  8iii,...,6ni  von  dem  Werthe  g-{-  ßi  zu  dem 
Werthe  q  +  öi  übergehen,  und  bilden  die  Summe: 

I  (9  a.) 
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welche  wir  nach  der  Analogie  dorch  das  Symbol   /  fx.da 

bezeichneo.    Dorch  Vergleichung    dieser   Sanime   mit  der  io  der 
GleichoDg  (2)  TorkommendeD  sehen  wir  wieder,    dass 


(9  b.) 


Daran»  schliessen  wir  wieder ,  dass  die  Samme,  welehe  wir  dmcl 

fx.dx    bezeichnet  «haben,    nur    dann    gegei 

q^ßi  I 

einen  bestimmten  endlichen  Werth  konvergire,  wenn  die  FanktiM 
fig  +  vi)  für  alle  zwischen  ß  und  6  liegenden  Werthe  von  e  kos- 
tinuirlicb    bleibt. 

Wenden  wir  ans  nun  zu  Summen  von  einer  grosseren  Allge* 
meinheit.  Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  die  Variable  x  zuerst 
durch  reelle  unendlich  kleine  Inkremente  von  dem  Werthe  ai-ßi 
zu  dem  Werthe  y-j-ßi,  und  dann  durch  imaginäre  unendlich  kleioe 
Inkremente  von  dem  Werthe  y  +  ßi  zu  dem  Werthe  y  +  6i  über- 
gehen ^   und  bilden  folgende  Summe: 

(10  a.) 

+  ^ni./'(y+5i-U 

welche  wir  vor  der  Hand  durch  das  i^ymbol  g)(a-i-ßi,  y+^i)  be- 
zeichnen wollen.  Vergleichen  wir  diese  Summe  mit  den  obigd 
(8  a.)  und  (Qa.),   so  sehen  wir,   dass: 

fx.dx^l  fx.dx,    (lObl 

woraus  mit  Hülfe   der  Gleichungen  (8  b.)  und  (9  b.)  folgt,   dass: 
g>(ct +  ßis  y+()i)=J      fiu+ßi).du+i.r  /(y+»t).dü.  (Ldt.) 


Daraus  schliessen   wir^    dass   die  Summe,   welche  wir  durch 
Symbol  (p(a-\-ßi,  y-i-Si)  bezeichnet  haben,   gegen  einen  bestimtB* 
ten  endlichen  Wertb  konvergire,  sobald  f(u  +  ßi)  für  jeden  zwiscbei 
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forif  ie^Mden  Werth  von  «,  ood  fly^vi)  für  jedeo  swischeo 
I  mi  4  fieeesden  Werth  von  v  kontinuirlich  bleibt. 


wir  nun  den  umgekehrten  Weg  ein  und  lassen  x  erst 
krrk  imaginäre  anendlicb  kleine  Inkremente  von  dem  Wertbe 
c^pi  Em  iem  Werthe  a  +  di,  dann  aber  durch  reelle  unendlich 
üdw  lakremente  von  dem  Werthe  ec-{-  öi  zu  dem  Wertbe  y  -|-  ^i 
■nd  bilden  folgende  Summe: 


(11  a.) 

vdcbe  wir  wieder  durch  ein  Symbol  '^(a  +  ßi,  /  -h  dt)  bezeichneD 
T«QeB,  so  sehen  wir  ebenso  wie  oben,  dass: 


fa^.dx  +  J  fit.dx,    (IIb.) 


4er  dass 


if(a+ßi»  r  +  äi)=r^f(u'^öi).du^if    fla+ti).dv.  (11c) 

tt  ß 

Als«  koBTCTgirt  die  Summe,  welche  wir  durch  das  Symbol 
¥fii-ßis  /-f-di)  bezeichnet  haben  ^  nur  dann  gegen  einen  bestimm- 
ten eodlichen  Werth,  wenn  /Xu  +  öi)  für  alle  zwischen  a  und  y 
liegenden  Werthe  von  u,  und  /l[af  ci)  för  alle  zwischen  ß  nnd  d 
lieeeoden  Werthe  von  o  kontinuirlich  bleibt 

In  dera  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  nun  untersuchen,  in 
weleben  Fällen  die  beiden  Summen  <p(cc-\-ßij  y+öi)  und  ij;(a-f  (5i,  y+di) 
einander  gleich  sind,  und  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  um  welche 
Differenz  sie  sich  von  einander  unterscheiden. 


§   IV. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dass  die 
beiden  Summen  fp(a  -\^  ßi,  y  +  Si)  und  ^a  -t- ßit  y  +  dt)  gegen  be- 
stimmte endliche  Werthe  konvergiren,  wenn  die  Funktionen  /[u-t-ßt) 
nod  f{u  -(-  dl)  für  alle  zwischen  o  und  /  liegenden  Werthe  von  u, 
und  die  Funktionen  /(a-f-rt*)  und  /{y+vt)  für  alle  zwischen  ß  und 
d  liegenden  Wertbe  von  v  kontinuirlich  bleiben.  Wir  wollen  non 
umehmen,   dass  nicht  bloss  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,   son- 
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dern  die  Funktion  f{u  4-  vi)  ilberbaapt  zwischen  den  Grenzen  a-\-^\ 
und  y  -{-  8i  kontinairÜcb  sei  (vergl.  die  Definition  im  Anfange  des 
§.  IL).  Wir  behaupten  y  das«  in  diesem  Falle  q>(a  +  ßi,  y  +  ^i) 
=  if;(a  +  (5i,   y  +  Si). 

Denn  setzen  wir  i/;(a  +  ^i,  y+öi)  —  q>icc  +  ßi,   y  +  di)=^,   s« 
folgt  aus  den  Gleichungen  (10  c.)  und  (11  c.)»    dass 

a  ß 

Da  nun  nach  unsern  Annahmen  nicht  bloss  fiy^vi)  — fi^i-iA 
für  jeden  zwischen  ß  und  8  liegenden  Wcrth  von  v,  sondern  aoeh 
die  Funktion  f(u-{-ti)  für  alle  Werthe  von  u  zwischen  a  und  7, 
▼erbunden  mit  allen  Werthen  von  v  zwischen  ß  und  ö  kontinairlid 
bleibt,  so  leiten  wir  aus  der  Gleichung  (7)  die  folgenden  ab: 

+  €3./^(a+fi  fvfrt) +....+  s„.f'(y^en+vi) 
und 


if    \f(y+vi)-'f(u  +  vi)]dv 


ß 
=^A\h'f'(^+ß^)-^^2'f'(^+h+ß^)+""+^n.^(y-en+ß^)} 


+ i,Sn[si  .f'(a+öi— dni) +^2/'  («+ f  1  +  8i—8ni)  +....+f  n/'  (y — Sn+Si—inijl 

Da  wir  aber  ganz   auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Formel  (7) 
bewiesen  haben,    zeigen  künnen,    dass 


=/ 


p+gi 


f(P  +  qi)—f{p  +  ri)=  I    '  "  .fv . dv, 

p+rt 

wenn  nur  f(p-\-vi)  für  alle  zwischen  r  und  q  liegenden  Werthe 
von  V  kontinuirlich  bleibt,  so  folgt  nach  unsern  oben  gemacbtei 
Annahmen,  dass: 

»y^   { Ay+ vO '-f(a'i-vi)\dv  =  El t/'(«  +  ^0- A«+/?OI 

+  ....  +  6n .  I  /(y-fn+^i)— /ty-f«#)l 
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Wenn  also  /(«-fvO  zwischen  ^en  GreosMl  cL-\-ßi  und  y 
ioDtiouirlicb    ist,     so    ist   ^  =  0    uud    daher    ip{a -{r  ßif    y  "f ''0 
=^a-f-/?t,  y-f-^O»    ^<^  2a  beweisen  war.  « 

§.  V. 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  zusammen »  so  haben  wir  fol- 
gendes Er^hniss.  Wenn  die  Funktion  fx  zwischen  den  Grenzen 
u\fli  und  y-\-H  kontinuirlicb  ist,  so  konvergiren  nicht  nur  die 
Sommen  q>{a-{'ßi,  y-l-dt)  und  if;(a-|-|?t,  y-h^t)  gegen  bestimmte  end- 
liche Werthe,  sondern  diese  beiden  Werthe  sind  auch  elnahder  gleich. 

Wenn  aber  nur  die  Funktionen  f(u-\-ßi)  und  f{u-{'äi)  für 
alle  zwischen  a  und  y  liegenden  Werthe  von  u,  und  die  Funktio- 
nen /■(«  +  vi)  und  f{y  +  vi)  für  alle  zwischen  ß  und  d  liegenden 
Werthe  vpn  v  kontinuirlicb  sind,  dagegen  die  Funktion  fx,  selbst 
lor  einen  Werth  x'=:zux-{-Viij  der  zwischen  a-{-ßi  und  y-f  di  liegt, 
diskontinuirlicb  wird,  so  konvergiren  zwar  noch  die  Summen 
ff{a'{'ßi,  y  +  ^O  und  t(;(a  +  (5i,  y+^i)  gegen  bestimmte  endliche 
Werthe ;  jedoch  können  wir  nicht  behaupten,  dass  diese  beiden  Werthe 
einander  gleich  sind.  Sie  unterscheiden  sich  vielmehr  im  Allgemeinen 
durch  eine  Differenz  ^,  welche  folgen dermassen  ausgedrückt  wird: 

^  =  i/;(«  +  /Ji,  y  +  «t)— 9(«  +  Pi,  y  +  Äi)  j 

^f\f{u^-Si)-f{u-^ßi)\du^iJ'\f{y-^vi)^f{a^-vi)\dv\^^^^^ 

Diesen  Ausdruck  für  J  wollen  wir  nun  umformen,    damit  er  von 
ff»  ^9  y»  ^  unabhängig  werde. 

Die  Funktion  fx  werde  für  ^=tf|-|-9|t  diskontinuirlich^  und 
nehmen  wir  zuerst  an ,  dass  «x  <  «n  <  y  und  ß^tiK^^\  alsdann 
haben  wir  vermöge  der  Formel  (7) : 

r\f(u^di)--f(u  +  ßi)]duz=J''''^{f(u  +  öi)^f(u  +  ßi)]du 

'{■f\f{u^-8i)-^f{u-{-ß{)\du. 

wo  p  und  q  beliebige  positive  Grossen  bedeuten.  Da  aber  die 
Funktion  fx  zwischen  den  Grenzen  a-^-ßi  und  Ui — p-k-^i  und 
ebenso  zwischen  den  Grenzen  tijL  4  9  +  ßi  und  y  4  öi  kontinuirlich 
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tot^  90  folgt  «OS  teil»  wa»  wir  im  vorigeo  Paeagraplien  bewiesen 
haben,  da»»: 

und 

üuh«titulre»  wir  dieae  Werthe  in  den  Ausdruck  (12),  so  kpmmt 

Uk-9  ^ 

<)an9  ftufdlMtelhe  W^lse  haben  wir  aber: 


»i-r 


Da  ferner  die  Funktion  fx  zwischen  den  Grenzen  tii-^p-{-ßi  und 
•«1  1  V'l-  (*>!  '^•*)^»  ""*^  ebenso  zwischen  den  Grenzen  Ui — p+(vi+s)i 
UMd  1^  f  <y  4  <^^  kontinuiriich  ist,  so  folgt  wiederam  aus  dein  im 
vorluen  Purttgruphen  Bewiesenen,  dass: 

ß 


und 


i.f    \f[ui-yq+v{)^f{ui^p+vi)].dv 


'■  '       •       .     Wi»-fl 


f'^\nu + «ö  -rA»+<t^i  +*)i)^  **• 


tiffrümki  durch  die  BemaGkUm^  der  ^nteffrdU  €».  ^       Sg] 

Mbstitmreii  mr  dieseD  Wertli  in  den  xuleixt  gefutideiieo  Wettt 
voD  Ji  80  haben  wir  endliGfa:  i-  / 

\  (13) 

'^oji,  9^,  r,  ip  beliebige  reelle  positive  Grösseo  ^ind.  Und  da- 
durch haben  wir  gezeigt,  dass  ä  von  den  Grösu^en  a^  ß,  y,  tf  un- 
abhängig ist,  wenn  nur  «<tii<y  und  /3<i?i<5. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  wird  bewiesen,   dass^'  :  -    ..- 

1)  wenn  of>tii>y  und  /?>«?!>*,    alsdann: 

{ /t«  4-  (rji  — r)i)  ^/(t«+(vi+«)0  j  rfw  • 

»■    -     . 

—\J  {f(ui'-'p  +  vi)'-'f(ui+q  +  vi)\dv 

oder,    wettii  man  die  Grens^n  der  Integration  miik«brt:  Jf  c=  J; 

2)  wenn  aber  a<«j  <y  und  i3>i>,  >d,   so  ist: 

oder  ^2^=^  —  -^5 

3)  ist  endlich  a>Mi>y  und  ^  <«?!<*,   so  ist 


— t 


t 


I     >  ) 


•der  i^3  =  —  ^* 

f  VI.  V 

Durefa  das  Vorhergehend«  sinil  wir  in  den  SkamA  gta^tdt,  die 
Ol  $.  IL  definirten  Summeii .  aof  eine  leieht»  Weitfe«i*tuiteT8ttclMa. 
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Wir  lassen  also  zuerst  die  Variable  an  durch  reelle  lokreroeBte 
▼on  dem  V/erihe  a  +  ßi  zu  dem  Werthe  ai+ßi,  dann  durch  ima- 
ginäre Inkremente  voo  dem  Werthe  ai-|-/?t  zu  dem  Wertbe  a^-h^it» 
dann  wieder  durch  reelle  Inicremente  von  dem  Werthe  a^  +  bii  zu 
dem  Werthe  a^-i-f^ii,  dann  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem 
Werthe  as-f^i^'  zu  dem  Werthe  a^ -|- 62*  u*  s*  f*  9  endlich  durch 
reelle  Inkremente  von  ,dem  Werthe  On  +  bni  zu  dem  Werthe  y  +bni 
und  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  y-\-bni  zu  dem 
W^erthe  y  +  Si  fibergehen.  Bilden  wir  nun  für  all  diese  Werthe 
von  X  die  zugehörigen  Werthe  von  fx,  multipliziren'  wir  ferner 
jeden  der  letzteren  mit  dem  nächstfolgenden  reellen  oder  imaginä- 
ren unendlich  kleinen  Inkremente »  und  addiren  all  diese  Produkte, 
so  ist  offenbar  ihre  Summe: 

5=  9>(a  +  ßis  Ol  +  bii)  +  (p(ai  +  bii,  a^+b^i)  + ....      ^ 

....+g)(an-i+6ii-it,  an+bH()+g>(an+bni,  y+dt).         3 

Diese  Formel  ist  offenbar  der  aligemeine  Ausdruck  für  die  im 
§•  II.  definirten  Summen,  und  wir  wollen  nun  sehen ,  wenn  die 
Summe  ^S  gegen  einen  bestimmten  endlichen  Werth  konvergire 
und  welches  dieser  Werth  sei« 

Zuvorderst  Ist  ersichtlich»    dass  die  Summe  jS,  die  wir  von 
jetzt  ab  durch  das  Symbol 

fx  ,dx 

bezeichnen  wollen,  zugleich  mit  den  Ausdrucken  q>(a-i-ßi,  Oi-f^O» 
v(«i+6it,  aa  +  ÄaO»'—»  ^pion  +  bnii  y+dt)  gegen  einen  bestimm- 
ten endlichen  Werth  konvergirt.  Durch  das,  was  wir  im  Anfange 
des  vorigen  Paragraphen  von   der  Funktion  q>  gesagt  haben,  er- 

/7-|-<ft 
fx.dx 

a+ßi 

nur  dann  einen  bestimmten  endlichen  Werth   annimmt,    wenn  die 

Funktionen  ftu-^ßf),  f(u  +  bii),  fin-^b^i), fiu  +  bj)  für  alle 

Werthe  von  ti,  welche  respektive  zwischen  a  und  o^,  Oi  und  a^ 
a%  und  03,....,  «»und  fliegen,  und  ebenso  die  Funktionen /^ai -ff  0> 
/(a^  +  et), — ,  f{on  +  vt),  fty-f-vi)  für  alle  Werthe  von  ©,  welche 
respektive  zwischen  ß  und  bi,  61  und  ft^,....,  bu-i  und  6«,  6«  und 
i  liegen,  kontinuirlich  bleiben.  Daher  werden  wir  unter  dem  Symbole 

fx.dx  nur  diejenigen  Soromen  bereifen»  welche  die  eben 

•rwüietai  BiÜngungen  erflillett.    Denn  allen  «ndeni  Stunmeii  kOa* 
•en  wir  kefaMn  bestirnntm  Sinn  nnleriegen,  da  sie  in  AUgeinei« 


/ 
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oeo  nicht  gegen  einen  endlichen  bestimmten  Werth  konvergiton. 
Nachdem  wir  dieses  festgestellt  haben,  wollen  wir  den  Werth  unter* 

fx.dx  konvergiren. 

Die  Summation  all  der  Funktionen  ^,    welche  hi  dem  Aus* 
dnicke(]4)  vorkommen,  wird  leicht  folgendermassen ausgeführt  Es  ist: 

=/  fx.dx-\- 1  fcc, dx  -{■  I  fx.dx-t-i  fx.dx 

«+/«  o*+/St  a,+*.<  «»+»»< 

/ar.iiar+i(;(ai +/5i,  Ö2+^iO+  /  fx.dx. 

Ist  nun  die  Funktion  fx  zwischen  den  Grenzen  o^  -|-  j9i  und 
flii6xz  kontinuiriich,  so  ist  nach  dem  Obigen  i/>(ai  -^l^i»  A2~i'^iO 
=9(fli4-j5i,  Oa  +  ^iOj  w'''^  *^'^^''  /a:  zwischen  den  Grenzen  a^-f/?/ 
I     nul  a^-l-^ii  diskontiouirlichy  seist 

^(oi-i-ßi,  «a  +  ^it)  =  9>K+/5»»  fl2  +  *iO±-^. 

>ro  J  der  oben  gefundene  Ausdruck  (13)  ist.    lo  dem  ersten  Falle 
haben  wir  also: 

<p(a-i-ßi,   ai+bit)  +  (p(ai+bii,   Os-f-M 

fx.dx+(p(ai  +  ßi,  a^+bii)+l  fx.dx, 

oder,  wie  man  leicht  sieht: 

9(a+|5i,  ai  +  6it)  +  g>(öi+ V»  «2+ M =?>(«  +  /'« .  «s+M- 
lo  dem  anderen  Falle  dagegen  ist : 

^HßU  ai+bii)+<p(ai+bih  a^+b^t)^         fa:.dx+<p(ai+ßi,  a^+b^i) 

fx.dx±J=ig>(a  +  ßif  Og-f  6^t)±^. 

Dadurch  gelangen  wir  also  zu  folgenden  Schlüssen.  i 

Weon  die  Funktion  fx  für  keinen  Werth  von  x  diskontinuir- 
lieh  wird,  so  Ist  allgemein : 

Hom+bmi,  om^i  +  bmf ii)  +  v(a»+i+6«4.xt,  Om^+bm^    . 


/ 
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und  daber^  wie  man  leicht  sieht: 

• ,  >  -v 

qp(a  +  /Ji,   ai  +  ÄiO  +  9(«i+^i*»  fl2+M  +  --  +  9>(««  +  ^«*>  y  +  ^0 

Ako   ß\ni  m  diesem    Falle  all  die  Summen  ^    welche   wir   durch 
fx.dai  bezeichnet  haben >  von  den  Zwischenwerlhen  aj-f^ii 

a^-\-h^i,„„i  an -f  ^nt  ^lnabhängig ,  und  konvergiren  alle  gegen  ein 
und  denselben  bestimmten  endlichen  Werth  g)(a  +  P?,  y  +  d/). 

Anders  aber  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die  Funktion  fx 
für  irgend  einen  Werth  Ui+Vii  diskontinuirlich  wird.  Denn  da 
die  Zwischenwerthe  ffi  +  ftit,  €iif\'h.J,,  ..„<,  an-\-bni  ganz  unserem 
Belieben  überlassen  sind,  so  können  wir  verschiedene  Summen 
(lj4)  bilden  5  welche  den  Werth  <3P(a  +  j3i,  y  +  60  um  ein  beliebiges 
positives  oder  negatives  Vielfaches  von  /S  übersteigen  (s.  die  An- 
merkung).   In  diesem  Falle  ist  also: 

=acg)(a  +  /3i,  y+di)  +  iiii^, 
w^  in  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Anmerkung.  Wird  z.  B.  fx  für  ar=0  diskontinuirlich,  so 
ist  nach  dem  ^Früheren : 

g>(l+2i,  -3-40  +  9(— 3~4t,  5  +  6») 
=  /  /a:.««ar  +  if;(— 3  +  2i,  5  — 4i)  +  /  pr.ÄP 

Auf  ähnliche  Weise  ist    aber: 
9(l  +  2t,  -3-4i)+g>H3-4i,  7+8i)  +  9>(7+8i/— 9-lOt) 

Durch  dieses  Beispiel  ist  ersichtlich,  wie  man  die  Summen 
(14)  M  MlA0H4rtma,f  d«6d  fett  ^ff-|*/^%  r  +  ^O  «ib  beli^ige«  posi- 
tives oder  oegativea^:^i«ira|slie8  vop^^  kiABsimBine. 
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ju  VIL  . 

Allgetteine  Definition  der  Integrale  und  die  Periodik 

cität   der  Fuokti^Ben. 

Es  seien  a  and  x  ^Irössen  Ton  der  allgemeinen  Form  n  +  vi* 
Wir  lassen  eine  Variable  z  diireb  gtins  beliebige  unendlich  kleine 
reelle  und  imaginäre  InkremeBle  v^n  4em  Werthe  a  au  dem  Werthe 
zobergehen,  bilden  die  zugehörigen  Werthe  einer  Ftuiktion  ./Je^ 
maltipliziren  jeden  dieser  letzteren  mit  dem  näehstfolgenden  In-» 
kremente  von  z  und  addireti  die  Produkte  zu  einander«  Solobef 
Sommen  können  unendlich  viele  gebildet  werden,  da  jene  nnend« 
lieh  kleinen  Inkremente  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen 
ausgewählt  werden  können.  Alle  diese  Summen  haben  aber  die 
leicht  zu  beweisende  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  sie  als  Funktio- 
Den  der  Grenze  x  betrachtet  und  in  Bezug;  auf  dieselbe  differenr 
zirt,  bei  allen  ein  und  dasselbe  Ditferenzial,  nämlich  fx,  heraus- 
iiüiDiDt.  Wegen  dieser  gemeinsamen  Eigenschaft  werden  diese 
neDdlich   tielen    Summen    durch    das  gemeinschaftliche  ISymbol 

fz,dz  bezeichnet. 

Wenn  nun  die  Werthe  dieser  •Semnien  wirklich  ausgerechnet 
(werden  sollen,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Wenn  näni- 
iich  erstens  fz  für  keinen  Werth  von  z  diskontinuirlich  wird,  so 
konvergiren  alle  diese  Summen  gegen  ein  und  denselben  bestimm- 

/x 
fz^klx  hu? 
.......  «.  '       I  • 

einen  einzigen'  Werth  besitzt.  Wenn  aber  die  Funktion  fi  ftli) 
«wen  Werth  2  =  tt)+'t?ii  diBkontinUirlichwird,  s<y  haben  'Wi^  eb*it 
gesehen,  dass  viele  von  diesen  Summefn  tell^tilldig  von  4er  iiandl 

zo  weisen  und  gar'  ntcht  unter  deni  Symbole  /  -    ffc.di^    zu    be- 

Reifen  sind,  weil  sie  gegen  keinen  endlichen  bestimniten  Werth 
kopvergiren.  Die  übrigen  npch  immer  unendlich  yielei^  Summen 
konvergiren  zwar  gegen  endliche  bestimmte  WertKe ,  j  allein  die- 
selben sind  von.  einander  verschieden,  und  s^war  um  beliebige  po- 
^tive  oder  negatWe  Vielfache  einer  Grosse  ^9  welcbe  naioh  der 
l*^ormel  (13)  bestimmt  wird.  '  t 

fz..  Üi^^y ,  wd  bfetiiflMsbMn  Cy  älsHMDQiPunk- 
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« 

tioD  voll  X,  60  hat  y  fiir  jeden  Werth  von  a  nur  einen  einzigen 
bestimmten  endlichen  Werth,  ivenn  die  Funktion  fz  für  keinen 
Werth  von  z  diskontinuirlich  wird.  Wenn  aber  fz  für  irgend  einen 
Werth  von  z  diskontinuirlich  wird,  so  hat  ^  unendlich  viele  Wertbe, 
die  sich  alle  um  ein  positives  oder  negatives  Vielfaches  der  'nach 
Formel  (13)  bestimmten  Grosse  ^  von  einander  unterscheiden. 
Betrachten  wir  umgekehrt  die  Grenze  a:  als  eine  Funktion  von  jf, 
90  erhält  a;  m  dem  letzteren  Falle  für  alle  Werthe  von  y,  diesicli 
um  ein  Vielfaches  von  J  von  einander  unterscheiden,  ein  und  den- 
selben Werth.  oß  bleibt  also  ungeändert,  wenn  sich  y  um  ein  Viel- 
faches von  J  ändert,  und  daher  heisst  dann  o;  eine  periodische 
Funktion  von  y  und  ^  der  Index  der  Periodicität  oder  die 
Periode. 

Wird  fz  für  mehrere  Werthe  Ui  +  Vii,  ii^  +  tJat, ....,  ttn  +  f»» 
von  z  diskontinuirlich,  so  ist  offenbar,  dass  a:  auch  n  Perioden 
^19  ^29 '"•  ^n  besitzt.  Freilich  können  einige  von  ihnen  entwe- 
der Null  werden,  oder  einander  gleich,  oder  Vielfache  von  ein- 
ander sein. 

Das  Bisherige  wollen  wir  nun  durch  einige  Beispiele  erläatern. 

§.  vni. 

Beispiele. 

1  /**  dz 

Beispiel  1.    Es  sei  /2;=-  und   /       — =y.  Bekanntlich  wird 

y  durch  das  Symbol  logor,  und  x  durch  das  Symbol  ev  bezeich- 
net. In  diesem  Falle  ist  Ui+Vii=0,  oder  «i=0,  ri  =0.  Da 
bei  der  Bestimmung  von  J  die  Grossen  p,  q,  r,  s  beliebige  po- 
sitive Grossen  sind,  so  nehmen  wir  p=^==r=«=l.  Alsdann 
finden  wir  aus  Formel  (13): 

j^  /•N_i      J_.U„_,.  /  ^  j    !_._     i_.(  A 

—1  -1 


^    /»»    du       „,  /•»     dv  .. /»»    dx 

—1  —1  -1 

Das  reelle  Integral  /     Tqrs  ^'^^^  ^^^  bekanntlicb  dureb  das 
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Symbol  ,j  bezeichnet    Da  nun  das  Zeichen  von  A  offenbar  aiücb 

flach  uoserem  Belieben  verändert  werden  kann^  so  sehen  wlr^  dass 
0  eine  periodische   Funktion    ist   mit   der    imaginären    Periode 

zf=4i.2=2?r»,    80  dass  6y+2«^^=6y. 


Anmerkung.    Viele  Mathematiker  haben  darüber  ihreqZwei- 

—  heizule- 

gen  sei.  Aus  unsern  oben  gegebenen  Definitionen  und  Schlüssen 
leiten  wir  nun  folgendes  Resultat  ab.    Bei  der  Bildung  des  Inte- 

—  darf  man  durchaus  nicht  x  durch  reelle  Inkremente 

X 

-1 
TOD  dem  Werthe  — ^-1   zu    dem   Werthe    -f  1  übergehen    lassen ; 

fconaof  diesem  Wege  wird  einer  der  Werthe  von  —  zu  tv,    und 

b entsprechende  Summe,  welche  das  Integral  bildet,  konvergirt 
^  nicht  gegen  einen  endlichen  bestimmten  Werth.  Alan  muss 
4ebr  X  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  —  I  zu 
^to  Werthe  -|- 1  übergehen  lassen ;  man  erhält  dann  unendlich 
nele  verschiedene  Summen,  von  denen  jede  gegen  einen  bestimm- 
toi  endlichen  Werth  konvergirt,  und  von  jeder  andern  nach  den 
o^en  Eotwickelungen  um  ein  Vielfaches  von  "ini  sich  unterschei- 
det. Wir  dürfen  also  bloss  eine  dieser  Suramen  berechnen,   uiti 

/i  dx 
—  zu 

^kalten.  Wir  lassen  z.  B.  erst  x  durch  imaginäre  Inkremente  von 
<lein  Werthe  —1  zu  dem  Werthe  — 1  +  »,  dann  durch  reelle  In- 
IremeDte  von  dem  Werthe  —  1  + 1  zu  dem  Werthe  1  +i,  uod  end- 
lich wieder  durch  imaginäre  Inkremente  von  dem  Werthe  l-t-i  zu 
^em  Werthe  1  übergehen.    Alsdann  erhalten  wir : 

r^dx_   P-^+idx      P^^idx       P^dx 
J       X  ~J  X  "v  X    V       x  ' 

Nach  §.  IIL  ist  aber:  .^ 

J  X  J         — l  +  ttl      J      '^       X        J         tt+t 

-1  O  -1+t^  -1 


HDd 


■^«ünni.  18 
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Ferner  ist: 

t        1       i        1 

—  l+«£t         U  +  l         J+Ml  U  —  t 

also  ist: 

/^dx_r^    du        P^    du        r^    du 
x~J       u-i-i'^J^       u-i-i'^J       u  —  i 

/^    du        r^    du        r^    du 
u  +  i'^J      u  +  i    J      u—i 

0  —1  0 

O  —1 

/i     2f     ^    .   /*!  du  ni  .    /»irfti 


-1  -1 


MoD  ist: 


u-^-i^J      u  +  i\J     u  +  ij      u+i    J        M  +  i 

— I  — 1  O  0  0 

u-\-i'^J      u  —  i~^      2*' 


O  0 


wie  ojbten.    Also  ist  einer  der  Werthe  des  Integrals 

/^  dx  Tci      ni 

Berüeksichtigen  wir  nun  noch  die  Periode  ^ni^   so  ist  der  allge* 

/i  dx 
—  =  (2m  —  1)  %U 

Beispiel  2^     Es  sei  fz^=z'^,  sq  ist  auch  hier  tii+t>it=0 

oder  «1=0  und  ©1=0.    Setzen  wir  wieder  j»=^r=r=«=l,  so 
erhalten  wir: 

—1  ;  — 1  * 

Setzen  wir  nun 

1  I        -^  1  J 

(J^+^-(JiIIi)5S  =  9'(«)  «nd  („•  + 1)2- -(ei_  1)2- =  <'(«'). 
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80  sehen  wir,    dass  q>( — u)=>  —  9(11)  und  i;;( — t?)  =  t-t^<i?)^   ate# 
sind  (p{u)  und  ip(v)  sogenannte  ungerade  Funktionen  von  u  und  v« 

Da  nun  sehr  leicht  bdvriesen  wird^  dass   /     <p(u).dtcc£0 ist»  wenn 
9(tt)  eine  ungerade  Fu«ktion  von  u  lst>  so  folgte  dass  z/=0  ist« 

/x  ^2 
1^  die  Periode  0^  d.  h.  gar  keine  Periode.    • 


a 


Anmerkung.    Auch  hier  ist  zu  merkes,    dass  bei  der  Bil- 

-^  durch  imaginäre  Inkremesitd  ü^  ü*ßr 

1 

kontinuität  von  -^  vermieden  werden  muss. 

Beispiel  3.    Es  sei  /x=-^^^,  danA  ist  wieder  Ui^O»  ri=0, 
daher : 


^V    i(«+i)*»-i""(«-0*"-»i  ^ 

—1 


— 1 
£s  ist  aber : 


^y       \  (m+l)*»-i ""  (!?l-l)««^l  "^^^ 


(m+I)4«-1  -  (!,£— 1)411-1—  (—r  +  t)4'*~^""  (— tJ  - 1)*«^» 

Also  ist 


.  (. 


-1 

Beispiel  4.    Es  sei  endlich /i=^^5j^i;    alsdann    finden  wir 

wieder : 

—1 

18  • 
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Es  ist  aber: 


(vi  +  l)*«+i     (vi  —  l)*H-i  -  (—  ü  f  »)4«t+i      (—  r — i)*«+i 

i  1 

Also  ist: 

Nehmen  wir  dud  den  Fall  n=0  aus,  den  wir  schon  im  ersten 
Beispiele  behandelt  haben,  so  findet  man  durch  Ausfährung  der 
Integration: 

/^        du  2  1  1         1 

(u  + 1)*«+*  ~      4n '  (1  + 1)4»  +  in  *  (l— »)*" 

und 

/^        du  J    1 l  1 

(,«_t)4«+i  ~"     4n '  (1— 0*"  "*"  4n '  (1  + 1)*"  * 

nnd  daher: 

Es  ist  aber  (l±i)''=:±2i,   also  (li:0^=— 4,   und  daher 

^-n|(-4)»-(-4)"}-"- 
Anmerkung.  Aus  den  bisherigen  Beispielen  folgt,  dass,  wenn 
-j^=y  gesetzt  wird,  wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist  und 

man  x  als  eine  Funktion  von  y  betrachtet,  diese  nur  in  dem  ein- 
zigen Falle»  wenn  f»=l,  periodisch  ist,  und  dann  die  Periode 
2m*  ist. 

Beispiel  6.    Es  sei  fzzzz  .        —  At>*  ^^  ^  ""^  *  positive 

Gr5ssen  sind.  Alsdann  ist  Ux^=^a9  Vi=:6;  setzen  wir  also  wieder 
p  =  9=rs=<=l,  80  finden  wir: 


/ 


J  |(t(— a-fO-      («— o— <)"f 
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Ef  wird  aber  teicbl  bliesen»  dato 

(p(u — ä) .du=:  I      fp{H) . du 


— 1 


*-i  -1 


also  ist 


'=/  löTTt^-ciT^ösl  •*'""*/'  l(jrn)=~(S=i)=i"'''- 


-1  -1 


Nach  den  ErorteruiigeD  der  vorhergehendea  Beispiele  achliessen 
wir  also^  dass  ^=0,  wenn  n  eine  gaozeZahl  und  >  1,  und  dass 
d^^Tti,  wenn  n=sl. 

Dasselbe  gilt,  wie  man  leicht  beweist,  wenn  fz=) 4,ASii 

*!■  A=7""; 1"^  oder  endlich  wenn  fz=:-7—. — tt^'w* 

Beispiel  6.    Es  sei  /x  ein  rationaler  echter  Brneb  von  der 

Form  T"  und  es  sei:   ipzz:z(z — ai)«i.(z— ci2)"»....(2!— a«)««.    Als- 

IjfZ 

dann  wird  /z  för  die  n  Werthe  z=ax,  «=Oa,  2=08,....,  2  =  On 
diskontinnirlicb.  Daher  giebt  es  hier  n  Perioden  Ji,  J^»»"*»^»» 
welche  sehr  leicht  folgen dermassen  bestimmt  werden.  Zuerst  ist 
za  merken,  dass,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  fz^^fiz  +  f^z  auch 
d{fz)  =  J(fi2)  +  Jif^z)'  Ist  nun  z.  B.  /a«  kontinuirlich  für  den 
Werth  Ui  +  «it,  welcher  ^z  diskontinuirlich  macht,  so  ist  nach 
dem  Früheren  z/(/a2)  =  0  und  daher  /f(fz)  =  J(fiz).  Man  kann 
oon  bekanntlich  fz  auf  die  folgende  Form  bringen : 

"1*71 — 1"^:  +  /-     .- \«—i  "T ••••■!* 


(z— «2)"*      («— öa)"*~*  ^*'"^z— Oa 


Nehmen  wir  nun  das  in  den  vorhergehenden  Beispielen 
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sene  zu  HSlfe^  so  sehen  wir^^si»  Af^szAf^^xi,  ^f^^Bit^mi^u,. 
....,  Jn  =  Ni,2m.  Wir  wollen  dies  durch  einige  spezielle  Fälle 
erläutern. 

111 

Erster  Fall.    Es  sei  A=(,_i)7(,^3)=^z::l)2-^-I^^^^^3' 
so  ist  zf|  =  J^;==|n;/. 


*     I 


2-«l  3         4 

Zweiter  Fall.    Es  sei  fz^-p jrz e^= J  +  — g>  ^ 

'  (z — 4)(2— -5)        2—4        2—0 

ist   Ji  =  Qfci  und  z/^  =  SM>      Die   umgekehrte   Funktion  o:  von 

/*  2 1 

/  ^^1\  (  ^5V^*  ^^*  ^''^^  ^'®  beiden  In^ices  de|r  Peri»di- 

a 

cität  67rt  und  Siti  oder  den    einen  index  proprius  2ni  (s.  Jacobi 
„de  functionibus  quadruplictter  periodicis*').   UiAd  in  der 

That  ist  bekanntlieh  ^=— 3.log— ^^  + 4.log —^^g;   es  hat  also 

nach  der  Theorie  der  Logarithmen  y  unendlich  viele  Werthe,  die 

sieh  um  Vielfache  von  4.2;rt — 3.27r{=:27ci  von  einander  unter- 

•« 

scheiden.  ' 

_1        4     '    ' 

Dritter  Fall.    Bs  sei /2= 7 !>w-  ».V—— h4^  ^^/^o'«^ 

'  (2— -2)  (2  — 5)        2 — 2  '   2—5' 

2  8  2 

Jiziz^ni  und  z/2=:»7r{  oder  der  index  proprius  :\^t!. 


t  t 


-,      .      '  ^  '          .,          .                           1            2          5 
Vierter  Fall,    ts  sei  endlich  A=irri=— ^- *>  «® 

'  2'*+l        2  +  1        2— t 

ist -^i=z/2=±2*^^*^^^^'    Setzen  wir  nun   /     |  ,    2==^g*    *^ 

0 

wird  bekanntlich  x  durch  das  Symbol  tangy  bezeichnet.    Es  ist 
also  tang^  eine  periodische  Funktion  und  besitzt  die  Periode  n» 


Zusätze    und    Bemerkungen. 

A.    Wenn  pau   bei   geometrischen  Untersuchungen  auf  das 
Integral    /     fz.dz  kommt  und  fz  diskontinuirlicb  ist,  so  ist  man 


ä§e  tkirmcUum  äer  hmtnth  tit. 


bei  saldieo  Qm^AnAanm  aaf  recBe  Iiikreaeiite  des  s  aagewiesen 
omI  mo88  ddMT,  da  sicli  das  Intsgnl  keinem  bestünmteD  eodlichen 
Wertfae  asoikert,  die  so  gebildete  Sarame  besonders  untersuchen, 
wobei  besonders  die  bierher  bezuglicben  Arbeiten  von  Csnchy 
zo  beachten  sind. 

B.    Wir  bsben  geseigt,  dass  das  Integral    /     fz^dz,  obgleich 

fi  zifischen  den  Grenzen  diskontinnirlicb  wird,  dennoch  so  gebil- 
det werden  kann,  dass  durch  eine  passende  Auswahl  von  reellen 
Qod  imaginären  Inkrementen  die  Diskontinuität  von  fz  Termieden 
tird.  Dies  gelingt  jedoch  nicht,  wenn  fz  för  eine  der  Grenaea 
diskoatiiiuirlich  wird.    f>aan  aber  verfahrt  ona  folgeader- 


■assen.    Man  bestimmt  die  Integrale   /         /i.dz  und    /     fz.dx; 

akdann  lässt  man  e  in*s  Unendliche  abnehmen  und  findet  dann  entwe- 
/z.<£z=Liro*  /         fz,dz  oder  /     ß,dz=him.l    fz.dx. 

•  a  a  •>!-< 

C.    Der  verewigte  Jacobi  hat  in  seinen  Vorlesungen  über 

elliptische  Funktionen  ebenfalls  angedeutet,  wie  man  die  Periodi- 

dtat  aus  der  Definition  der  Integrale  ableiten   könne.     Er  leitet 

die  Periodicität  von   der   Doppelsinnigkeit  der  Quadratwurzel  ab, 

welche  in  der  zu  integrirenden  Funktion  vorkommt.     Das  Integral 

'dz 
—  kann  nicht  seine  Periodicität  aus  derselben  Quelle  beziehen. 


/ 


da  ja  hier  kein  Wurzelzeichen  vorkommt  Ich  habe  meine  obigen 
ErGrtemngen  auch  auf  sinus,  cosinus  und  die  elliptischen  Funk- 
tionen angewendet  und  die  durch  die  Theorie  bekannten  Perioden 
tnrklicb  auf  diese  Weise  gefunden.  Diese  Untersuchungen,  so 
^ie  die  passenden  Umformungen  und  Erörterungen  des  Ausdruckes 
(^  die  Periode  J  habe  ich  in  einem  besonderen  Aufsatze  nieder- 
gelegt, den  ich  dem  mathematischen  Publikum,  wenn  der  vorlie- 
gende Aufsatz  seinen  Beifall  gewinnt,   fibergeben  will. 

D.  Aus  den  Formeln  der  §§.  iV.  und  V.  kann  man  sehr  leicht 
die  bekannten  Ca uchy' sehen  Korrektionen  ableiten,  welche  bei 
Doppelintegralen  binzugeRigt  werden  müssen,  wenn  man  die  Ord- 
BTOg  der  Integration  umkehren  will,  und  die  zu  integrirende  Funk- 
tion zwischen  den  Grenzen  diskontinuirlich  wird.  Diese  Korrektion 
erhalt  bei  uns  eine  etwas  allgemeinere  Form,  als  bei  Cauchy; 
jedoch  spare  ich  mir  das  Ausföhrlichere  hierüber  für  eine  spätere 
itiaere  Notia  auf. 
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Neue  für  die  Construction  der  Tafeln  trigonometrischer 
Logarithmen  wichtige  Entdeckung 


▼on 

Herrn  Paul  Escher*) 

in   Stuttj^art. 


E  1  D  1  e  i  t  u  D  g. 

Es  wird  iD  Folgendem  versucht^  aufzustelleD : 

1)  bis  zu  welchen  Winkelwerthen  und  von  welchen  Winkel- 
werthen  an  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen  von 
Secunde  zu  Secunde,  sodann  von  zehn  zu  zehn  Secunden  und 
endlich  von  Minute  zu  Minute  in  den  Tafeln  angegeben  sein  müs- 
sen, um  bei  Anwendung  der  in  den  Tafeln  unter  der  Columne 
Diff.  V  vorkommenden  Differenztheile  vor  Fehlern  gesichert  za 
sein»  —  wodurch  zugleich  dargethan  wird,  dass  die  Grenzen,  ^wischeo 
welchen  die  Tafeln  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Func- 
tionen von  zehn  zu  zehn  Secunden  und  die  von  Minute  zu  Minute 
enthalten,    nicht  richtig  gezogen  sind; 

2)  wie  man,  wenn  die  Logarithmen  der  Sinus  zweier  um  eine 
Secunde  oder  um  zwei  oder  um  drei  u.  s.  f.  Secunden  verschiede- 
ner Winkel  gegeben  sind,  sogleich  den  Logs^'ithmep  des  Sinus 
für  den  nächstfolgenden^   beziehungsweise  um  eine  Secunde  oder 


^  Verfasser  der  Schrift:  .,Neue  Behandlung  desjenigen 
Theils  der  Oeoroetrie  des  Raums,  welcher  die  verscbiede- 
oen  Lagen  gerader  Linien  und  Ebenen  betrachtet.  Stull" 
gart.  1853. '< 
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in  zwei  oder  um  drei  oder  u«ir.  f.  Seeaod^i  b5herD  Winkek  mit- 
telst der  gemeinen  Logarithmen  finden  kann,  — *  ein  Verfahren, 
durch  welches  zugleich  die  n5thig  werdende  Correction  unserer 
Tafeln  der  trigonometrischen  Logarithmen  sehr  erleichtert  wird; 

3)  eine  neue,    ganz  kurze  Theorie   von    dem  Verhalten   der 
Differenzen  der   Logarithmen    der   trigonometrischen   Fonetlonen 

fiberhaopt. 


Vorbemerkungen.  1)  Die  hier  aufgestellten  Betrachtungen 
werdcD  sich,  weil  sie  sich  auf  die  Einrichtung  der  Tafeln  bezieben, 
Boraof  Winkelgrössen  erstrecken,  die  kleiner  als  90^  sind. 

2)  Für  einen  solchen  Winkel  A  ist  sinAK,^  und  cos2l<l, 
also  Iogsin2l<0  und  logcos2l<0.  Somit  sind  die  Logarithmen 
der  Sinus  und  Cosinus  negativ. 

In  den  Tafeln  kommen  jedoch  die  Logarithmen  aller  trigono- 
netrischen  Functionen  positiv  — «  weil  um  die  Zahl  10  vermehrt  — 
w.  Man  muss  daher  an  jeden  aus  einer  Tafel  entnommenen 
Logarithmen  einer  trigonunietriscben  Function  (—10)  anhängen, 
iL  von  demselben  die  Zahl  10  subtrahiren,  uro  den  wahren  Lo« 
Saritbmen  der  betreffenden  Function  zu  erhalten. 

3)  Die  in  Folgendem  citirten  Seitenzahlen  beziehen  sich  ein  fSr 
allemal  auf  die  30ste  Auflage  von  Vega's  logarithmitiscb-trigo* 
oometrischem  Hand  buche. 


I)    Von   den   Logarithmen   der   Sinus. 


§.  L 

Sind  A  und  B  zwei  ungleiche  Winkel,  z.  B.  2I  >  ^,  so  ist 
auch  sin^>  sinß,  somit  auch  log  sin  ^  >  log  sin  2^.  Stellen  nun 
annd  6  die  positiven,  in  den  Tafeln  vorkommenden,  also  (a — 10) 
und  (6  —  10)  die  negativen,  wirkfichen Logarithmen  von  sin^  und 
mB  vor,  so  ist 

a— 10>6— 10 

lr>b 

Darin  liegt  der  Grund,  warum  die  in  den  Tafeln  vorkommenden 
I^garithmen  der  Sinus  mit  den  Winkeln  selbst  wachsen  (sich  ver- 


.  I 
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^9ssehi)i    Den  positiven   Aasdruek!  a-^b  Wtl6fi  wU>^„deti  Z«- 
Mia^hs  von  logstni?  bl^  zum  logsin^"  iiemieo^  ' 


§.  2. 

r 
'  '     ' 

=  (sin  ^ .  cos  £ -|- cos  ^ .  sin  £) .  (sin  ^ .  cos  2^  —  cos  ^ .  sin  £) 
=  sin  M .  cos  ^B — cos  ^A .  s\\\W 
■{    Ä«itiM(l-*-sin2i?)_cosa^.sinaÄ. 
=  sinM— (s»n^^  +  cosM),  sih«^ 
=  sin2^— sin^i^. 
Aas  der  hier  entwickelten  Forinei         t 

sin  (^ + Ä) .  sin  (^  —  i5)  =  sin  « J— sin  «Ä 
ergibt  sieb 


i    .    /^  .  ^_sinM— sin^Ä 
>  ^         sid(J--^) 

Letztere  Formel  kann  benutzt  werden  —  wenn  die  log. sin  zweier 
um  einen  Winkel  B  verschiedener  Winkel  A  und  {A — Ä),'Äovrie 
der  log  «sin  des  Unterschied«  B.  gegeben  sind  —  den,  log.  sin  des 
nächstfolgenden,  beziehungsweise  um  B  huhern  Winkels  {A-^  B) 
zu  finden. 


Sei 


also 

uad 

( 


Beispiel. 

ß=0o   0'    1", 
A-B^V^Wf  19* 


A^Bi=hf>'iff  21»; 


In  den  Tafeln  finden  wir 

log  sin  J =7,7719322 
lofsiu  (J —1?) = 7,7715760 

logslaA=:4.68tt74tt.  (Sote  906^ 


\  Sdte  211.  \ 


Zur  BerechDong' v(m-t«g8tD<J-t'£)  nittolst  d^riMgegebeaenFor- 
ael  kSnoen  wir  uns  foigeoden  Schemas  bedienen : 

4)  2loesis^==15,S43a644-20;  6iD«J=Ö,00003498359. 

I)  2iog8in^=  9,37114()8-20;  8in3J3=0,00000000002. 

1)  Mdn'^-'sinafi)«!  5(5438642-20 ;  8inM-sin3£=tO.O0QO34(l6357^ 
3)  log8in(^-.g)=  7.7715760-10 
8)  log8in(J+Ä)=  7,772-^882-10. 
Inder  Tafel  Seite  211.  erblicken  wir  aber»  dass 

logsin(J+i?)  =  7,7722880-10 

istj  dass  somit  unser  durch  die  oben  angestellte  Berechnung  er- 
kaltenes  Resultat  von  dem  wahren  Werth  Von  logsin(i4+B)  In 
der  7ten  Dezimalstelle  um  2  differirt. 

Der  Grund,   dass  der  aus  der  Formel 

•    fA^Ji^      «ipgJ-^sin^g 

dtnommene  Werth  von  logsin(2l-f  J?)  in  den  meisten  Fällen  in 
(ier7ten  Dezimale  unrichtig  wird,  liegt  aber  theil weise  darin,  dass 
-  obgleich  der  Werth  von  log  sin  ^  auf  7  Dezimalen  richtig  ge- 
nommen werden  kann  —  der  aas  ihm  gefolgerte  von  2  log  sin  2I 
Qod  in  Folge  dessen  auch  der  Numerus  sinM  des  letztern  in  der 
7ten  Dezimale  meistens  unrichtig  sein  werden,  weil  beim  Dupliren 
von  log  sin  2I  die  nach  der  7ten  Dezimale  folgende  8te  auf  die  7te 
sehr  oft  eioe^  Einfluss  ausüben  kann,  der  z.  B.  bei  Ausführung 
obiger  Rechnung  unbeachtet  geblieben  ist. 

*  §.3. 

DJTidiren  wir  aber  die  Seiten  der  Gleichung 

.   ,^     »X     sin^ii— sin«i? 

durch  sinij,  so  erhalten  wir: 

mujA^-B)  BmA sin^jg 

sin-^       ""sin(^— Ä)      sin^.sin(^ — ß)* 

*ite  Gleichung,  welche,  wie  wir  in  d^  §§.  12.  bis  l4.  sehen  wer. 
den,  8ich  zur  Berechnung  von  log  sin  (^^-£)  aus  den  Werthen 
^^logsWiil,  logsinX^^^)  und  log sih^  besser  eignet,- inaiofern 
»elog«iji(il4^  auf  7  Dezimal»  geäau  gibU^ 
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Letetere  GMobbog  kann  umgeformt  w€frden  in   .  . 

sJD^  sin  {A  +  B) 8in'.g 

sin(il — B)^      sinA      "*"  sin A.Bin(A"'By 

sin  ^B 
Da  der  AnsdrUGk  -r—j — ♦   (A-^A^  pofifjüv  ist»  so  folgt»  dass 

BinA  sin(^  +  iB) 

sin  (A  —  B)  sin  A 

und  anch 

log  sin  A  —  log  sin  (il — -ß)  >  log  sin  (i4  +  i?)  —  log  sin  A 

ist,  d.  h.  dass  für  drei  aufeinanderfolgende,  um  gleichviel  ver- 
schiedene Winkel  der  Zuwachs  vom  log  sin  des  kleinsten  bis  ^um 
log  sin  des  mittleren  grOsser  als  der  Zuwachs  vom  log  sin  des 
mittleren  bis  zum  log  sin  des  grüssten  ist.  Dem  ist  zuzuschrei- 
ben/warum  in  den  Tafeln,  während  die  all  mäh  ligen  Zuwachse 
der  Winkel  gleich  sind,  die  ihrer  log  sin  beziehungsweise  abnehmen. 


( ; 


$.4. 

Betrachten  wir  die  Gleichung 

sin^  sin(^  +  JB)  sin«JB 


sin(-4— Ä)  sin^l  sinil.sin(^ — B) 

noch  einmal  näher,  so  finden  wir,  dass,  wenn  B  constant  bleibt, 
A  hingegen  wächst,  sin^  und  sin(^ — B)  und  somit  auch  das 

Produkt  sinil.sin(^ — B)  grosser;  der  Quotient  —. — ^ — t—tj — Sx 

°  sinu4.8m(^— /»; 

und  mit  ihm  die  links  des  Gleichheitszeichens  stehende  Differenz 

hingegen  kleiner  werden.    8etzen  wir  ferner  in  obiger  Gleichung 

B=:iV'  (gleich  einer  Secunde)    und  geben  A  so  nach   und  nach 

die  Werthe 

jr-Q".  x-s",  x-7",.^.x-v,  x+r,  ^+2",  x-t-s',^x+v, 

in  welchen  X  TorlSufig  noch  unbestimmt  ist,  so  erbalten  wir: 

-.     8ln(X-9'0      sin(:g-8'0    sin«!»  ^/«»IT 

*^  8lD(^-lÖ")  "•  sin  (Jt-Ö-^^sin  (X-V).  sin (X-W)>\^^J  ' 

sinC-ar-S")     An^X^T^ sin'l» ^('^^"y 

KmiX^V)  ~8in(X-^) ~äB(Jk~8»)  »ia(X^^^\SälJ  ' 


irtffatwmetrischer  Lofwritkmen  tfieka§e  ßHideelmnff. 


^'  «iii(JI'-8'0 


^  8iD(x-n 


B\n(X—9P) 
Bm{X-T) 


sinX 


sinCA"— 2")     8in(iC—  1») 


-8lu(JC— 7'')«iii(A— 8'')^U»n-*/  ' 


—eiti{X—\'').B\ti(X—'ry'\smX)  '* 


\f) 


8in(;r+l'0      8ln(JC  +  2') 


gin«!" 


8inZ  8iD(A+l'0~"8in(2:+l'').8inJr 


*^  8in(A  +  l"). 
3^  sin  (X  + 3-0 


siniX-y-Z") sin*r  /sinT  \  » 

sin(jr+2")~siD(JlL+2").sin(JC+l'')H«nA7  ' 


8in(jr  +  4'0 


Bin«!" 


/sinrx» 


ein  {X + 2^)     sin  ( JC + 3») "  «in  (X  +  3")  sin  (X  +  2") 


^  einCX+9^     sin(.y-fiO^ sin^l"  /sinP^v 

*^  8in(A+  8'')~8in (JC+  9") " sin (A  +  9") -sjn {X^'!y'\e^x)  ' 


§.  5, 


Da  onn  die  Quotienten 


»in(Z— yp      sin (.y— 8*0    sin (jy— 7*0    sin(A— 6«5  sinA 

«iB(A— 10*)'  8in(A— 9")'  sinCA-S")*  8in(A— 7*)-"sin(JC-l*) 


in  den  «Gleichungen,  sowie  die  Quotienten 

lin(A-fr)      8in(A+2")      niniX+Z")     ain(A+4'0       8tn(A+10") 
8ioA     '    sinCA+l»)'    8in(jr+2")'    «in(A+3")' -sinCA+Ö") 

in  den  ^Gleichungen,  in  der  Ordnung  von  links  nach  rechts  abneh- 
men, so  ist  klar,  dass  unter  den  ersteren  Quotienten 

sin  (X-  9")         ,        sinX 
sin  (A— 10")  '"°  6in(A-n' 

uter  deo  letzteren 

8in(X+n       j  sin(;r+10^ 


inA' 


sin 


und  —7 


sin  (A-f  9") 


Ulmeisten  differiren. 
Ihre  Differenzen 


8in(A— »0  sinA 

■ia(Z-  Ur')~sin(A:-'l*) 
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UDjd    . 

V  smjX^V)      6in(J¥-f10^) 

BxuX  sin(JC+9'0 

sipd  aber  beziehungsweise  den  Summen  derjenigfn  Dlffer^zeo 
gl^cb,  welche  in  den  aGleichungen  einerseits  und  in  den  ßC\t\- 
chungeu  andererseits  links  der  Gleichheitszeichen  stehen.  Darum  ist 

sltiq^^-yp  sinX  /sinFy 

V     »io(ji:— lo")  "^  sin  ( jc- 1")  ^  ^  •  vih^y  * 

sin(A:+r)     sin(^+]0'0 


sin  X  sin  {X 


+  9'0^      VsinJry  • 


§.  6. 

Es  ergibt  sich  ferner  in  Folge  der  in  §.  4.  angestellten  Be- 
trachtang ^  dass  wenn  z.  B.  in  den  /^Gleichungen  X  wächst ,  die 
Differenzen  linker  Hand  der  Gleichheitszeichen  and  somit  auch  die 
Summe  dieser  Differenzen  oder  die  dieser  Summe  gleiche  Differenz 

sin(,Y-fr)      sin(2:-f10^) 
siü^  sinCJT+y") 

abnehmen. 


§.  7. 

Wenn  wir  die  Tafeln  der  gemeinen  Logarithmen  durchblätteni» 
so  finden  wir,  dass  wenn  zwei  unächte  Dezimalbrüche  (Ton  deben 
al^  jeder  grosser  als  1  ist)  um  0,0000001  von  einander  veirsc4iie- 
den  sind^  ihre  zugehörigen  Logarithmen  einen  Unterschied  haben, 
der  höchstens  0,000000435  beträgt  (Vergl.  Vega  pag.  6.  und  186.) 
Bestimmen  wir  nun  X  so,  dass 


«(S)'  =  0.0000001 


wird,  so  folgt  aas  §•  5.,  dass 

sin(Jlf--90      _jl5A  _  w  A  nnnnnni 
sin  ( JC-i.  10^)  ""  sin  ( JC—  1")  >^  "»WüUUül 

und 

sinCX  +  l")     sinq+lO")         ^^ 
sinJ: 8in(j:+9^  <  0.0000001 

wird,   aas  §.  4.,   da««  tod.  des  QüAttenten  m  den  /SGIeicboagen 


'1    > 


««(Af-fF)      bHX^J")      mn(X±r)      8\n(Ä+4f')      Bm(X+W) 
mX     *    smiX-^V'Y    8in(A>2") '     sin(  JC+3'0'^""  «in  (A  i  O''/ 

Ton  denea  jeder  gru«ser  als  1  ist,  diejenigen  zwei,  welche  den 
g^ussten  Unterschied  haben,  ^nicht  Einmal  um  0,0000001  und  so* 
mit  ibre  auf  7  Dezimalen  berechneten  Logarithmen  nicht  einmal 
QU  0,0000000435  differireii,  dass  daher  die  Logaiithmen  ofiiger 
zet»D  Quotienten  auf  7  Dezimalen  im  Allgemeinen  als  gleich  ange- 
sehen  werden  dürfen. 

Bezeichnen  wir  den  auf  7  Dezimalen  gerechneten  Logarith- 
men eines  der  obigen  Quotienten  mit  a,  so  haben  wit  demnach : 

ly)    logsin(Ji:+l'*)— logs!n^==a, 

2y)  logsin(X  +  2'0-logsin(a:  +  rO=a, 
3y)  logsiD(;^  +  3'0— logsin(Z+2''):i:o, 
4y)    Iogsin(X+4'')-log8in(j:  +  3'')  =  a, 

•  •  • 

•  •  * 

lOy)    logsin(Ä+10'0— logsin(2:  +  9'0=a. 

iidiren  wir  die  Gleichungen  ly)  und  2y);  zu  der  Gleichung^  die 
krauskommt,  die  Gleichung  3y) ;  zu  der  dadurch  jetzt  liervorge- 
nfenen  die  Gleichung  4y)  u.  s.  f.  ur^d  schreiben  den  dadurch  ent- 
standenen 9  neuen  Gleichungen  die  Gleichung  \?)  vor,  so  ergibt 
sicli  nachfolgeade  Zus^mti^nsteUung;  / 

1^    logsin(jr+l'0  — IogsinX=l.a, 

2^    logsin(Z+2^0— logsin^=2.a, 

3*0    logsin(j:  +  3'0— log8in^  =  3.a, 

4^    log  sin  (Ji  +  4!')  —  log  s^n  Jt  m:  4 .  a , 

•  •  ■ 

•  •  • 

10^    log'sin(XflO'0— log  sin  Z  =  10.0. 
Aus  der  letzten  ^Gleichung  erhalten  wir  aber 

log  sin  ( Jf  +  lO'O  —  log  sin  X 


>         •     I  I 


■t  i* 


a== 


10 


Wird  dieser  Ausdruck  für  a  in  die  9  andern  dGleiqhungen  sul^sti- 
tmrt,  80  er^ch^inen:  .  .-     >  ;     «. 

'')   log8m(Z+l  )=logsin2L  +  — 3 ^ —    '.A    ■ ^ >>:j- 


10 


*  *         t 


20  lo8rin(^+2*)=Iog8iDX+2f'°g""<^^.y"-'°».^*).    : 
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3')    Iog8in(X+3«')  =  log8ln;r+3.C-5i^ii^^±^=J^S^, 

*  •  * 

9«)    logsiD  (ji:+  9'')=logsin Jf  +  9  f    ^       — ^(T / 

§.8. 
Es  folgt  aber  aus  §.  6,  deutlich »  dass  die  aus  der  Ungleichung 

sinJL  8in(A+9")   ^ 

entsprungenen  y-,  d-  und  cGleichungen  ^  wenn  sie  einmal  für  eioen 
gewissen  Winkel  X  in  dem  oben  angefahrten  Sinne  richtig  siod, 
auch  noch  so  gelten,  wenn  X  wächst,  eben  weil  in  diesem  Falle 
die  erwähnte  Ungleichung  nach  §.  6.  um  so  mehr  noch  stattfindet. 

§.  9. 
Um  nun  aber  X  aus  der  Gleichung 

ZU  bestimmen,  haben  wir  durch  Logarithmirung  der  Seiten  vor- 
stehender Gleichung  nach  10:  4 

log9  +  2(logsin  r-logsin  X)'=  logO.OOOOOOl 
oder  mit  Hülfe  der  Tafeln: 

0,9542425  +  2(4,6855749— 10  -  log  sin  JC)  =  -  7 

2(4,6855749  -  10 — log  sin  JIO  = — 7,9542425 
4,6855749— 10 -logsinX  =—3,9771212 
8,6626961  - 10  =  logsin  Z, 

und  es  findet  sich,  dass  der  Winkel  X  zwischen  den  Winkel- 
werthen  2«  38'  W  und  2«  38'  20^  liegt. 

§.  10. 

In  den  7steHigen  Tafeln  brauchen  daher  nach  $.  8,  jedenfalls 
▼om  Winkelwerth  2^*  40'  an  die  Logarithmen  der  Sinns  nur  noch 
von  zehn  zu  zehn  Secunden  angegeben  zu  sein. 

Die  zwischenliegenden  logsin  von  Secunde  zu  Secunde  können 
nach  den  sdeichungen  berechnet  werden,  wobei  noch  zu  bemer- 
ken ist»  dass  — •  neben  dem  in  den  Tafeln  angegebenen  Wertbe 


illlll 
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des  k^ sin  eines  jeden,  den  Winkel werth  2<>  40'  äberragenden 
Winkels  X  —  fllr  den  io  den  eGleichongen  vorkommenden  Ausdruck 

Iog8in(Z+10^)  — jogsinjf 

iS 

der  zugehörige  Werth  sich  vorfinden  kann,  und  zwar  mit  10000000 
Temeifacht,  damit  seine,  zu  viel  Platz  versperrenden  Dezimalen 
iregf  allen. 

§.  11. 

Auf  ganz  ähnliche  Betrachtungen  gestützt,  wie  die  ^er  §§,  4. 
bis  10.  finden  wir,   indem  wir  Ä  nach  der  Gleichung 

59  f^!^Y'=r  0,0000001 

bestimmen , 

einerseits,  dass  in  den  7stelligen  Tafeln  vom  Winkelwerth 
6^46'  an  die  Logarithmen  der  Sinus  nur  noch  von  Minute  zu  Mi- 
mte angegeben  zu  sein  brauchen, 

andererseits  die  Regel,  nach  welcher  die  log  sin  für  die  zwischen- 
%enden  "Winkel  von  Secunde  zu  Secunde  gefunden  werden. 

§.  12. 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass 

vom  Winkelwerth  0"  52'  5(y  an  unter  je  3  aufeinanderfolgenden  Winkel 

von  1"  zu  1", 

10 14' 40".,     „     „4  „  Winkel 

vonr^zul". 

1«  31'  20"  „     „     „  6  „  Winkel     ' 

von  1"  zu  1", 


>»  99  *       *•'      ^'^       9'  ii  »   ^  » 


»»  »> 


10  45' 30",,     „     „6  „  Winkel 

von  V  zu  1^ 

10  58'    0"„     „     „7  „  Winkel 

von  l*'  zu  l*^, 

20   9' 30",,     „     „8  ,.  Winkel 

von  V  zu  1", 

20 19*  30",,     „     „9  „  Winkel 

vonl'^  zu  1", 

20  29' 10",,     „     ,,10  „  Winkel 

von  1"  zu  1" 


9» 
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beziehungsweise  die  DiffereiiKen  der  log  sin  zweier  aufeinander- 
folgender derselben  auf  7  Dezimalen  als  constant  angesehen  wer- 
den dürfen  *). 

Letztere  Resultate  sind  noch  angeführt  worden,  weil  sie  von 
grossem  Nutzen  sintl  für  die  Berechnung  der  log  sin  von  Secunde 
zu  Secunde.  In  den  Tafeln  von  Vega  finden  wir  nämlich  S. 206. 
bis  228.  die  log  sin  von  Secunde  zu  Secunde  bis  zu  1^  32'  ange- 
geben, während  dieselben,  wie  bereits  gezeigt  wurde,  etwa  bis 
2®  40'  berechnet  sein  sollten.  Wir  beschränken  uns  aber,  anzu- 
■  deuten,  wie  von  diesen  fehlenden  log  sin  die  zwischen  1^32'  und 
1'  45'  30"  am  schnellsten  hergestellt  werden  können,  —  und  über- 
lassen dem  Leser,  die8es  Verfahren  wenig  modificirt,  sowie  des- 
sen Gründe  auf  die  übrigen  überzutragen. 

Es  haben  aber  unter  5  aufeinanderfolgenden  der  Winkel  zwi- 
schen 1^  32'  und  1*^  45'  30 '^  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die 
log  sin  zweier  aufeinanderfolgender  derselben  eine  constante  Diffe- 
renz. Wir  brauchen  daher  hier  blos  die  log  sin  der  Winkel  von 
4"  zu  4"  zu  berechnen.  Die  zwischenliegenden  können  leicht 
eingeschaltet  werden.  Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  die  log  sin 
zweier  um  4"  verschiedener  Winkel  gegeben  sind,  der  des  nächst- 
folgenden beziehungsweise  um  4''^  höhern  Winkels  sogleich  mittelst 
der  Formel  des  $.  3.: 


sin  Ä  sin  {A  —  B)      sin  A ,  sin  (A — ß) 

berechnet  werden  kann. 

Beispiel. 

Wir  entnehmen  aus  der  Logarithmentafel  Seite  228.: 

log  sin  10  32'  =  8,4274621  -^  10, 
log  sin  1«  31'  56"  =  8,4271474—10; 
Seite  206: 

log  sin  00  0'  4"  =  5,2876349  ~  10. 

Um  Htm  logsinlo32' 4^^  zu  berechnen  setzen  wir: 


*)  Gleiches  findet  statt 

vom  Winkeiwerth  22  <>    3'  an  ffir    601, 

32®     4'    „      „    1201, 
40«  34'   „     „    1801 

ftQfvintnderfolgende,    um  je  eine  Secunde  verschiedene  Winkel  etc. 
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folglich 

^— Ä=P31'56"  and  ^  +  JB=  1032' 4", 
and  entwerfen  folgendes  Schema: 


lljlogsin(i4  +  ^ 

sin(^-h^) 
**     sin^ 

1)  logsio  i4 

5log8in(J--Ä) 

. .        sin  ^ 


=8,4277766-10 

=0,00031449(8.186.)  9)  ^'^(.^+^) 

=  8,4274621 
=  8^271474 


=  0,0003147 


Vin  (/!  —  /?) 
i)  log8ioJ.8in(^—J5) =6,8516095— 10 
5)  2log  sin  B  =10,5752698—20 

^^.inJ.sin(^--ä-)=^720ö603-10 


8) 


8in^ 


=1,0007244 


s-R:r:rßl       =1,0007249 


sin^j? 


§.13. 

Da  wir  aus  den  §§.  3.  nnd  4.  wiesen,  dass  die  Quotienten 
sin  10  32'  sin  1«  32'  i"       sin  !<>  32'  8" 


sin  P  31' 56'' '        sin  1"  32'    '     sin  1«  32' 4" 
nnd  ebenso  die  Quotienten 


ete 


6in20«0'4" 


sin20o0'4" 


sin  F. 32'. sin  10 31' 56"'     sinP32' 4".sinP32"  ' 

8ing0Q0'4" 
sinl0  32'8".sinl0  32'4"  ^*^- 

in  der  Ordnung  von  links  nach  rechts  abnehmen,  aus  obiger  Be- 
rechnung ferner  ersehen,  dass  also  jeder  der  erstem  Quotienten 
zwischen  den  Werthen  1,000000  und  1,000725  und  jeder  der  letz- 
tern zwischen  den  Werthen  0,0000000  und  0,0000006  steckt, 
aosserdem  noch  bemerken  (vergl.  Vega  pag.  186.)»  dass  —  wenn 
ein  Numerus,  der  zwischen  1,000000  und  1,000725  steckt,  sich 
bles  in  der  7teu  und  8teii  Dezimale  ändert,  -^  das,  lun  was  da- 
durch sein  Logarifhmufi  sich  ändert,  aus  dei*  Aenderung  des  Nu- 
neros  mittelst  der  Columiie  P.  P.  S.  186.  oben  sich  entnehmen  lässt, 
ohne  dass  mait  den  fjogarithmus  selbst  au  kennen  braucht;  so 
^rt  dies  zu  viel  einfacherer  Berechnung  der  log  sin  von  4^'  zu  4". 

19* 
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um  diess  an  dem  Beispiel  der  Berechnuiig  von  logsioP32'  4" 
zu  zeigen,  haben  wir: 

1)  log  sin  ^  =     8,4274621-10 

2)  log8in(^-B)  =     8,4271474-10 

3)  log8inJ.sin(^-i?)=    6,8546095-10 

4)  21ogsinß  =  10.5752698-20 

5)  log^^rSr— »i  =     3,7206603-10 
'      ^  Sin  A. Sin  (A  —  J3) 

«)  '"6sin^.'sm(^:^=    0,00000052=  der Aender. von ^^^1^, 

0,000000212=:  der  eDtsprechendeo,  un 

mittelbar  ausderColurone 

*  P.  P.  auf  Seite  186.  ciit- 

nehmbaren   Aender.    von 

sin^  

^^^  sin  (A-^ßj 

0,0003147|.  =  log^j^^^  selbst 

0,000314^  =:log^''"^^  +  ^^ 

8,4274621    ==iogsin^ 

8,4277766^  =  log  sin  (A  +  ß),     wie   im 

vorigen    Paragraphen. 


§.  14. 

Da  die  Aenderung  von     .   /a_d\    auf  8    Dezimalen    genau 

wird,  die  von  log  .  /j^i^x  aber  mitteist  der  Tafeln  von  Vegn 
pag.  186.  auf  8  Dezimalen  genau  sich  angeben  lässt ,  so  ist  aus 
obigem  Schema  leicht  ersichtlich,  dass  log^    ^.^^ —  u.  log  sin  (J+B) 

auf  8  Dezimalen  berechnet  werden  küniien,  so  bald  log  sin  il  un^ 
logsin(/l  —  ß)  auf  8  Dezimalen  angegeben  sind.     Wir  werden  vwKt 
nicht  vollkommene  Garantie  dafür  leisten  können,  dass  logsln(^+*) 
auf  8,  wohl  aber  um  so  eher,  dass  logsta(^  +  £)  auf  7  ÜeÄÄiOB 
len  genau  ist. 
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W«nn  daher  auf  irgend  eine  WM«^ 

log  sin  P  32'  und   logsin  1«  31'  66'^ 

laf  8  Decimalen  genau  berechnet  werden^  do  küanen  wir  die 
log  sin  der  folgenden  Winkel  von  4"  zu  4"  bis  au  P43'30"  auf 
8  Dezimalen  überhaupt,   auf  7  Dezimalen  aber  genau  berechnen. 


II.    Von   den  Logarithmen  der  Cosinus. 

§.  15. 

Der  Ausdruck  cos^  und  mit  ihm  log  cos  2I  nehmen  ab,  wenn 
A  wichst. ' 

Somit  ist  der  Zuwachs  vom  log  cos   eines  Winkels  bis  zum 
logcos  eines  grösseren  Winkels  negativ. 


§•  16. 

Ganz  ähnlich  den  Formeln  der  §§.2.,  3.,  4.  fiir  diesinns  finden 
wir  fär  die  cosiuus: 

cos  (A+B).  cos  (A  —  ß)  =  cosM  -  sin  W , 

cos(J  +  Ä)=     eps(^-Ä~' 

cos(^  +  g)_       cosJ sin«^ 

cos^       ~"co8(^  —  B)     cos  A,  cos  (A-^B)* 

cosA  cos(A  +  B)  sin*Ä 

cos  (A  —  B)  cos  A  cos  A .  cos  (A  — B) 

cos  A  cos  (A  +  B) 


,  cos  (A-^B)  cos  A 

logcos^ — log  cos  (-4  —  -B)>  logcos  (/4  +  -B)  —  logcos  A. 

Ajds  diesen  Forfneln^  können  alle  weiteren  Eigenschaften  der 
logcos  ganz  so  abgeleitet  werben,  ^ie  aus  den  $$.  2,,  3.«  4.  die 
der  logsin. 

Es  können  aber  jene  Eigenschaften  ebensowohl  aus  denen  der 
Logarithmen  fiir  die'  ^nu$  durch  ß^putzung  der  Gleichung 

cbs^  =  sin(iM)ö-J) 


278  P'  S$cher:    Neu§  für  die  CmMrucHon  dir  TmfOm 

gefunden  und  mit  Hülfe  der  letztem  Formel  sugleioh  die  log^oos  aller 
spitzen  Winkel  aus  den  Tabellen  bei  den  log  sin  entnommen  iverdeo. 

Aus  den  eben  angeführten   Gründen  halten  wir  es  unnotbig« 
den  Leser  mit  ^en  Untersuchungen  über  die  logcos  weiter  zu  be 
lästigen  und  gehen  daher  über  zu 


III.  Von  den  Logarithmen  der  Tangenten  und  CotaogenteD. 

§.  17. 

tg^y  sowie  iogtg^  wachsen  mit  Ä  selbst. 

Der  Zuwachs  von  logtg  eines  Winkels  bis  logtg  eines   gros- 
sem Winkels  ist  daher  positiv. 

% 

9 

§.  18. 
Vfn  bemerken  ferner,  wenn  wir  rfickwärts  scbliessen,  dass 

f 

logtgJ-logtg(J-Ä)  =  logtg(^+Ä)-logtgJ' 

< 

oder 

sein  ivird,  sobald 

_jM_>tg(£+Ä) 

tg(^-Ä):^    tg^ 


oder 


oder 


oder 


tgM=tg(.<+Ä)tg(/l-Ä) 


^  ^^l-tg^.tgi?i+tg^.tgÄ 

^/*;^l-tgaj.tg«/? 


tnfmtmneMscäer  l»ffmrMmen  wtoMge  EnitUckuug.  3IB 


oder 


tg«^  — tgM.tg«Ä=:tg«J  — tg*Z^ 


< 
tg4J.tg«Ä=tg«Ä 


oder 


< 
> 


< 
tg^=l 

> 


oder 


> 

iä  wirdy  d.  fa.  dass  (lir  drei  aufeiDanderfolgende,  um  gleichviel 
rerschiedene  Winkel  der  Zuwachs  von  logtg  des  kleinsten  bis 
logtg  des  mittleren  grösser,  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  Zu- 
ivacbs  von  logtg  des  mittleren  bis  logtg  des  grussten,  je  nachdem 
der  mittlere  Winkel  selbst  kleiner,  gleich  oder  grosser  als  45^  ist. 

Wir  haben 

logtg^=log^^==logsin^— logcosil, 

logtg  (^  +  ß)  =  logsin  (^  +Ä)  —  logcos  (^  +  Ä) , 
logtg(^-jB)=:logsin(^-^  — logcos(^  — Ä), 

tRj^^         sl„J4+^)_,         C0SL4+^ 

^      tg-4  ®      sin^  *       cos^  ' 

,  tg^  ,  sin -4  cos^ 


*\  Hieraat  ergiebt  sich  das  Gesetz: 

logtg(/l  +Ä)— loglgii>iogsin(A+/f>  —  lugtin^ 
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cosA  I     co8(/4+Ä)j 

cos(i4  —  B)       ^^      cosJ    l* 


-|«og, 


Nun  ist  Dach  §.  16.: 


cos  A  cos  (^  +  Ä) 


folglich  auch 


und 


cos  {A — B)  cos  A 


I  cos^  cos  (-4  +  J^ 

®°C08(/I  —  -ß)         ^^         COS^ 


cos  i4  cos  (/!  +  Ä)     ^ 

*«^  ^J;I(:?::TÖ  "  '«^     cosJ     >  <>' 


also 


t 

Die  10  Lo*^arithnien 

sin(X+rO      ,      sin  {X  +  -J^Q  sinC^+^Q  8in(^+10") 

^""^       sinJC      *    ^""^  ^i^iJTl^y   '"""sinCA+'i"/"    %in (Jir+  ^T 

welche  positiv  sind,  nehmen,  wie  wir  aus  §.  5.  ersehen  fconnen, 
in  der  Ordnung  von  links  nach  rechts  ab,  ebenso  die  positiven 
Logarithmen  . 

SO  lange  bei  diesen  keiner  der  vorkommenden  Winkel  den  Wio- 
kelwerth  45*^  überragt,  (vergl.  §.  18.) 

Nur  unter  der  letzten  Voraussetzung  folgt  aus  der  UDgleichoog 

,  tgJ  ,     X\f{A-[-B)  ^,  s\tiA  ,     sin(^+Ä) 

'^St^(3Z.-]B)  -*«g"-liT-  <  ^^^sin(^-Ä)-^  '^       sinJ     ^ 

das8  das  Abnehmen  der  Logarithmen  der  Tangenten  -  Quotienten 
nicht  so  rasch  vor  sich  geht,  wie  bei  den  Logarithmen  der  Sioitö* 
Quotienten.  Wenn  daher  bei  den  zehn  Logarithmen  der  SiflOS' 
Quotienten  die  zwei  äussersten 
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,     shiCX  +  TO       .  ,     .111(^4-10").        '         . 

'»8— aii—  ""''  '"«-.w-i-ni")  •  •' 

leren  Unterschied  aiu  gr<>SBten  ist,  Dicht  eiotnal  niB  0,00000009), 
^Serireo,  —  was  »oo  dcmjenißen  Wertbe  von  X  an  stattfindet, 
i«n  nelchem  aus  blos  die  lof^ein  von  10"  zu  10", aufgestellt  zu 
Min  bmuchen,  —  so  folfft  daraus,  daas  bei  den  Lagarilfamen  der 
Tangenten-Quotienten  die  zwei  äusseTslen,  am  meiften  yon  einan-^ 
itt  verscbiedeoeo 

umso  mehr  nicht  einmal  um  0,00000005  diflettren  kfinoen,  dafn 
folglich  von  2<^  38'  bis  45*>  auch  die  logtg  nur  noch  von  10"  %a 
10"  angegeben  zu  sein  brauchen. 

Nach  %.  18.  weise  man  aber,  da?« 

logt(i450-!ogtg(450-J)=:logtg(45«  +  4)-ioBft45'>  ';  ■.   ; 

lt.    Da  nun  tgtö<*=1,    hIso  fog(g45'>=0  Ist,    so  folgt  hieraus: 

-108(8(450-4)  =  +  rogtg(46o  +  A). 

Gibt  man  A  so  nach  und  nach  die  Wertbe  Y,  Y—l".  7—2",.... 
».r— 10",  eo  «rkält  man: 

19)  -loglg(45»-  r)=  +  Jogtg(45»+  h.  ' 
•29)  -logtg(460— r)  =  +loglg(44<»+ F), 
3»)  -logtg(47<»-  r)=:  +logtgC430+  F), 

lOP)  ~logtg(5i'»-F)  =  +  logtg(ieo+  F).  .     ■ 

llf)  -logtg{55'>-F)  =  +logtg{35'»+F), 

lud  wenn  man  jede  der  Gleichungen  3)  bis  II)  ron  ihrer  vorher* 
gebeoden  aubtri^iit: 

1*)  logtg(460-F)-logtg(45''-F)=!ogtR{45H'^- 
!*)logtg(47»-F)-lögtg(46<>-F)=logtg(44H 
3*)  log  tg  (48»- F)  -  log  tg  (47*  -  n = log  tg(43n 


lÜ»)l'.8tg(550-F)-Io8tg((J4o-J-)=logtg(Äo4 
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Es  ist  klar,  dass  -^  -wenn  die  DiferenzoD  linker  Hand  des 
Gleichheitszeichens  einander  gleich  gesetzt  werden,  sobald  dieje- 
nigen zTvei  unter  ihnen,  welche  am  meisten  von  einander  verschie- 
den sind,  nicht  einmal  um  0,00000005  differiren  —  auch  die  Diffe 
renzen  rechter  Hand  in  demselben  Sinne  einander  gleich  sind. 

Bei  den  Differenzen  linker  Hand  der  Gleichheitszeichen  tritt 
aber  dieser  Fall  ein,  so  lange  die  dort  vorkommenden  "Winköl- 
grossen  4j4o—  F,  460-  F,  etc.  zwischen  2»  38'  und  45»  stecken, 
was  stattfinden  wird,  so  bald  die  rechter  Hand  der  Gleichheits- 
zeichen vorkomnvBiiden  Winkelgrössen  45®  +  F,  44®  +  F,  etc 
zwischen  den  Winkeiwerthen  87®  22'  und  45®  sich  befinden. 

Folglich  brauchen  auch  zwischen  den  Winkeiwerthen  45®  und 
87*' 22'  di^  togtg  nur  von  10'^  zu  10"  angegeben  zu  sein. 

§.  21. 

Eine  der  vorigen  ganz  ähnliche  Untersuchung  lehrt,  dass  die 
Tstelligen  Tafeln  zwischen  den  Winkeiwerthen  6®  46'  und  83®  14" 
sogar  nur  (|ie  log tg  der  Winkel  von  Minute  zu  Minute  zu  enthal- 
ten brauchen. 

§  22. 

-  .  .  .  .*  -   • 

Die  Eigenschaften  der  log  cot  lassen  sich  herleiten  aus  denen 
der  logtg  entweder  mittelst  der  Formel 

cot^=tg(90®— J) 

oder  mittelst  der  Formel 

logcot^  +  Iogtgi4=0  *), 

welche  beide  Formeln  zugleich  dazu  dienen  können»  den  log  cot 
eines  Winkels  in  den  Tafeln  unter  der  Rubrik  logtg  zu  erheben  **)- 


«)  HergeNiUt  aus  der  Forme!  cot^tg^^^l. 

'*'*)  Ganz  anabhängig  von  den  Gesetzen  der  logtg  ergibt  Meh  attcb, 
wenn  rückwärts  geschlossen  wird,    dass 


odef 


> 

Iogcotii-Tlogcot(i4  — Ä)  =  logcot(i4  +  Ä)^logpoti4 


coti4       ^  .    ^cot(i4-f  ^) 


'amide. 


3 


mJ  •«  9" 


t)<7st   sindy    und  so  tu 

Mien  Richtungen  hin  au 

tgestellt   hat:    so  sehe 

.    noch   nicht  allen   Nutz 

'H'n  ziehen  lässt.     So  v 

dos  ebenen  Dreiecks: 

B, 


n--  / 


1 


1   lässt,  so  wörde  sicfe  I 
haft  gröndep  lassen,  welc 


/).  (6c),  (6rf),  (cd) 


tibiiijen   Stöcke  derselben 
r  zu  entwickeln,  ist  jetzt  j 
•     an    einigen    Beispielen    c 
ind    daran  noch   cÜnifee  äödi 
vramide  knüpfen. 


♦*_ 


I 


"  ■  ^  Winkel  {ab)y  iflc),  (a0),  {l 

V  on  einander  sind,  sondern  d 

^*     Ijlleichung  Statt  findet,  eben 

''^enen  Dreiecks  durch  c^ine  G 

*^*»iid.     Ich  glaube  aber,    dass 

**<^ler  Relation,    wie '  man  : di^e 

^^    relation,    qui  existe   ent 

"  *^       cl  e    c i n q    p o i n ts    p r i s    da 

'■'*  ot.     Paris  1806,     Probl.^a 

;-•       Tbl.  II.  S.  291.)*'  findet,    rö 

lies    zu  wünschen  übrig  lässt,    u 

1?  ^^"^«t  noch  eipe  einfachere,  we 

l"  orni    geben   kann,   als  a.a.O.  | 

"  '^sehend   von   den  Gleichungen  1), 

noch     einige  allgemeine   Betrachtung 
'^'   tt^it   denen  wir  uns  jetzt  zunächst  l 


t  *■ 


d 


^«^ 


"  zwei  Grossen  x.y  dte  drei  Glöldiiw^ 
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'^S^fiTFWO^' ~ •''^  sin]oä2'"9^  >  0,00000012. 

Hierin  liegt^  der  Grund,  warum  man  die  log  sin  von  zehn  za 
zehn  Secunden  niclit  9cbon  vom  Winkelwerth  1  ^  32'  0"  an  begin- 
nen lassen  soll^  wie  Vegä  gethan. 

Viel  weniger  Ungenauigkeiten  verursacht  iii  Vega's  Tafeln 
der  zu  frfihzeitige  Beginn  der  log  sin  von  Minnte  zu  Minute  (vom 
Winkelwerth  6^  an).  Aeusserst  uberflQssie  jedoch  war  es  von 
Herrn  Kohl  er,  dia  ^gsin  von  zehn  zu  zehn  Sekunden  bis  zum 
Winkelwerth  9®  anzugeben. 

2)  Aehnliche  Beobachtungen  lehren  uns,  dass  in  den  Sstelli- 
gen  Tafeln  die  ^og  sin  Von  Secunde  zu  Secmide  bis  zu  0^  16' 0", 
die  von  zehn  zu  zehn  Secunden  bis  zu  0^  41'  0"  angegeben  sein  solieo. 


Aphoristische  Bemerkimgen  über  die  dreiseitige  Py- 
ramide. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Wenn  man  die  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide  durch 
a,  b,  Cf  d  und  die  von  denselben  eingeschlossenen  Winkel  durc|i 
(ab),  (ac),  (ad)y  (bc),  (bd),  (cd)  bezeichnet,  so  hat  man  bekann^ 
lieh,  wie  aus  .der  Lehre  von  den  Projectionen  auf  der  Stelle  er- 
hellet,  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

a=bco8(ab)-{-c  cos  (ac)  +  d  cos  (ad) , 
6 = c  cos  (bc)  +  rfcbs  (bd)  +  a  cos  (ab) , 
c  =  €2  cos  (ce{)-|-a  cos  (ac)  +6  cos  (6c), 
d=aco8(ad)+bco8(bd)  -}•  ccos(c<0. 


über  die  drehHttffe  Pyramide.  '^^5 

$0  bekannt  auch  diese  Glerchun^n  längst  sind,  and  so  viele 
Untersuchungen  man  nach  sehr  verschiedenen  Riehtungen  bin  auch 
schon  über  die  dreiseitige  Pyramide  angestellt  hat:  so  scheint 
flian  doch  aus  den  obigen  Gleich «ngen  noch  nicht  allen  Nutzen 
gezogen  zu  haben  ^  der  sich  aus  denselben  ziehen  lässt.  So  wie 
sieb  auf  die  drei  bekannten  Gleichungen  des  ebenen  Dreiecks: 

a  =  6cos  C-\-  CC08  B, 
6  =  ccos^  +  a  cos  C, 

c  =  acosÄ+6co8^ 

-  <  ■  '  . . 

die  ganze  ebene  Trigonometrie  gründen  lässt,  so  wiirde  sich  lauf 
die  Gleichungen  1)  eine  eigene  Wissenschaft  gründe^  lassen,  welche 
ao8  sechs  gegebenen  der  zehn  Stiicke 

ay  b,  Cf  d\    (ab),  (ac),  (ad),  (bc)»  (bd),  (cd) 

der  dreiseitigen  Pyramide  die  vjer  übrigen  Stücke  derselben  zu 
finden  lehrt.  Diese  Wissensctiaft  hier  zu  entwickeln,  ist  jetzt  gar 
»cht  meine  Absicht;  ich  will  nur  an  einigen  Beispielen  den 
l^Dtzen  der  Gleichungen  1)  zeigen  und  daran  noch  c^ni^ei  ätldl^re 
Bemerkungen  fiber  die  dreiseitige  Pyramide  krifipfen. 


II. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  sechs  Winkel  (ab),,  (ac),  (ad),  (bc), 
(^d),  (cd)  nicht  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  sondern  da^s 
zwischen  denselben  eine  gewisse  Gleichung  Statt  findet,  eben  so 
^ie  auch  die  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  durch  eine  Glei- 
cbung  unter  einander  verknüpft  sind.  Ich  glaube  aber,  dass  die 
EntH-iokelung  dieser  Gleichung  oder  Relation «  wie  nraii  di^elbe 
z- B.  in  dem  „Memoire  sur  la  relation,  qui  existe  entre 
leg  distances  respectives  de  cinq  points  pi-is  dans 
i'espace,  par  L.  N.  M.  Carnot.  Paris  1806,  Probj.  ,^XIL 
(Geometrie  der  Stellung.  Tbl.  II.  S.  291.)*'  findet,  rück- 
sichtllch  der  Einfachheit  Manches  zu  wünschen  übrig  lässt,  und 
dass  man  auch  dieser  Gleichung  selbst  noch  eipe  einfachere,  wenn 
auch  weniger  symmetrische  Form  geben  kann,  als  a.  a.  O.  ge- 
schehen ist.  Um  dies,  ausgehend  von  den  Glelchiüiigen  1),  zu 
zeigen,  sind  aber  zuerst^  noch  einige  allgemeine  ß^trachtungeo 
ober  die  Elimination  uuthig,  mit  denen  wir  uns  jetzt  zunächst  be- 
schäftigen  wollen.  *     ■  ■     .  i        s  • 

Wenn  man  zwischen  den  zwei  Grössen  x,  y  die  drei  GleMiilif^|«i0ii 
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aas  +  by=a, 

bat,  diese  drei  Gleicbangen  nach  der  Reihe  mit 

fliÄa — ^i^>    ^ft — 02^,    abi  —btti 
multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

a(aib2 — 61  Oa)  +  «i  (a^jb — 62^)+<^(^^i  —  bai)=0. 

Hat  man    nun   zwischen    den   drei  Grössen  x^  y,  z  die  vier 
Gleichungen 

aar  +  6iy  +  C2  =  «^ 
%.'« + *2y  +  Ca«  =  «a , 

«o  erhält  man.  aus  denselben  zuvorderst  durch  Elimination  von  2: 

(aci  —  Cttj )  o:  +  (bci  —  cÄj)  ^  =  aci  —  c«! , 
(diC^— Cia2)^+(6iCa — Ci6a)y=aiCa— CiOa, 

(«2^3— ^4«8^^+  (*2<^8""^a^3)y  =  «2^8  -—  ^2*^' 

Wendet  man   nun  auf  diese  drei  Gleichungen  das  vorhergehende 
Verfahren  an,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

0=  (aci  —c«! )  { (üi  Ca— Ci  «a)  (*2^3  —  ^2*3)  ~-  (^1  <^2— ^1  *2)  (*i2<^f— ^^3)  i 
+ («1  c^ — Ci  c^a)  1  (oaCa — Cafla)  (*Ci  —  c6i ) — (6aCt -- Ca^s)  (aC|— cai)  I 
+(aaCf — e2pi3)\(aCi  —  cai)(6iC2—Cib2)'-'(bci--cbi)(aiC2— €102)1* 

Mittelst  leichter  Rechnung  bringt  man  aber  diese  Gleichung  aaf 
die  folgende  Form: 

0=     « I  Ol  (62^3  --  <?2*3)  +  «2  (*8^1 — C361 ) + «3  (ÄiCa— Ci  fta» 

+«ila2(*c,— c6,)  +  a,(6aC-Ca6)  +  a(6,c^— C^a)} 

+«2{08(^^i— ^^1) +  o(*i<^3— ^1*3)  +  öiCV'-^s*)! 
+«8  (0(62^1  —  C2bi)  +  ai  (6c^  —  c6a)  +  as(6iC— <%fr)t« 
#ct€ff  Mcb  auf  die  Form : 


ü^r  äie  drsUHUffe  Pyramide.    ..  ä^ 

+ (6C3 — cÄa)  («1  »2  —  ö,  «a) 
+(61^8— O1Ä2)  (afl8*-««3) 

+  (ÄjC^  —  C2Ä3)  (äCTj  —  flCfi). 

Dass  «ich  diese  belnerkensvrertbe  CMeiohfifig;  noch  aof  verschie- 
dene Arten  umgestalten  lassen' würde,  versteht  sich  i von  selbst* 
Hier  mag  das  Vorhergehende  genügen,  indem  wir  von  der  vor- 
stehenden Gleichung  nun  sogleich  die  folgende  Anwendung  machen 

wollen. 


III. 

Die  Gletchaogen  1)  k(innen  auf  folgende  Art  ge^^hriehieo  fverden: 

1=     —  cos (aÄ) +— cos (ac)  +  — cos (örf)^  ' 
/  »v  b  c        r,  ^     d       ^.  ^ 

C0S(a6)  =        —  — -COS(OC)— ~C08(W)r.  ' 

cos  {ac)  =  —  —  COS  (bc)  +  —  -^ —  cos  {cd) , 

tt  11  Q  .,         (    : 

h  i*  // 

cos(acO= cos(6€0— — cos(cif)+*-; 

t 

ond  setzen  wir  jetzt  In  der  letzten  Gleichung  in  II.  für 

ay   b,   c; 
flu  bi,  Ci; 
u^  b^,  c^; 

«8>  ^3»  ^5 

I  '«8pecti?c 

cos  (ab)  j  cos  {ac) ,       cos  (acf) ; 

1,  —cos  (6c),  — cos(6rf); 

—  cos(ftc);  1,  ^-*eos(crf);               .    ..    i  tM«.  X 

—  cos(6rf),  —  cos(cd),                 1;     " 


t     ).    ,1; 
ti  11 


r   J      i-"»>/ 


J,      cas(^),     .cas(«ic)r  cosM);  w  j 


V« 
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80  erhalten  wir  ans   der  ia  Rede  stebendeir  Gleichung  sogleich 
die  folgende  Gleichung^: 

0=    { cos  {ac)  cos  {bd)  —  cos  {ad)  cos  (/>c)  1* 

— { cos  {ad)  -|-  cos  {ao)  cos  {cd)  ]  \  cos  {ad)  +  cos  {bd)  cos(a6) ) 
— t  cos  {ac)  +  cos  {ad)  cos(cd)  \  \  cos  {ac)  +  cos  (ab)  cos  {bc)  \ 
—{cos  {bd) + cos  (6c?)  cos  {cd)  I  ( cos(6rf)  +  cos  {ab)  cos  {ad)  ] 
T-}  cos  {bc)  +  cos  {bd)  cos  (cd)  ]  { cos(6c)  4-  cos  («c)  cos  {ab)  | 
+{1 — cos  (cd)  cos  (ceQ  Hl  —  cos  (c6)  cos  (ab)  ] , 

also:       '\ 

2)    sin  («&)*  sin  (ccO*  + 1  cos  {ac)  cos  {bd)  —  cos  (ad)  cos  (bc)  }• 

= t  cos  {ac) + cos  (acO  cos  {cd)  ]  { cos  (ac) + cos  (6c)  cos  (ab)  ] 

-f  {€os(acf)-f  cos  {ac)  cos  (ccQ )  ( cos  (ad)  -f  cos  (6i2) cos  (a6) } 

+ 1  cos(6c)  -|-  oos  {bd)  cos  {cd)  I  { cos  ^6c)  +  cos  {ac)  cos  (a6)  ] 

-f  {co8{bd)  -f  cos  (6c)  cos  {cd)  ]  { cos  {bd)  -f  cos(a€{)  cos(a6) }. 

Wenn  iNicb  diese  Gleichung  der  sonst  bekannten  Gleichaog 
zwischen  den  sechs  Winkeln  (a6),  (ac),  {ad),  (bc),  (bd),  {cd) 
rficksichtllch  der  Syronaetrie  der  Form  nachsteht,  so  scheint  mir 
doch  der  obigen  Gleichung,  die  natürlich  noch  mannigfaltiger  Um- 
gestaltungen, bei  denen  ich  mich  hier  aber  nicht  aufhalten  mW, 
fähig  sein  wurde;  der  Vorzug  grösserer  Einfachheit  zu  gebühren. 

IV. 

Wenn  man  die  vier  Gleichungen  1)  nach  der. Reibe  mit  a,  b, 
c,  d  multiplicirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

a*=  a6cos  {ab)  +  ac  cos  {ac)  +  ad  cos  {ad) , 

6* = 6c  cos  (6c)  +  bd  cos{bd)  +  ab  cos  (a6) , 

c^=:c<{cos(cc/)-|-aecos(ac)  +  6c  cos  (6c), 

d^=  ad  cos{ad)  +  bd  cos  (btl)  +  cd  cos  {cd). 

Zieht  man  nun  von  der  Summe  der  drei  erateo  Gleichungen  die 
vierte  Gleichung  ab,  so  erhält  maa: 

a«+6*+«*-^*P«2öfrco8(a6)+2«tf  co8(iic)  +  26ccos(6c) 
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oder 

3)  rf»=  a«  +  6« + c«— 2a6  cos  {ab) — 2ac  cos  {ae) — 26c  cos  (6c). 

Für  {ab)  =  (ac) = (6c)  =  ÖO«  ist 

4)  <i^=:a«  +  62  +  c«. 

Einen  andern  Beweis  dieser  merls würdigen  Sätze  s.  m.  Archiv. 
Tbl.  XXL  S.  352.  Die  obige  Ableitung  derselben  rührt  von  Grelle 
(Sammlung  mathematischer  Aufsätze.  Bandl.  Berl.  1821. 
S.  108.)  her. 

V. 

Wir  sollen  jetzt  einen  Ausdruck  für  den  körperlichen  Inhalt 
der  Pyramide  durch  die  sechs  Stücke  a,  6,  c;  {ab),  {ac),  {bc)  suchen. 

In  Taf.  VI.  Fig.  1.  sei  AB  CD  die  gegebene  dreiseitige  Pyra- 
nide,  deren  kürperlichen  Inhalt  wir  durch  P  bezeichnen  wollen. 
Ferner  sei 

^ABC-a,   ^ABD—b,   ^ACD  —  c 

nd  h  bezeichne  die  Hohe  der  Pyramide  in  Bezug  divX  ^ABC's^a 
ab  Grundfläche.    Dies  vorausgesetzt  ist 

P  =  Iah. 

Setzen  wir  nun  noch  AB^zx,  AC-^y  und  ^BAC=a,  so  ist 

ofenbar 

,      26  .    ,  ..      2c    .    .    . 
A  =  — sm(a6)  =  --  8in(ac); 
X  y 

also 

26  sin  {ab)  =  Aar ,   2e  sin  {ac)  =  hy ; 
woraus  sich  durch  Multiplication 

46c sin  {ab)  sin  (ae)  =  h^xy 

ergiebt    Nun  ist  aber 

2a 
a  =  4^sina,    xy^^^\ 

dso  nach  dem  Vorhergehenden : 

26csin  asin  (a6)  sin  (ae)  =:  atfl, 

woTans  sich  sogleich 
TheilUm.  SO 
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-       ^T^Iabc  sin  a  sin  (ab)  sin  (ac) 

a 

folglich  nach  dem  Obigen 

6)    P=i  y  2a6csiuasin (ab) siu (ac) 

ergiebt/ 

Nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie  erhält  man 
aber,  wenn  man  sich  ein  der  Ecke  A  entsprechendes  sphärisches 
Dreieck  beschrieben  denkt,  wie  die  Figur  zeigt ,  sogleich: 

cos  (6c)  +  cos  (ab)  cos  (ac) 

cos  CC  Z^ : — /    ,v     . — 7 V 9 

sm(a6)siu(ac) 
also 

Vsin(a6)*sin(ac)*  —  {cos (6c)  +  cos(a6)  cos(oc)i* 

sina=  '   /  L\  '   / — V         "  > 

sm(a6)sin(ac) 

folglich  nach  (5): 

4 

6)    P=  J  V2fl6c.  V  sin  (a6)asin  (ac)«— |  cos  (6c)  +  cos  (ab)  cos  (ac)  1^ 
oder 

7) 

4 

P=iV2abc.  V  -{co8[(<i6)+(ac)]+cos(6c)|  tcos[(a6)-  (ac)]+co8(6c)l, 

oder  nach  einer  bekannten  Zerlegung»  wenn  man  der  Kürze  wegen 

8)    e=-cosi|     (a6)  +  (ac)  +  (6c)) 

Xcosi{-(a6)  +  (ac)  +  (6€)) 

X  cos  i  {     (ab)  —  (ac)  +  (bc) } 

Xcos  i  I     (ab)  +  (ac) — (6c)  | 

Beizt : 

also,   wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)  p=:iV7S?.ve. 

I 
Für  (a6)  =  (itc)=90o  ist  nach  6): 

P=i\'l^.  V  1— co«(6<J)«  =  iV2Sc.  V8in(6c)«, 
also 
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JO)    P=|V2aÄcsin(6c). 
Aas  der  Gleicbnng  3)  folgt : 

,.  ,     a«+ 6* + c»— d«—2o6  cos  (ff6)  —  2ac  cos  (ac) 
co8(6e)= 31 26c  "' 


COS  (6c)  +  cos  {ab)  cos  {acy 

fl»-|-ftg-j-c^— cf^ — 2a6cos(fl6) — 2ac  cos  (gc)  -f  26c  cos  (aft)  cos  (ac) , 
"  26c 

folglich  ist  von 

sin  (ö6)* sin  (ac)^  —  t  cos  (6c)  +  cos  {ab)  cos {ac)  )* 

der  Zähler: 

46^c«  sin  (a6)«  sin  (oc)« 

-ja«+6«+c«— <P-T-2a6cos(a6)— 2accosrac)+26ccos(fl6)cos(ac))«, 

nd  46^c^  ist  der  Nenner.    Zerlegt  man  nun  den  Zähler  auf  be- 
Wte  Weise  in  zwei  Factoren,    so  wird  derselbe  nach  leichter 

üfcbnung : 

Ho*+6*+c«— cP  —  2a6cos(a6)-2accos(ac)+26cco8  [{ab)^ac)]] 
XloH6*+c«  —  cP— 2a6  cos(a6)— 2accos(ac)+26ccos  [{ab)  +  (ac)]l ; 
ist  nacb  6) : 

11)    />= 

—  { a*+6Hc*— <P—  2a6  cos  (a6) — 2ac  cos(ac)+26c  cos  [(a6) --  (ac)  J| 
XiaH6Hc*-d*— 2a6cos(a6)  -2accos(ac)+26ccQs[(a6)  +  (ac)]). 
Für  (a6)  =  («c)  =  90o  jst 

12)  P=}Va.V— {a«+(6  +  c)*— €£a|{a«+(6— c)2— d«), 

M  dass  sieb  also  in  diesem  Falle  der  körperliche  Inhalt  der  Pyra- 
iBide  bloss  durcb  die  vier  Seitenflächen  ausdrücken  lässt. 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  der  in  die  Pyramide  besebrie- 
^en  Kugel  darcb  r,  so  ist 

P=i(a  +  6  +  c+€i)r, 

liao 

3P 
a-\-b^c-\'d 

20* 
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folglich  nach  9): 

13>    "  =  0  +  6  +  0  +  5^*^' 
WO  Q  die  aus  8)  bekannte  Bedeutung  hat. 

VI. 

Nach  6)  ihU 


p=z  \  Sf^acd .  V  sin  (acf-  sin  {adf  —  { cos  {cd)  +  cos  (ac)  cos  (ad)  ft 

4 — 

P—\  V26c3 .  V  sin  (6c)2sin  (6rfy-«— { cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos (6d)  P; 
also>  wenn  man  dividirt: 


1 

oder 


A  rj   A  /"  sin  (flc)^  sin  (ad)^  —  I  cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos  (ad)  ? 
= \  6  •  \  sin  (6c)2  sin  (bd)^  —  { cos  (cd)  +  cos  (6c)  cos  (bd)  P 


6      A  r6in(ac)^sin(a<Z)^  -  tcos(c<i^)  +  cos(flc)cos(flrf))^ 
14)     -=\  sin  (bc)^  sin  (6d)^  —  l  cos  (crf)  +  cos  (6c)  cos  (bd)  P 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

M  =  sin  (a6)«sin  (ac)«  —  { cos  (6c) + cos  (ab)  cos  (ac) }«, 
M'  =  sin  (a6)2sin  (acQ^— t  cos  (6cO+cos  (ab)  cos  (ad) }«, 
üf  "=sin  (ac)*  sin  (arf)*— { cos  (crf)+cos  (ac)  cos  (arf) )« 

und 

N'  =  sin  (6c)*  sin  (bd)^  -  { cos  (ceQ  +  cos  (6c)  cos  (bd)  }*, 
JS"  =r  sin  (6c)*  sin  (crf)* — { cos  (bd)  +  cos  (6c)  cos  (cd)  1* ; 

so  ist  nach  14):  

6  =  a\  -jm-f    c  =  ay  ^» 


also 


V'M'M" 


Folglich  ist  nach  6) :  ^ 

15)    P=rlV^2a6c.Vilf=laV2a.Y     ;y/^// ' • 

Dass  sich  noch  verschiedene    andere  Relationen  dieser  Art 
aus  dem  Obigen  ableiten  lassen  würden,  erhellet  leicht. 
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Stadien  zur   inathematisGheii  Theorie  der  elastischen 

Korper. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  /.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsrnhe. 


Nävi  er  im  siebenten  Bande  der  »yM^moires  de  t'Acadö- 
aie  des  Sciencesf%  Poisson  im  achten  Bande  derselben 
Alemoiren,  Caiichy  in  seinen  „Exercices*^  und  jungst  Lamö 
ioseinen  ^^Le^ons  sur  la  th^orie  math^mattque  de  Tölasti- 
cito  des  Corps  solides''  (früher  schon  im  VII.  Bande  des 
Crelle'schen  J.ournals)  haben  die  allgemeinen  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  elastischer  Körper  aufge- 
stellt und  auf  einzelne  Fälle  angewendet.  Trotzdem  dürfte  es 
Dicht  blosse  Wiederholung  sein,  wenn  im  Nachfolgenden  versucht 
wird,  die  allgemeinen  Gesetze  dieser  Innern  Bewegungen  nachzu- 
weisen. Dass  dabei  Bekanntes  wiederholt  werden  musste,  lag  in 
der  Natur  der  Sache;  doch  glaube  ich«  dass  selbst  dieses  unter 
anderer  Form  erschienen  ist. 


I. 

Beschaffenheit  der  Körper. 

Ein  jeder  KOrper  besteht  aus  Atomen  5  die  ausserordentlich 
klein  sind,  deren  Form  wir  freilich  nicht  kennen ,  die  aber  jeden« 
Uls  eine  bestimmte  ist.  Für  den  Augenblick  kann  man  sich  die- 
s^ben  etwa  unter  der  Form  von  verschwindend  kleinen  Kugeln 
mstellen.  Diese  Atome  sind  umhüllt  von  einer  Aetheratmosphäre« 
wobei  die  Masse  einer  solchen.  Umhüllung«  gegenüber  der  Mass» 
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des  KSrperatoms,  sehr  klein  ist.  Ein  solches  Korperatom  mit  dei 
dasselbe  umgebenden  Aetherhülle  bildet  für  sich  eine  eigene  Welt, 
ein  Molekularsystem;  die  einzelnen  Molekularsysteme  sind  tod 
einander  getrennt  durch  Entfernungen ,  die  sehr  gross  sind  im  Ver- 
hältnisse zu  ihren  eigenen  Dimensionen.  Bildlich  gesprochen  stellt 
also  ein  Körper  eine  Art  Planetensystem  vor,  in  dem  jeder  Pla- 
net mit  seiner  Atmosphäre  umgeben  ist.  *Die  Aetherhülle  besteht 
natürlich  nicht  aus  einem  einzigen  Aetheratome;  es  sind  vielmehr 
deren  eine  sehr  grosse  Anzahl  um  ein  Kurperatom  gelagert. 

Die  Aetheratome  nun,  sowohl  innerhalb  derselben  Hölle,  aU 
in  verschiedenen  Hüllen,  stossen  sich  gegenseitig  ab;  Körper 
atome  ziehen  sich  gegenseitig  an,  eben  so  ziehen  sich  Körper-  und 
Aetheratome  an.  Bei  der  abstossend  wirkenden  Kraft  der  Aether- 
atome gegen  einander  ist  es  noth wendig,  dassdas  von  einer  Hölle 
umgebene  Kurperatom  sehr  kräftig  auf  dieselbe  wirke ,  wenn  sie 
soll  zusammengehalten  werden. 

Die  Gesetze  dieser  gegenseitigen  Einwirkungen  sind,  ibreni 
•  analytischen  Ausdrucke  nach,  nicht  bekannt.  Was  die  Anziehung 
der  Kurperatome  anbelangt,  so  weiss  man,  dass,  wenn  sie  ifi 
sehr  grosser  Entfernung  von  einander  sind,  dieselbe  ihren  beider 
seitigen  Massen  direkt  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat 
ihrer  Entfernung  ist,  wogegen  in  minder  beträchtlicher  Ferne  nocl« 
die  Kohäsions-  und  chemische  Anziehung  hinzutreten.  In  Bezieh- 
ung auf  den  Aether  ist  in  dieser  Hinsicht  Nichts  bekannt.  VVii 
werden  aber  sagen  können,  dass  die  Anziehung  oder  Abstossung 
zweier  Atome  —  gleich  viel  ob  Körper-  oder  Aetheratome  —  aus- 
gedrückt werden  könne  durch 

Mmf(r), 

wo  M,  m  die  Massen  der  zwei  Atome,  r  ihre  Entfernung  ist 
Dabei  ist  /(r)  so  beschaffen,  dass  für  einigermassen  grosse  r  (gross 
im  Yerhältniss  zur  Entfernung  zweier  Mdlekularsysteme)  diese 
Funktion  verschwindend  kleine  Werthe  hat.  In  Bezug  auf  die  Be- 
zeichnung wollen  wir,  wenn  nuthig,  durch  die  lateinischen  Buch- 
staben iü/,  m  Massen  von  Kürperatomen,  durch  die  griechischen 
M,  fi  Massen  von  Aetheratomen  bezeichnen.  (Wir  lassen,  «vi^ 
ersichtlich,  die  Schwere  aus  dem  Spiele.) 

Wir  heissen  nun  weiter  einen  Körper  homogen,  wenn  seine 
Anordnung  im  Innern  um  einen  bestimmten  Punkt  A  hemm  g^ 
nau  dieselbe  ist,  wie  um  irgend  einen  andern  Punkt  B.  Dabei 
ist  es  wohl  möglich,  dass  nach  gewissen  Richtungen  von  d^m 
Punkte  A  aus  die  innere  Anordnung  eine  andere  ist,  als  nach  ao^ 
dera  Richtungen;    was  aber  vom  Punkte  A  gilt,  muss  auch  gftoi 
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oadi  denselben  Richtnogeo  von  B  gelten.  jSind  alle  Riektnogen 
gleicbgiltig,  ist  also  die  Anordnung  nach  alWn  dieselbe,  so  heisse 
der  Korper  isotrop.  Wir  betrachten  bloss  homogene  Körper^ 
isotrope  Körper  sind  natürlich  in  ganz  besonderm  Grade  homogen. 


II. 
Gleichgewichts-  und   Bewegungszustände. 

Ein  Kurper  kann  in  seinen  Elementen  (Molekularsystemen)  im 
Gleichgewicht  sein,  oder  diese  Elemente  können  sich  gegenseitig 
liewegen.  Besteht  Gleichgewicht  und  ist  der  Körper  ein  allseitig 
begränzter,  so  kann  dasselbe  in  Folge  der  Wirkung  von  Kräften, 
die  dem  Körper  selbst  fremd  sind,  hervorgerufen  worden  sein,  in 
welchem  Falle  wir  sagen  werden :  es  bestehe  Gleichgewicht  un- 
ter dem  Einfluss  von  äussern  Kräften;  oder  aber  es  kann  die- 
ses Gleichgewicht  von  selbst,  d.  h.  In  Folge  der  gegenseitigen 
GDtrirkang  der  Elemente  bestehen;  in  diesem  Falle  sagen  wir, 
»befinde  sich  der  Körper  im  natürlichen  Gleichgewichte** 

Für  den  Fall  innerer  Bewegtheit  werden  wir  sagen,  jedes 
itom  habe  Verschiebungen  erlitten,  und  wollen  inskünftige  die 
Projektionen  der  Verschiebung  des  Atoms,  dessen  Gleichgewichts- 
bge  (ursprüngliche  Lage)  durch  die  rechtwinklichen  Koordinaten 
li^^i  bestimmt  war,  auf  die  Koordinatenaxen  mit  $,  t;,  %  bezeich- 
nen. Die  Grössen  |,  t^,  ^  werden  immer  als  sehr  klein  vorausge- 
setzt werden,  und  zugleich  müssen,  da  die  im  Körper  herrschen- 
<ieD  Gleichgewichtszustände  immer  stabil  sein  werden,  dieselben 
io  80  ferne  periodische  Grössen  sein ,  als  die  Verschiebungen  wech- 
selweise beiderseitig  von  der  Gleichgewichtslage  aus  Statt  finden 
»erden. 

In  Bezug  nun  auf  die  Bewegungszustände  müssen  wir  mehrere 
i^älle  unterscheiden : 

1)  Da  man  jedes  Molekularsystem  als  ein  ungetrenntes  Gan- 
zes ansehen  kann ,  also  bloss  nach  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts eines  solchen  fragt.  Bei  den  Erscheinungen,  welche  in 
^en  elastischen  Körpern  auftreten,  mag  diese  Annahme  gestattet  sein. 

2)  Da  man  in  jedem  Molekularsystem  das  Körperatom  als  fest, 
^h.  unbewegt  betrachtet,  und  bloss  die  Bewegung  der  Aether- 
■oHe  als  Ganzes  untersucht,  d.  h.  bloss  die  Bewegung  ihres 
^bwerpankts.    Diese  Betrachtung  mag  für  die  Lichterscheinungen 
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3)  Da  man  endli«^  auf  die  relative  Bewegung  der  Aetherhdle, 
entn^der  um  ihren  Schwerpunkt,  wenn  das  Korperatom  fest  ist, 
oder  um  den  Schwerpunkt  des  Molekularsystems,  wenn  jenes  sieb 
bewegt,  achtet.  Hieraus  mögen  die  Wärmeerscheinungen  u.  s.  iv. 
erklärt  werden. 

Die  Bestimmung  der  ersten  zwei  Bewegungen  ist  verhältniss- 
massig  leicht;  wir  werden  uns  im  Nachfolgenden  auch  nur  mit 
ihnen  beschäftigen. 

« 

111. 

Berechnung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  wenn 
man  jedes  Molekularsystem  als  ein  ungetrenntes  Ganze 

ansieht.     Gleichgewicht. 

Wählen  wir  von  den  so  eben  (§•  II.)  unterschiedenen  Fällen 
den  ersten,  da  man  sich  die  ganze  Masse  eines  Molekularsystems 
in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  denkt.  Da  die  inneren  Kräfte 
dieses  Systems  auf  die  Bewegung  desselben  keinen  Einfluss  ausr 
üben  können,  so  wird  man  von  denselben  absehen  können.  Da 
ferner  die  einzelnen  Molekularsysteme  so  weit  von  einander  ent- 
fernt sind,  dass  man  für  die  Berechnung  der  Wirkung,  welche 
jedes  auf  das  andere  ausübt,  dasselbe  als  einen  einzigen  Punkt 
ansehen  kann ,  so  kommt  also  die  uns  jetzt  beschäftigende  Frage 
darauf  hinaus,  eine  Anzahl  von  einander  getrennter  materielle^ 
Punkte  in  ihren  gegenseitigen  Wirkungen  auf  einander  zu  betrachten. 

Seien  nun  x,  y^  z  die  rechtwinklichen  Koordinaten  eines  zi 
betrachtenden  materiellen  Punktes,  dessen  Masse  M  ist;  x+Jxi 
y-{-/ly,  z-l-Jz  die  eines  andern  Punktes  von  der  Masse  m;  r  ihre 
gegenseitige  Entfernung;  so  ist  die  Kraft,  mit  der  m  auf  iH  wirkt* 
gleich  Mmf{r)y  wo  f(r)  mit  wachsendem  r  rasch  abnimmt.  Die 
Projektionen  dieser  Kraft,  deren  Richtung  von  M  gegen  m  bin 
geht,  auf  die  Koordiiiatenaxen  sind : 

Mmf{T).^,    Mmf{r).^.     Mm/[r).^. 

Bezeichnet  man  mit  a,  ß,  y  die  Winkel,    welche    Mm  mit  deil 
Axen  macht,  so  hat  man  auch  für  diese  Seitenkräfte: 

Mmf(r)co8ciy    Mm f(r)  cos  ß,    Mmf(r)c6sy. 

Bezeichnet  man  durch 

2Mmf(r)co8a,    £Mmf(r)cosß,    2Mmf(r)cosy 
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die  (algebraische)  Summe  aller  der  Seitenkräfte,  die  von  allen  M 
omgebenden  und  auf  dasselbe  einwirkenden  Punkten  herrühren,  so 
bat  man,  wenn  JC,  Y^Z  die  Seitenkräfte  der  Gesammteinwirkung 
auf  M  bedeuten : 

X- MSmfir)  cos a,  Y==M£mf(r)co8ß,  Z=M2Tnf(r)coaY,  (l) 

wo  wir  M  ausserhalb  des  Summenzeichens  setzen  konnten ,  da 
es  in  allen  einzelnen  Theilen  dasselbe  ist.  Die  so  eben  aufge- 
stellten Gleichungen,  die  wir  auch  schreiben  können: 

X=MSnß^^x,  YzzzMZmf^Jy,   Z=MZm^Jz,    (1') 

gelten  offenbar  allgemein.  Dabei  ist,  wenn  m  auf  M  anziehend 
wirkt,  fXx)  positiv,  im  andern  Falle  negativ. 

Angenommen,  der  so  eben  betrachtete  Zustand  sei  der  des 
natürlichen  Gleichgewichts  (§.II.)»  in  welchem  Falle  wir  künftig  immer 
deo  Koordinaten  u.s.  w.  denZeigerO  anhängen  wollen,  so  ist  offenbar: 

(2) 
rm^^jro=-rm/(ro)co8«o=0,  im^'"^^yo=^/(ro)coB/?o=0. 

"o  '0 

f(r  ^ 
Zm  '-^^^  dzo = Zmfiro)  cos  yo = 0. 
'*o 

Oeberhaupt  aber  ist  für  irgend  einen  Gleichgewichtszustand ,  wenn 
der  betreffende  Punkt  im  Innern  des  Körpers  liegt,  und  X,  F,  Z 
die  Seitenkräfte  der  auf  die  Masseneinheit  im  Punkte  (x,  y,  x) 
wirkenden  äusseren  Kräfte  sind  (Schwere  u.  s.  w.) : 

2rm/'(r)cosa+^=0,  2:mf(r)cosß+Y=0,  2mf(r)co8y-{-Z^0.    (3) 

Für  den  Fall,  dass  der  betreffende  Punkt  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  liegt,  werden  allerdings  noch  andere  Bedingungen  eintre- 
ten,  die  wir  später  untersuchen  wollen. 

Wir  wollen  nun  aber  annehmen,  der  Körper  gehe  von  dem 
Zustande  des  natürlichen  Gleichgewichts  aus  und  komme  unter 
dem  Eiofluss  äusserer  Kräfte  in  einen  neuen  Gleichgewichtszustand. 

Seien  ^o>  ^c  ^o  ^^^  anfönglichen  Koordinaten  von  M;  Xg-i-^, 
Jfo+Vi  2o+£  <^*'ö  spätem;  XQ^jdx^,  yo  +  ^^o»  ^o  +  ^Xo  die  an- 
fänglichen von  m,  also  a^o +-^^o  +  S+ -^^5  ^o  +  ^^o  +  ^  + -^v, 
lo+^Zo+^+^f  d'®  spätem;  r©  die  anfängliche,  r^-y-Q  die  spä- 
tere Entfernung  beider  Punkte,  deren  Massen  M  und  m  sind, 
h  dem  letzteren  Zustande  sind  also  die  Seitenkräfte  der  auf  M 
einwirkenden  Kräfte: 
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Ist  wieder,  wie  yorhin,  Jxo^rgCoaaQ,  JyQ=rQCOBßo9  ^io==ToC08Yos 
siod  ebenfalls  wieder  X,  Y,  Z  die  auf  die  Einheit  der  Masse  be 
zogenen  äusseren  Kräfte «   so  ist  für  jeden  Punkt  im  Innern: 

(4) 

Die  Grosse  g  ist  gegen  Tq  immer  sehr  klein  (§.  II.),  so  dass  wir 
die  hohem  Potenzen  derselben  werden  vernachlässigen  dOrfeo. 
Unter  dieser  Bedingung  ist  also : 

Demnach  erhält  man  aus  (4):  -> 

X  +  imAi-o)  cos  «0 + ^mq^o  «»«  «o  ^T  L  ^T  f(To)\  +  ^"»^  ^1    \ 

F+  iin/l[ro)co8jSo+-^«»P'-oCOS|Sogjr  [^A»-o)]  +  Hm^^Jv 

In  Folge  der  Gleichungen  (2)  werden  aus  diesen  Gleichungen 
bereits  einige  Glieder  ausfallen.     Sodann  ist  jedenfalls: 

also 

^'"'oQ  +  ^*  =  2ro[cpscfo^J  +  cos/?o^t;  +  cos/o-^?]  +  -^|*4--^t;*+  ^£*. 

Im  Allgemeinen  werden  z/|,  Jv,  Jf^  der  Art  sein,  dass  man  ihre  zweiten 
Dimensionen  gegen  die  ersten  vernachlässigen  kann,  so  dass  dann  bloss 


(8) 
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p = ^1  CO»  «0 + ^v  cos  j^o  -|-^2^cosyo 

ist.  Die  Grossen  qA\^  qJv,  gJf;  siod  unter  dieser  Voranssetziing 
ebenfalls  zu  yemachlässigen  >   und  setzt  man  zur  Abkürzung 

^=^(r).    rl\}firi]=F(r); 

80  erhält  man  aus  (5) : 

I+2?m[i'(ro)  +  F(ro)co8*ao]z/J+  XmF(ro)  cos  c^cos/?o-^v 

+  I!mF(ro)  cos  a^  cos  y^J^  =  0 , 

r-{-ZmF(ro)co8aoC08ßo^^^2m[S(ro)  +  F(:ro)co8^ß^y]Jv  f   .g,. 

+  ZmF(r^  cos  jSq  cos  y^d^ =0, 

Z+  2!mF(rQ)  cos  ofo  cos  y©^^  1"  2mF(ro)  cos  j5o  cos  /o  ^v 

+  2:m  [^(ro)  +  F(ro)  cos^yj  ^J=0. 

Nan  ist  aber,  wie  leicht  ersichtlich: 

8*1  S*|  8*1 

wenn  man  mit  P  und  Q  die  Aggretate  aller  Glieder  der  dritten 
und  vierten  Ordnung  bezeichnet  und  mit  r^^  schliesst,  was  man 
gewiss  bei  der  Kleinheit  von  Tq  darf.  Setzt  man  v,  ^  für  5,  so  er- 
iiält  man  die  Ausdrücke  von  Jv,  J^. 

Da  wir  bloss  von  homogenen  Korpern  handeln,  so  wollen  wir 
Bogleich  annehmen,  es  sei  die  innere  Anordnung  der  Elemente 
80,  dass  jedem  Punkte  drei  auf  einander  senkrechte  Elastizitäts- 
axeD  entsprechen,  in  Bezug  auf  weiche,  bei  natürlichem  Gleich- 
gewicht, die  Kurperelemente  symmetrisch  angeordnet  sind.  Wäh- 
len wir  die  Richtung  dieser  Axen,  die  immer  dieselbe  ist, 
für  die  Richtung  der  Koordinatenaxen,  so  entsprechen 
jedem  Punkte,  dem  «q,  j3o»  ^o  zugehüren,  drei  andere,  denen  be- 
zuglich die  Winkel  180^-00.  ßof  Yo;  «0»  180«-/?o,  yo;  «0,  ßo^  1800-yo 
zugehüren.  Daraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass  die  in  (§) 
zu  nehmenden  Summen  verschwinden  werden,  in  so  ferne  einer 
der  Cosinus  in  ungerader  Potenz  vorkommt.  Die  Glieder  erster 
und  dritter  Ordnung  fallen  somit  alle  weg,  und  es  bleibt  nur  ein 
Theil,  der  der  zweiten  und  vierten  Ordnung,  stehen.  Lässt  man 
das  später  Wegfallende  sogleich  fort,  so  erhält  man: 
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CX9i-  rsai.        •  fMi). 


+ 


äJ3-»'o*cos  «0  cos  /?o+  g^^  Vcos«oCosyo +g^ro*co8/?o  cosyo 

,  SH  S*£  3*1 

■*■  *  3^*'o*co8%+  A  g-|  ro*cos%  +  A  3^4  »"o*  cos  4yo 

3*1  3*1 

■*■  *  3^;^  ''^^^^^  '^  ^®®  '^o + *  &^s^  **<>*  cos  X  cos  */Jo 

3*1  3*1 

'^'3^2^»'o*cos%cos/?oCosyo  +  iä^g729i»-o*cosc^cosVoC08^^ 

3*1  3*1 

+  '^dyWz^^^^^^^^^^^^y^  +  Jg^2g^»*o*cosXcos«yo 

3*£  3*1 


\ 


Setzt  man  also: 
l2mS(ro)ro^co8 %o=  Co,    l2mS(ro)ro^co8^ßo=ffo> 

i2mFiro)ro^co6^ao  =  X«,  i^mF(ro)ro2cos*/?o=^o> 

i2;mF(ro)ro*cos*yo=^o* 
l-SmF(ro)ro*cos%cos%=:Po ,  i 2mFiro)ro^cos^ccoCos^o='QQf 

4  ZmF(xo)To^  cos  %  cos  %  =  ^0  > 
i^2mS(ro)ro^  cos  *ofo  =  Üa»   5^  -S/iii'(ro)ro*  cos  */3o = JÖo , 

5V-2wii^(ro)ro*cos  *yo= «o  > 

i  2:iiii^(ro)ro*cos*j3ocos«7o = I^o .  1  -2;mi'(ro)ro*cos«aocos«yo = <^  *  ^  (6) 

1 2:mi^(ro)ro*  cos  ^a^  cos  «/J« = -^o » 
aV-2?mF(ro)ro*cos  % = Ö^o »  5V-SmF(ro)ro*cos  %  =  *o  > 

aV-SmF(ro)ro*  cos  %  =  ^^o  > 
5\2?mF(ro)ro*cos%cos*yo=^  >  A-2:iiiF(ro)ro*co8*aoCos*yo=iro» 

2'i2;/iiF(ro)ro*cos«cro  cos*yo  =  Bt© , 

,»4-SmF(ro)ro*cos*/?oCOs2yo=lto»  54-2;mF(ro)ro*cos*aoCOs^o=®or 

A  -SmF(ro)  ro*  cos  *««  cos  «/^o  =  Po » 

iÄ/iF(ro)ro*coö*aoC08%cos«yo  =  ®o; 
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so  erhalt  man  bei  gefaüriger  AnordoiiDg  Itlr  daa  nene  Gl«icbgewicbf : 

3*«  3*«  9*w  5*C 

(e+e)S+(ff+«P+w^il+2e^,+2/>B^ 

+(il+®)0+(»  +  ll)P+<«+3)|li 


■>  welchen  Gleichungen,  der  Bequemlichkeit  wegen,  der  Zeige 
"■x.y,  I  und  den  KoefSzienten  G,....R,  0,.,,,tSl  weggeUs 
"wde. 

Ware  der  anningliche  Znstand  nicht  der  des  natürlichen  Glel 
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gewichts,  sondern  der  eines  nnter  dem  Einflüsse  äusserer  Kräfte 
(§.  II.)  entstandenen  Gleichgewichts,  und  es  bestände  fiir  dieses 
Gleichgewicht  immer  *noch  die  im  Obigen  angenommene  Symme- 
trie der  Anordnung,  so  würden  die  Gleichungen  (7)  für  den  neueo 
GleichgevTichtszustand  gelten ,  wenn  X^  V,  Z  iie  Seltenkräfte  nur 
derjenigen  Kräfte  bezeichnen,  welche  neu  hinzugekommen  sind, 
und  man  r,  a:,  y,  z  auf  den  ersten  Zustand  bezöge.  Wäre  der 
zweite  Zustand  entstanden  in  Folge  von  Einwirkungen  äusserer 
Kräfte  bloss  auf  die  Oberfläche,  so  hätte  man  in  (7)  die  Grussen 
X,  F,  Z  wegzulassen. 

Begnügt  man  sich  mit  einer  Näherung,  die  mit  r'  schliesst, 
so  nehmen  die  Gleichungen  (7)  folgende  weit  einfachere  Form  an: 

(7') 
immer  natürlich  unter  den  obigen  Voraussetzungen. 


IV. 

Besondere    Charakterisirung   des   natürlichen    Gleich- 
gewichtszustandes. 

Seien  ilf ,  m  wieder  die  Massen  zweier  Moleküle,  deren  Ent- 
fernung Tq  im  natürlichen  Gleichgewichtszustande  ist,  so  dass  ihre 
gegenseitige  Einwirkung  durch  Mmf{T^  angedeutet  werde.  Ist  nun, 
wie  angenommen,  der  ganze  Körper  im  natürlichen  Gleichge- 
wichte, so  wird  eine  (unendlich  kleine)  Ausdehnung»  parallel  der 
Axe  der  x  möglich  sein.  Nach  dem  Prinzipe  der  virtuellen  Ge* 
seh  windigkeiten  muss  sodann  die  Gesanimtarbeit  dieser  Ausdeh- 
nung Null  sein.  Waren  x^^  Xq-\- ^x^  die  (nach  x  gerechneten) 
Abscissen  von  M  und  ik^  so  werden  sie  nunmehr  Xq  -(-  exq^ 
Xq  +  Jxq  -f  €^0  +  bJxq  sein ,  wenn  s  konstant,  aber  unendlich  klein 
ist.    Ist  Tß-i-Q  die  neue  Entfernung  üfm,  so  ist : 

ro«=^^o*  +  ^2^o*+^^*,    (»•o  +  ^)*=(^^o  +  «^^o)*+4ro*+^^^ 


beit 
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da  Q  and  e  sehr  klein  sind.  Wir  wollen  nan  im  Allgemeinen  die 
Frage  stellen,  welches  die  Arbeit  zweier  Atome  ist,  die  ihren  Ort 
iodern,  anfilnglich  in  der  Entfernung  Tq^  endlich  in  der  Entfernung 
ri  sich  befinden.  Sei  r  eine  Zwischenlage,  so  Ist  Mmf(y)  die 
wirksame  Kraft,  die  nach  der  Richtung  der  yerbindenden  Geraden 
geht,   mithin  3imf(r)dr  das  Element  der  Arbeit,    die  tiesammtar- 

it  also  /       Mmf(j)dr.    Zunächst  ist  aber  hier  ri—ro=^;  und  q 

selbst  unendlich  klein;  mithin  ist,  innerhalb  der  Gränzen  der  In- 
t(^ation,  f(r)  als  konstant  =:/*(ro)  anzusehen,  und  die  Arbeit  ist 

Mmf(ro)Q  =  Mmf(To) .  — -^  =  MmB/(ro)  r©*  cos  %. 

•0 

Dehnt  man  dies  auf  alle  Atome  aus,  und  nimmt  von  der  Summe 
die  Hälfte,  da  hiebei  jedes  Atom  zweimal  gezählt  wird,  so  hat 
Bau  die  Gesammtarbeit.    Da  diese  Null  sein  muss,  so  erhält  man: 

£ZMmf(To)roC08^ccoz=0,    2ZMmfiro)^oCoa^ßo^O, 

22Mmf(ro)roCOB^ro=0;  .        _ 

voraus  durch  Addition 

Zi:Mmf(ro).ro  =  0, 

(wo  die  zwei  folgenden  Gleichungen  in  derselben  Weise  erhalten 
werden  wie  die  erste.) 

Ist  aber  der  Kurper  homogen  und  nicht  unter  der  Einwir- 
kung irgend  welcher  äusserer  Kräfte,  so  wird,  wenn  in  (8)  zuerst 
die  Sammation  für  ein  Molekül  yollzogen  wird,  d.  h.  wenn  man 
die  Grossen  ^}if/][ro)rocos^ao,....  bildet,  jede  dieser  Summen  in 
der  Doppelsumme  so  oft  erscheinen,  als  Atome  vorhanden  sind. 
Daraus  folgt  für  homogene  Körper: 

^nif(ro)roCO6^cco=:0,    £mfiro)roC08^ßQZ=0,         1 

i    (^ ) 
2fnf(rQ)roCos^o=0f    ^wi/(ro)ro=0,  J 

^*  das  Summenzeichen  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §.  IIL  bat 

Daraus  ergiebt  sich  endlich,  dass  in  den  Gleichungen  (7)  und 
(^')  Dothwendig : 

(;o  =  0,    J5ro  =  0,    •/o  =  0  (9) 

>>t.  (Das  Wesen  dieses  Beweises  rührt  von  Professor  Redten- 
^«eher  h«r.    Der  Sat2  (8')  selbst  gehOrt  Poisson  zu.) 
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VI. 

Bestimmung,  des  Ausdehnungs-KoefficienteD. 

Wir  denken  uns  in  einem  Zustande  (der  z.  B.  Gleichgewicht 
sein  mag)  ein  unendlich  kleines  rechtwiokliches  Parallelepiped, 
dessen  an  einander  stossende  Kanten  dx^  dy,  dz  seien,  so  dass  der 
betreffende  £ekpunkt  durch  den  Punkt  (x,y,z)  gebe.  Allerdings 
sprechen  wir  damit  atig,  der  Korper  sei  als  eine  stetig  zusam- 
menhängende Masse  (Kontinuum)  anzusehen,  da  sonst  nur  Mole- 
kularsysteme  angenommen  wurden  und  nicht  unendliefa  kleine 
Parallelepipede.  Allein  die  Vorstellung  einer  Ausdehnung  oder  Ve^ 
dicbtung  hängt  mit  der  Vorstellung  eines  Kontinunms  so  enge  zu- 
sammen, dass  die  eine  ohne  die  andere  keine  rechte  Klarheit  bat. 
Cebrigens  mag  man  sich  den  KOrper  wie  immer  aus  seinen  Ele- 
mentarbestandtheilen  zusammengesetzt  denken,  immerhin  wird  man 
die  nachfolgenden  Erörterungen  auf  ihn  anwendbar  fmden,  wenn 
man  sich  seinen  Raum  durch  eine  stetig  vertheilte  Masse  erfüllt 
denkt,  die  an  den  Punkten,  wo  die  Atome  sich  hefioden,  sich 
verhält  wie  der  Körper  selbst. 

Es  erleide  nun  (Taf.  VI.  Fig.  2.)  der  Punkt  M(a:,  y,  z)  die  sehr 
kleine  Verschiebung,  deren  Projektionen  |,  v,  J  sind.  Man  wird 
nun  als  Projektionen  der  Verschiebungen  ehalten: 

von  M:    5,  v,  f; 


9» 


»» 


fi 


ff 


n 


9» 


»» 


* 

^-'  Hiar+|a,.  ^+^e.+pjr,  f+ga:r+|a,; 
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Bereits  io  §.  III.  ist  angegeben  worden,  dass  ^|,  ^v,  Jf  der 
Art  siad^  dass  man  ihre. iiöbern  Dimensionen  vernach lässigen  bann. 

Daraus  folgt,  dass  man  die  hdbern  Dimensionen  von  k— »  ä-,u.s.w., 

gegenfiber  den  ersten,  ebenfalls  wird  vemacblässigen  dürfen.  Daraus 
folgt  weiter,  dass  die  neue  Linie 

ist   Ebbn  80  bat  man  för  die  neue  Linie: 

NN'  =Sa:(l+g).iV'iV"=8^(l+^.  />'iV"=a:r(l  +  g), 
iVP'=Sy(l  +  |),    />/>:;,  3,(1+1), 

Jf'iV=8z(l  +  f^,   P"}S"=dz(l  +  ^). 

Demnach  ist  im  neuen  Zustande: 

MM'=PP"=zNN*=P'N",    MP=M'P"^NP'=N'N", 

MN=zPP'  =zM'N'  =  P''N'', 

d.  h.  der  Elementarkörper  i^t  im  neuen  Zustande  noch  immer  eipi 
Paralleiepiped. 

Die  neue  Seite  MM'  macht  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinus 
sind: 

dx    .,  ,  81.        a?    81;         dx    dt. 
MM'^^'^da/'    MM'dw'    MM' dsp" 

eben  so  (ur  die  neue  Linie  MPi 

MPdy'     MP^^^d^'    MPdy 
I^nMcb  ist  der  Cosinus  des  Winkels  beider  Linien:   ^ 

21' 
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wenn  man  obige  VernachlässiguDgen  zulässt.    Aber   '^  '^  ^  ^^^ 

verschwindend  klein,  dieser  Cosinus  ist  also  Null,  d.  h.  die  Linien 
stehen  auf  einander  senkrecht.  Man  schiiesst  hieraus,  dass  das 
neue  Parallelepiped  noch  reehtwinklich  ist.     Sein  Inhalt  ist: 

Oa:+§8a:)(ay+|s3,)(Sz  +  |8x)=8a;a3,az[l  +  g  +  |+|]. 

Daraus  folgt  endlich,  dass  mau  für  den  A  usd  eh  nun gs- Koef- 
fizienten ®  hat: 

Fällt  S  positiv  aus,  so  hat  man  Ausdehnung ;  föUt  es  negativ  ans, 
Verdichtung. 


VII. 

Bestimmung  der  auf  ein  Element  Statt  findenden  Pres- 
sungen. 

Denken  wir  uns  eine  durch  ein  Molekül  M  gehende,  auf  der 
Axe  der  x  senkrecht  stehende  Ebene,  in  der  wir  uns  ein  sehr 
kleines,  M  enthaltendes  Flächenelement  <r  denken  wollen.  Seien 
X9  y,  1  die  Koordinaten  von  M\  seien  weiter  m,  m',  m" ,....  eine 
Reihe  von  Molekülen,  die  sämmtüch  auf  derjenigen  Seite  der 
Ebene  liegen,  die  nach  den  positiven  x  gewendet  ist  (also  aus- 
serhalb der  Ebene);  mi,  m.i seien  Moleküle,  die  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  der  fraglichen  Ebene  liegen.  Auf  das  Element 
c  errichten  wir  einen  senkrechten  Zylinder,  dessen  Hube  h  gros- 
ser sei,  als  der  Halbmesser  der  Wirkungssphäre  des  Moleküls  itf 
(d.  h.  als  diejenige  Entfernung,  bis  auf  welche  hin  die  Wirihmg 
noch  merklich  ist).  Diese  Hohe  sei  gegen  die  negativen  x  hin 
gerichtet;  das  Volumen  des  Zylinders  ist  ah. 

Die  Gesammtwirkung  nun  aller  Moleküle  m,  m^....  auf  alle 
in  dem  Zylinder  enthalt^en  Moleküle  macht  die  auf  c  mikfunit 
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Pressung  aas.  Dieselbe  wird  übrigens  nur  dann  Pressung 
fenanet  werden  y  wenn  sie  nach  der  Seite  der  negativen  x  hin  ge- 
riebtot ist»  Zug  im  entgegengesetzten  Falle.  Wäre  sie  nach  der 
Richtung  von  6  selbst  gerichtet,  so  wörde  sie  bloss  ein  Gleiten 
des  Elements  verursachen  wollen. 

Diese  Gesamrotwirkung  nun,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche^ 
sei  P;  ihre  Seitenkräfte  nach  den  drei  Axen:  A,  B^  C,  so  dass 
Ptf,  A(Sy  Bo,  Ca  di^  betreffenden  Grössen  für  a  sind.  Wir  müs- 
sen uns  dabei  freilich  denken,  die  Moleköle,  welche  die  Ebene 
einschliesst,  seien  durch  starre,  unveränderliche  Gerade  verbun- 
den mit  denen,  die  auf  ihren  beiden  Seiten  liegen.  Man  über" 
siebt  hieraus  schon  wieder,  dass  man  ein  anschaulicheres  Bild 
erhielte,  wenn  man  den  Kürperraum  als  stetig  erfüllt  ansehen  würde. 

In  so  ferne  <r  sehr  klein  ist,  wird  man  wohl  annehmen  kün- 
oen,  om  M  herum  hätten  alle  Moleküle  gleiche  Masse  und  seien 
gleichmässig  vertheilt.  ßei  der  von  uns  vorausgesetzten  Homoge» 
oeität  wird  diese  Annahme,  in  so  weit  sie  im  Nachstehenden  be- 
aotzt  ist,  nichts  Unpassendes  enthalten.  Bei  Körpern  von  drei 
itnkrechten  Elastizitätsaxen  (§.  III.)  wird  man  die  Axen  der  Koor- 
Aiaten  parallel  denselben  wählen. und  somit  der  eben  ausgesproche- 
Ben  Bedingung  genügen. 

Stelle  nun  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  /  die  durch  M  gehende  Ebene  dar; 
//,  ///  seien  mit  ihr  parallel  und  stehen  gleich  weit  von  ihr  ab. 
Sei  m  ein  Molekül  in  77,  Mmz=zr,  a  der  Winkel,  den  Mm  mit  der 
Äie  der  x  macht,  rcosci^=6,  so  ist  ö  die  Entfernung  der  Ebenen 
/and  77,  mithin  konstant  fiir  alle  in  77  liegenden  Moleküle.  Ist 
Dan  weiter  m'  ein  Molekül,  das  zwischen  7  und  77  liegt,  so  wird 
man  in  dem  zwischen  7  und  777  liegenden  Stücke  des  oben  ge- 
nannten Zylinders  ein  Molekül  M'  auffinden  können,  so  gelegen, 
dass  M'm'  CQsa'=zd,  wenn  a'  der  Winkel  ist,  den  M'm'  mit  der 
Abszissenaxe  macht.  (Es  giebt  deren  viele,  sämmtlich  gelegen 
in  einer  durch  M'  gebenden,  mit  7  parallelen  Ebene.)  Sei  nun  n 
die  Anzahl  der  Moleküle,  die  in  dem  zwischen  7 und  77/liegenden 
Zylindertheile  enthalten  sind,  so  wird  man  für  jedes  derselben 
eine  zwischen  7  und  77  liegende  Ebene  erhalten  können,  die  pa- 
rallel 7  ist  und  von  ihm  in  der  Entfernung  6  liegt.  Die  Gesammt- 
wirkung  aller  \n  dieser  Ebene  liegenden  Moleküle  auf  das  betrach- 
tete ist  offenbar  gleich  der  Gesammtwirkung  aller  in  77  liegenden 
»füf. 

Diesen  Satz  wollen  wir  nun  zur  Berechnung  der  Grössen 
i0iLs.  w.  anwenden.  Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns,  wenn 
9  den  Halbmesser  der  Wirkungssphäre  bedeutet,  von  /  aus  nach 
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rechts  und  links  hin  parallele  Ebenen ,  die  in  unendlich  kleiner 
Entferkiung  e  von  einander  liegen.  Die  Anzahl  derselben  sei»  links 
und  rechts,  je  gleich  9;  die  links  liegenden  sollen  mit  Uli,  ^^Ak»*** 
...,  ///#;  die  rechts  mit  7/| ,  JI^,„.,,  11m  bezeichnet  werden;  zugleich 
ist  ss  =  Q.  Die  Ebenen  III  theileu  den  Zylinder  in  unendlich  viele 
Stucke  und  man  kann  offenbar  annehmen,  dass  die  innerhalb  jedes 
dieser  Stückchen  liegenden  Moleküle  in  der  betreffenden  Begrän- 
zungsebene  liegen.  Bezeichnen  wir  mit  Tq  die  Entfernung  irgend 
eines  in  der  Ebene  /  liegenden  Moleküls  von  M,  mit  ofo  den  Win- 
kel, den  Tq  mit  derAxe  der  a:  macht;  mit  ri  die  Entfernung  irgend 
eines  in  der  Ebene  //|  liegenden  Moleküls  von  iüf ,  und  mit  «i 
den  Winkel,  den  r,  mit  der  Axe  der  a:  macht  u.  s.  w,,  so  wird 
man,  da  die  Anordnung  der  Moleküle  rechts  von  /  mit  der  links 
von  /  übereinstimmt,  leicht  übersehen,  dass 

3IS.mf(ro)cosaQ  +  MS,mf(ri)cosai  +  .,..  +  M  S.mf (r,)  cos  a, 

die  Wirkung  sämmtlicher  Moleküle  rechts  von  /  auf  M,  zerlegt 
nach  der  Axe  der  a:,  angiebt,  wenn  das  Zeichen  iS  sich  jeweils 
auf  die  in  einer  Ebene  befindlichen  Moleküle  bezieht.    Seien  nun 

^0»  '^i»  ^2 9  ^«  ^i^  Anzahl  der  innerhalb  des  Zylinders  zwischen 

/  und  bezüglich  /,  Uli,  III^,.,,,,  Ilh  liegenden  Moleküle,  so  lie- 
gen davon  in  den  Ebenen  /,  Uli ,  IIL^, ....,  ///«  jeweils  w^,  »i  —»0» 
Wg  — Wi,....,  71%  —  n«^i.  Jedes  der  w©  Moleküle  in  /  erleidet  die- 
selbe Wirkung,  wie  iüf ;  die  Gesammtwirkung  aller  rechts  von  / 
liegenden  Moleküle  auf  alle  in  /  liegenden  Moleküle  des  Zylinders 
ist  mithin  (zerlegt  nach  der  Axe  der  x): 

Wj,^[S.ii?/(r  Jcos  or„+<S.  m/(r  Jcosa,+S.  wi/(r Jcosa2+...+S.ni/(r«)cosaf]. 

Betrachten  wir  nun  die  in  Uli  liegenden  Moleküle,  so  werden 
sie  von  den  in  //«  liegenden  keinerlei  Wirkung  erleiden,  wohl  aber 
von  den  in  /,  IJ^,  Il^f'^^-tlla—i'  Nach  dem  eben  Auseinanderge- 
setzten wird  die  Gesammtwirkung  auf  eines  derselben  dieselbe 
sein,  als  wenn  es  in  M  läge  und  auf  dasselbe  die  in  //|,  //j,...,  11$ 
liegenden  Moleküle  bloss  ihre  Wirkung  ausübten.  Somit  ist  die 
Gesammtwirkung  auf  alle  (zerlegt  nach  der  Axe  der  x)  t 

Mini  —  Wo)  [S.mf(ri)  cos  c^i  +  S,mf(r^  cos  0^+ ....  +  Srnfirt)  cosaj. 

Ganz  eben  so  ist  diese  Grösse  für  die  in  II2  liegenden: 

M  («2  '-ni)[S.  mfijr^  cos  a^-{-S.  mf{r^)  cos  «g  +••••+  S .  iw/^rt)  eosa;i] 

u.    s.    w. 

Die  Addition  alter  dieser  Grössen  giebt  offenbar  die  Grösse  Äc, 
die  man  sucht,   und  man  hat: 
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. ...  +  itfS .  mfixt)  cos  a«]. 
Diese  Grösse  kann  man  offenbar  auch  durch: 

M2Snmf(r)co8d         ^ 

bezeichnen^  wo  die  Summenzeichen  sieh  auf  n  und  r  (wie  m)  be- 
zieben und  man  dadurch  andeutet,  dass  alle  r  fQr  alle  rechts  von 
/liegenden  Moleküle  2u  nehmen  sind,  wobei  jeweils  «  der  Win- 
kel von  r  mit  der  Axe  der  x  bedeutet  und  m  die  Masse  des  be- 
treffenden Molekflls  ist;  dabei  ist  unter  n  jeweils  die  Anzahl  Mo- 
leküle verstanden,  die  sich  zwischen  /und  der  durch  das  betreffende 
Molekül  mit  /  parallel  gelegten  Ebene  befinden,  wenn  man  diese 
Ebene  links  von  /  in  gleicher  Entfernung  wie.  VQrhin  legt  und  nur 
die  Moleküle  innerhalb  des  Zylinders  beachtet.  Sind  ß,  y  die 
Winkel  von  r  mit  den  Axen  der  ^f  Z'^  so  hat  man  offenbar: 

Aaz=JU22mnf{r)co9a,    Ba=zM2Smnf(r) cos ß.»  ) 

Ca = M22mnf(r)  cos  y.  l 

Was  nun  n  anbelangt,  so  kann  diese  Grosse  auch  anders  aus- 
gedrückt werden.     Sei  nämlich  VI  die  Summe  4et  Massen  Itiler 

m 

Moleküle  in  dem  Zylinder,  ^  seine  Dichte^  so  ist  ^=ri  (so  dass 

also  d  die  in  der  Einheit  des  Volumens  enthaltene  Masse  bedeu- 
tet); da  h  die  Höhe  des  Zyfinders,  so  ist  die  Sntnme  der  Massen 

aller  Moleküle  in  eineip  Stücke,  dessen  Hohe  /|  gleich  7jr="T~==^^^« 

Da  dieselbe  aber  zzznM  ist  (wenn  n  den  der  Ebene  in  der  Ent- 
fernung /  entsprechenden  Wertb  bedeutet),  so  ist  also  nMT=  cid, 

«=-»=: -^.r cos a,  wobei  a,  ö,  M  konstant  sind.    Daraus  folgt 

endlich : 

A=id2Tnrf(r)cos^a,  B=d2mrfir) cos  acoaß,   C=:d2mrf(r) cos  ccco8y. 

Wie  bemerkt»  bezieht  sich  das  Zeichen  2  nur.  auf  die  rechts 
von  /  liegenden  Moleküle  (in  ihrer  Wirkung  auf -^);  will  man,  wie 
früher;  dieses  Zeichen  auf  alle  rings  um  M  liegenden  Moleküle 
aasdehnen,  so  hat  man  ganz  offenbar: 

A^^2Tnrf{r) cos^a,   -B=ö'2?wir/'(r)cos«coü5^, 

C=  a  2mrf(r)  cos  «,c5s  yy 
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oder^  wenn  man  lieber  wUl: 

* 

Wie  bereits  bemerkt,  sind  dabei  die  Elastizitätsaxen  als  Koordi- 
natenaxen  gewählt. 

Denkt  man  sich  eben  so  durch  M  gehende,  auf  den  Axen 
der  y  und  ;;  senkrecht  . stehende  Ebenen,  und  bezeichnet  mit 
A'y  B',  C;  A'\  B",  Q"  die  Sejtenkräfte  der  auf  ein  Element 
wirksamen  Pressungen,  bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche,  so 
bat  man  eben  so :  • 

il'=2  -Smr/(r) cos a cos/?,    B'  =  ^2:mrf(r)co8^ß , 

C '  =  Emrfix)  cos  ß  cos  y ; 
A"  =ä  Smrffy)  cos  «  cos  y ,    Ä^  =  ö  2mrf{r)  cos  |5  cos  y  > 

C"=-Swir/*(r)cos«y. 

Man  hat  somit  immer  : 

A'=B,    A"z=:C,    B"-C'.  (17) 

Die  Kräfte  A^B ^  C"  sind  normal  auf  ihre  Ebenen  gerichtet,  die 
andern  tangential. 

Ist  der  Kurper  im  natürlichen  Gleichgewichtszustände,  so  ist 
(§.  IV.)  jede  der  so  gefundenen  Pressungen  Null,  wie  zu  erwar 
ten  war. 


vni. 

Fortsetzung  der  Bestimmung  der  Pressungen,  wem 
der  Korper  vom  natürlichen  Gleichgewichte  aus  durct 
Yerschiebung  seiner  Moleküle  in  einen  andern  Zustand 

versetzt  wird. 

Sei,  unter  dieser  Voraussetzung,  d^  die  im  natürlichen  Gleich 
gewichtszustande  in  ^herrschende  Dichte;  S,  v,  {;  die  Verscbie 
bungen  von  M  nach  den  Axen,  d  die  schliesslich  herrschend« 
Dichte,   so  ist  nach  (loO* 
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+  r^F(ro)  cos  ^ßo^v + r«  FTr„)  cos  ^ßo  cosyo4 
+2roi<ro)cos/3o^i;; 

+r o  F(r^)  cojs  «„  cos  ß^  cos  y o  -^S 
+roF(ro)  cos^o  cosy^/iv 
+roF(ro)cosß^cos%Jt+T^S(r^)^oBßJi 
+''o'^(»*i))cosyo^v; 

+  »•o^(*'o)  cos  /3o  cos  2yo  ^v + »'o^(»'o)  «<>«  V^^f 

+  2roi'(ro)cosyo^i:; 

^5  =  roCoaraog^+roCOs/3og^+roCOSyo^,     r       _ 
\^i;=roCoaaog^+r«cos/?og7;^ +^ocosyog^*  7- 

Q«.  P^  Itf' 

^/f  rrroCOSttög^  +ToCOS/?^  g^  +roCOByog— • 

Setzt  man  diese  Wertbe  ein,  macht  dieselben  Voraussetzun- 
gen wie  in  §.  HL,  und  lässt  sogleich  Go>  ^o»  «'o  weg  (§.  IV.),  so 
erhält  man : 

Zugleich  ist  (§.V1.): 

Setzt  man  dies  in  obige  Wertbe  ein  und  yernachlässigt  die  hubem 
Dimensionen  der  Differentialqnotienten  (§.  VL),  so  erhält  man  eodlicb : 


Thewrie  dmr  elassisckm  Körper.  91S 

Nimmt  man  nicht  an,  der  anfängliche  Zustand  sei  der  des  natur* 
liehen  Gleichgewichts »  dagegen  ein  solcher,  in  welchem  die  in 
\.\\L  vorausgeset^e  symmetrische  Anordnung  Statt  findet;  hezeich* 
net  h  alsdann  die  Dichte  im  Punkte  {x^  y,  z)  im  ersten  Zustande» 
80  erhielte  man: 

t 
'  L  * 

«=j[(H+fi)|+(e+ß)gj].  o=J[(/+«)|+<c+«)j|]! 
.=«.  *=*[«+*(|-g-|)+«|+«aa+p|,j„^ 

C'=Jt(^  +  P)|j+(H+«|]; 
Behielte  man  die  Dichte  J  im  neuen  Zustande  bei,  so  hätte  man; 

j=^[g+(2<;+l)|+ä|+o|], 

A=B.    Ä'=^[iy+Ä|^  +  (2Ä+J!f)|+P|].        >(19') 
C'=^[(J+P)|+(Ä+i^|], 
4"=C.   B"  =  C',    C"=^[/+Qg+P^  +  (2J+iV)|l. 
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IX. 

Bestimmung   der    Pressnngen   auf   irgend    eine  durch 
einen   Punkt  gelegte  Ebene  für   einen  isotropen  Kör- 
per.   (§.  I.) 

In  §.  VIII.  wurden  die  Pressungen  bestimmt,  welche  Statt  finden 
in  drei  £benen,  die  durch  den  Punkt  {x,  y,  z)  gehen  und  auf  den 
Koördinatenaxen  senkrecht  stehen.  Wir  wollen  nun  aber  anneh- 
men 9  man  lege  irgend  eine  andere  Ebene  durch  denselben  Punkt, 
und  uns  die  Frage  stellen,  ob  man  die  auf  dieselbe  ausgeübten 
Pressungen  ebenfalls  noch  bestimmen  könne.  Dabei  setzen 
wir  den  Körper  als  isotrop  voraus  und  nehmen  an,  im 
Falle  das  anfangliche  Gleichgewicht  nicht  das  natörliche  war,  die 
Bedingungen  des  Isotropismus  seien  für  dasselbe  noch  erföllt 
Unter  dieser  Annahme  werden  wir  beweisen  (§.  XI.) 5  dass 

/>=e=Ä,    L=zM=N=:SP,  (20) 

welche  Beziehungen  wir  sofort  nun  einführen  wollen. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  a:,  y,  z  eine  Ebene 
gelegt,  so  wird  die  eine  Seite  derselben  nach  den  positiven,  die 
andere  nach  den  negativen  x  gerichtet  sein.  ^  In  diesem  Punkte 
(M)  errichte  man  eine  Noiijiale  auf  dieselbe  und  zwar  nach  erster 
Seite  hin;  dieselbe  mache  mit  den  durch  M  mit  den  positiven 
Koordinatenaxen  parallel  gelegten  Geraden  Winkel,  deren  Cosinus 
a,  /J,  y  seien,  wo  diese  Winkel  immer  der  Art  sind,  dass  «=1, 
wenn  man  die  Ebene  so  dreht,  dass  sie  auf  der  Axe  der  x  senk- 
recht  steht,  und  dieselbe  Seite  den  positiven  o;  zuwendet  wie  vor- 
hin u.  s.  w.  -' 

Durch  den  Anfangspunkt  lege  man  nun  ein  neues  rechtwink- 
liches  Koordinatensystem  der  x' ,  y\  z\  so  dass  die  Axe  der  3I 
parallel  der  so  eben  bestimmten  Normale  und  gleich  gerichtet  mit 
ihr  sei.  Sind  |',  v',  ^  die  Verschiebungen  von  M  parallel  den 
neuen  Axen,  A\  Ä',  C"  die  Werthe  von  A^  B,  C  für  die  neuen 
Axen,  so  hat  man  nach  %.  VIII.,  da  das  neue  System  den  dorti- 
gen Bedingungen  noch  entspricht: 
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Daraas  ergiebt  sich  nun,   wenn  man  (20)  nitd  die  Rdationen 
xwischen  u,...*,c  beachtet: 

Daraus  ergiebt  sieb  leicht: 

Nun  Ist  aber  aA'  +  aB'  +  aC'  offenbar  die  Seitenkrafl  der  Pres- 
sung  auf  die  neue  Ebene,  zerlegt  nach  der  Axe  der  x;  heissen 
also  Ai,  JBi,  Ci  die  Seitenkräfte  dieser  Pressung,  nach  den  Axen 
der  ^,  y,  %y  so  hat  man  endlich: 

^  =  aJ  +/JjB+yC,     \ 

Bi=aA*+ßB'  +  yC',   >   (21) 

Ci=aA''+ßB"-^ya'.    ) 

Vermittelst  dieser  Foi-meln  und  denen  des  §.  VIII.  kann  man 
nun  die  Ptes^ng  auf  jede  Ebene  darstellen.  Man  wird  diese 
Formeln  benutzen  müssen,  um  bei  Kräften,  die  auf  die  Oberfläche 
wirken  (§.  HI«)»  ^^P  besondern  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
darzustellen. 


Wir  haben  allfitdings  sehr  spezielle  Annahmen  fiir  die  Be- 
schaffenheit des  Kölners  gemacht.  Es  wäre  übrigens  nicht  gerade 
schwer,  allgemeiner  zu  verfahren,  wenn  man  in  §.  VII.  die  Bedin» 
gang  der  symmetrischen  Anordnung  nicht  aufnehmen  würde;  die 
Formeln  würden  dadurch  aber  eine  Weitläufigkeit   erhalten,   die 


Tkeorit  4er  eiati^ekm  Kärp^.  3K 

irir  ftrmeideft  woUten.  In  Bezug  anf .  die  eben  *  berfikte'  Amven*^ 
doDg  der. Formeln  (21)  wird  man  in  folgender  Weise  verfahren: 
Hat  iDltD  nach  §.  111.  die  Grössen  £,  v,  i  als  Funktionen  von  x,  y^  z 
gefunden,  so  wird  man  nach  §.  VUI.  and  (21)  die  Pressungen  be* 
rechnen^  die  in  jedem  Elemente  der  Oberfläche,  rn  den  fiech 
iussere  Kräfte  wirken,  herrschen  müssen,  und  sie  diesen  Susseni' 
Kräften  (bezogen  auf  die  Einheit  der  Fläche)  gleich  setzen,  wodurch 
die  ndthigen  Gleichungen  zur  Bestimmung'  der  ivillkiihriicheo  Gros- 
sen erhallen  werden. 


X. 

Geometrische  Konstruktion    der   Pressungen   auf  die 
dvrcfa  einen  Punkt  gelegten  ebenen  Elemente  ffir  einen 

isotropen  Körper. 

Die  Formeln  (21)  bestimmen  die  drei*  Seitenkräfte  der  (auf 
die  Einheit  der  Fläche  bezogenen)  Pressungen  auf  ein  Element, 
dessen  Normale  mit  den  Axen  WVrkel  macht,  deren  ("osinus  a,  /?,  y 
md.  Wir  wollen  uns  nun  zunächst  die  Frage  stellen,  oh  die  sp, 
ksHromte  Kraft  senkrecht  stehen  könne  auf  Aexti  Element,  also 
mit  der  Richtung  der  Normale  zusammenfalle.  Denken  wir  uns, 
es  sei  dies  der  Fall,  so  müssten,  wenn  F  die  resultlrende  Krafl 
wäre,  ihre  Seiteukräfte  aF,  ^F,  yF  sein.    Man  hätte  also  in  (21)  r 

aB  +  ßB'+yC'=ßF,  ^  (a) 
aG+pC'+yC'"=yF, 

wenn  man  die  Beziehungen  (17)  beachtet.    Ist  es  nan  möglich, 

ins  (a)  die  Grösse  F  zu  bestimmen ,   so  wird  es  also  auch  eine 

Kraft  geben,  deren  Richtung  auf  ihr^ro  Elemente  senkrecht  steht. 

aß 
l^h  Elimination  von  -»  ^  ans  (a)  folgt  aber   bekaMttliob  di« 

öelchang:  .  ^       >      . 


^B^iC^-^-F)  +2BCC-0, 


t  " 


, (▼ergleiche  z.  B. :  „Vorlesungen  über  diä  Anwendungen 
^erlufinitesimalf  echnun^  aufdieGeoni^trie  vonC^ac^y, 
Peitsch  von  Sehnase,  S.  191.  fil«')»  welche  Gleichung  immer 
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drei  reelle' Wiira^lB  bat.    Hat-  man  hieraus  die  dreiWertl^  vpiil 
gefiindcli,  so  geben  (a)dife  zogehörigen  Wertbe  von  — »  =-    onfl 

mi^p .  zieht  aus  a*-f'^  +  y*=l  die  schliesslichen  Wertbe  von 
€p^  ß,  y>  Man  schliesst  bekanntlich  aus  den  Gleichungen  (a),  dass 
^e  zugehörigen  Elemente  (Ebenen »  die  <^urch  (x^yaz)  gehen)  auf 
einander  sei^krecht  stehen. 

Hat  man  nun  diese  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenäo»  ver- 
mittelst der  (a),  bestimmt«  so  wollen  wir,  indem  wir  den  betrach- 
teten Punkt  (a;,y,z)  zum  Anfangspunkt  wählen,  die  Richtung  der 
Koordinatenaxen  mit  den  Normalen  auf  diese  Ebenen  zusammen- 
fallen lassen.  Seien  nun  F^  F^s  F^  die  drei  (reellen)  Wurzeln 
von  (b) ,  so  wird  also  In  §.  Vlll. : 

A^Fu  ß^^Qs  C^O,  A'=0,  B'^F^,  C'=0,  ^"=0,  £"=^0,  C"=F3, 

wo  wir  die  Fi  entsprechende  Normale  zur  a:Axe  u.  s.  w.  gewählt 
haben. 

Für  ein  anderes  Element,  das  in  (21)  bestimmt  wurde,  ist  mithin: 

•  Ai=zaFi,    Bi^ßF^,    Ci^yF^, 

demnach: 

Ai^  +  Äi  2  +  Q« = ««Fl«  +  ß^F^^ + y^Fg«. 

Sei  nun  Fi^>F^^>Ffi^,  so  ist  immer  -^i^+^i^+Ci«  zwisch© 
Fl'  und  Fg?  enthalten.  Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  man  u 
den  jetzigen  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt  ein  Ellipsoid  konstru 
irt,  dessen  Halbaxen  F|,  F^,  F3  sind,  jede  Pressung  auf  irgen(l 
eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Ebene  durch  einen  Radiaa 
vpctor  dieses  Ellipsoids  dargestellt  werden  kann.  Wir  wollen  nui 
untersuchen,  welches  die  einem  bestimmten,*  eine  Pressung  vo^ 
stellenden  Radius  vector  entsprechende  Ebene  Ist« 

Sei  also 

die  Gleicbiing  des  Ellipsoids;  (n^,y',z')  ein  bestimmter  PudI 
seiner  Oberfläche,  r'  der  nach  demselben  gezogene  Radius  vecto^ 
so  stellt  r'  nach  Grosse  und  Richtung  die  Pressung  vor,  welch 
(bezogefi  auf  die  Einheit  der  Fläche).im  Mittelpunkt  auf  eine  nod 
zu  bestimmende  Ebene  ausgeübt  wird.  Sind  a,  ß,  y  die  Cosini^ 
der  WMnkel,  welche  die  Normale  auf  diese  Ebene  mit  den  Ax^ 
macht,  so  ist,  da  a:',  y\  i*  die  Seitenkräfte  der  Pressung  r*  vorsteÜen 

«'^«Fi;  Y=/5Fa,    a;'=yFa;    «=p^,    /Jss^^,    y=-^. 
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Deiwadi  ist  die  Gietebubg  der  ffagliöhen  Ebene: 

ood  sie  ist  mithin  vullig  bekannt.  Diese  Ebene  länft  aber,  wie 
man  sich  leicht  fiberzeugt,  parallel  mit  der  Tangentialebene  an  di6 
Fläche,  deren  Gleichung  ist 

J.+|r  +  ^-=±A«.  (d) 

die  in  denjenigen  Punkt  dieser  Fläche  gezogen  ist»  In  welchem 
der  verlängerte  Radius  r'  dieselbe  trifft. 

Die  Fläche  (d)  stellt,  wenn  Fj,  F^^  F^  von  demselben  Zeichen 
sind,  ein  Ellipsoid  vor;  sind  aber  diese  Grössen  nicht  alle  von 
demselben  Zeichen,  so  stellt  sie  zwei  Hyperboloide  (mit  einem  oder 
iwei  Fächern)  vor,  welche  durch  den  Asymptotenkegel 


geschieden  sind. 


Wir  bemerken  noch,  dass  wenn  eine  oder  die  andere  Wnr- 
lel  Ton  (b)  positiv  ist,  sie  einen  Zug,  wenn  sie  negativ  ist,  eine 
(Messung  vorstellt^).  Denn  hätte  man  zufällig,  ursprünglich  die 
nn  eiDgeführten  Axen  gewählt,  so  würde  man  die  drei  Werthe 
von  F  für  die  auf  den  drei  Elementen  des  §.  Vlll.  ausgeübten 
Pressangen  erhalten  haben,  woraus,  mit  dem  dort  Gesagten  zu- 
sammeDgehalten,  die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt.  Wir  woi- 
kn  nun  die  einzelnen  Fälle  besonders  betrachten : 


1)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  sind  positiv. 

In  diesem  Falle  stellen  Fj,  F^,  F^  bloss  Züge  vor  (Andrucken 
Zylinders  in  §.  VII.  gegen  seine  Grundfläche).    Man  konstruire 
*in  die  zwei  Ellipsoide 

F^^F^^^F^^-^^'   F^^F^^F^"^' 
lAd  lege,  falls  man  wissen  will,  auf  welche  «jUirch  den  Mittelpunkt 


*)  Wir  nennen  beide,  der  Kurze  halber,  immer  Pressung.  Für 
nZag»  konnte  man  positfTP  Pressong  setten  «nd  för  ,,PreM5ung'^  dana 
^atife  Pressung. 

TheÜXXIII.  22 


Dienofir:    Siuäien  %ur  mathemaUschen 

gelegte  Ebene  ein  bestimmter  (gegebener)  Zug  ausgefibt  wird,  in 
das  erste  einen  Radius  vector,  gleich  dem  gegebenen  Zuge  (der 
zwischen  Fj  und  F^  liegt,  nenn  Fi>F2>F3  und  in  demselben 
Maasse  wie  Fi  gegeben  ist),  bemeriie  den  Punkt,  in  dem  er  das 
zweite  Ellipspid  trifft,  ziehe  in  demselben  eine  Tangentialebene 
ap  letzteres,  so  ist  dieselbe  parallel  mit  der  gesuchten  Ebene. 
Der  Radius  vector  stellt  zugleich  die  Richtung  des  Zugs  tot. 
Wie  man  umgekehrt  verfahren  kann,  ist  klar. 

Eigentliche  Pressungen  kommen  in  diesem  Falle  (um  x^  y,  z 
herum)  nicht  vor.  Denn  gesetzt,  es  kämen  solche  vor,  so  müsste, 
trenn  man  stetig  Fortschritte  bis  zu  einer  der  Halbaxen  des  ersten 
Ellipsoids,  diese  Pressung  in  einen  Zug  übergegangen  sein;  beim 
Uebergang  hätte  man  weder  Pressung  noch  Zug,  d.  h.  es  müsste 
Ebenen  geben,  in  denen  die  resultirende  Kraft  bloss  eine  tangen- 
tiale wäre.  Die  Richtung  derselben  läge  also  in  der  Ebene  und 
es  milssten  folglich  Tangentialebenen  des  zweiten  Ellipsoids  so 
liegen  können,  dass  der  zu  ihnen  gehörige  Fahrstrahl  in  ihueo 
läge»  was  nicht  möglich  ist. 

2)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  sind  negativ.     . 
Man  konstruire  die  zwei  EUlipsoide 

und  verfahre  ganz  wie  so  eben.    In  diesem  Falle  bat  man  bloss 
Pressungen. 

3)    Die  drei  Wurzeln  von  (b)  haben  nicht  dasselbe  Zeichen. 
Man  konstruire  die  vier  Flächen: 

fTS+jTä  +  ^^a-l,     F^+F^  +  F,-''     Fi  +  J^  +  J;—-*' 

—  -4-^-1-—  — 0- 

so  wird  die  erste  ein  Ellipsold,    die  zwei  andern  Hyperboloide, 
die  letzte  dmi  Asymptotenkegel  derselben  vorstellen. 

Zeichnet  man  nun  wieder  in  dem  Ellipsold  einen  Radios  vec* 
tor,  so  stellt  er  nacb  Grösse  und  Richtung  einen  Zug  (oder  eine 
Pressung)  vor.  Die  zu  ihm  gehörige  Ebene  (auf  welche  er  aus- 
geübt wird)  ergiebt  sich  durch  die  TaDgeotialebene  ao  diejenige 
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(terdrei  andern  FiScbeD,  welche  Yon  ihm  getroffen  wii^cl.  Trift 
ditm  Badiufl  den  Kegel»  00  föllt  die  Taogeotialebene  in  den 
FabrstrabI;  alsdann  ist  also  die  auf  das  ebene  Element  wirkende 
Kraft  bloss  eine  Tangentialkraft»  so  dass  der  Kegel  diejenigen 
Ebenenrichtungen»  in  denen  Pressungen  Statt  finden»  Ton  denen 
scheidet»  in  denen  Zug  Statt  findet.  Aqf  der  einen  Seite  bloss 
Pressung»  andererseits  bloss  Zug. 

Sind  nun  zwei  der  Wurzeln  von  (b)  positiv»  so  wird  das  ein- 
Ücherige  Hyperboloid  von  denjenigen  Fahrstrahlen  getroffen  wer- 
den, die  Zügen  entsprechen;  ist  nur  eine  positiv»  von  denen» 
^reiche  Pressungen  darstellen.  Konstruirt  man  also  nach  der  an- 
gegebenen Weise,  so  stellt  der  Fahrstrahl»  wenn  er  das  einßlche- 
rige  Hyperboloid  trifft»  eine  Kraft  von  derjenigen  Art  vor»  von  der 
zwei  durch  (b)  gegeben  sind;  trifft  er  das  zweifächerige»  eine  der 
Art,  von  der  nur  eine  durch  (b)  gegeben  ist. 

Ist  eine  der  Wurzeln  von  (b),  z.  6.  F|»  Null»  so  gehen  die 
^D  betrachteten  Flflchen  in  Ellipsen,  Hyperbeln  und  deren 
Asymptoten  über»  und  man  wird  leicht  die  Konstruktion  nun  fin- 
ita können*    Sind  zwei  Null»   so  liegen  alle  Kräfte  in  derselben 

baden. 


XI. 

Bexiehungen    zwischen    den    Koeffizienten    der    Glei- 
chungen (7). 

Wir  haben  in  §.  III.  eine  bestimmte  Annahme  hinsichtlich  der 
Anordnung  der  Kcirpermolekule  gemacht.  Diese  Anordnungsweise 
wollen  wir  beibehalten»  also  die  Koordinatenaxen  parallel  dt9 
Elastizitätsaxen  gelegt  denken.  In  gewissen  Fällen  kann  nun  die 
Anordnung  der  Art  sein»  dass  rings  um  eine  oder  mehrere  der 
Eltstizitätsaxen  herum  dieselbe  ganz  gleich  sei^   also  nicht  melif 

U0S8  symmetrisch  wie  in  §.  111. 

*  • 

Setzen  wir  also  zuerst  voraus»  der  Kurper  sei  der  Art»  dass 

Icrnm  die  Axe  der  z  herum  nach  allen  Seiten  ganz  gleich  geerd- 

Netsei;  alsdann  kommt  es  in  den  Summen  (6)  nicht  darauf  an» 

HS  a  und  ß  seien»    indem»    bei  konstantem  y,   alle  betreffenden 

Molekfile  in  einem  Kegel  liegen »  dessen  Axe  die  der  %  ist.    So» 

^t  ist  gewiss : 

c=e,  L==4f,  p^Q»  4=Ä  »=F«,  0^*,»ff?jr,  jr^<j,w=p. 

22^ 
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Ob  damit  aber  alle  Beziehungen  erschupft  sind,  lässt  sich  niMit 
entscheiden.  Wir  werden  desswegen  folgenden  Weg  einschlagen. 
Man  ändere  die  Lage  der  Axen  der  x  und  y  beliebig,  lasse  aber 
die  der  %  ungeändert;  alsdann  dürfen  die  in  (6)  vorkommenden 
Grossen  ihre  Werthe  nicht  ändern.    Setzt  man 

^x  a     ^y  ^^ 

cos€if  =  — »    cosp=:— ^>    cosy=  — ; 

so  sind  dieselben: 

G=\2m9{r)./ix^,    H=\Zm${r)./iy^,    JsrJlJjiii'Wz/z«,  u.  s.w. 

Ist  nun  i\)  der  (beliebige)  Winkel ,  den  di«  neue  Axe  der  x' 
mit  der  der  x  macht,  so  ist 

^x'  =  ^x  cos  if;  +  ^ysm  i(; ,     /dy' = dy  cos  if; — ^x  sin  '^ ; 

also 

//a;'*  =  //a:^cos^+2-«^a:z/ycosi/;sinif;+2/y*sin^  u.  s.  w. 

Nun  ist  aber:  2:mS(r).Jx'^=2m:f(r)Jx^,  u.  s.  f.  bleiben  alle 
Summen  der  Formeln  (6)  dieselben,  wenn  man  Jx',  ^y'  für  dx. 
/ly  setzt.  Thut  man  dies,  so  erhält  man,  indem  man  sogleicb 
die  Summen,  welche  ungerade  Potenzen  von  dx,  /iy  enthalten^ 
weglässt: 

G  =  G  cos  2i(;  +  Äsin^tf; , 

Ä  =  ^cosV+  Gsin^t/;, 

h  =I/cosV+6ßcos^sin*if;+^sin  V, 

Jlf  =:ilf  cos  ^1^+6/2  cos^  sin  ^  +  ii  sin*!/;, 

P=Pcos2if^  +  Qsin«tf;> 

ß  =  Qcos>  +  Psinai/;» 

£  =  /2  cos  *i|;+Xcos*if;sin®if;— 4Äsin^cos*tf;+ilfsin*^co8*t^+ ßsiD*<», 

i(=i(cos*if;+i^cosV8>n^  +  55s''n*i;/, 

JpssJJcosV+i'cos^sin^+ilsinV, 

D  =D  cos^il;  +  «sin  V, 

I 

<g  ==  «cos*^  +  D  sin^, 

>  ==  ^cos*tf;+6ilcos*^sinV--4i'sinVcosV+63ÖcosV«in^+Äm*^i 
0=:0cos^  +  l^Pcos*'4f6!iiV-f  ISDIcos^V^sin^^-f  ^sin^. 
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4p4eö8<>if'-|-15incoaVsl»V  +  l'IVcaB^siD^-|-0BiD«^, 

n=lRco8V  +  6Pco8^sInV  +  <?sin*if'Goa'^— SHIcos^sinV 
— 8Pco8*^sin'*ifi+'*cos*i/i8m*i/)+6WcoeV*''>*^+P*'nV> 

IzScoa^  +  <9lcos'^8iD^^-(-  ®  8io*^, 

e=®coB*^-f-®cos^8iDV+lt8in*iJJ, 

)l=Pco8''iJ>  +  6)nco8*((J8""'<l'+'*8in*H)coa*ifj — 8pcoa*^8in*if 
— 8Hlcoe^siiiV+®co8VsinN'+6Pco8^ain*iff+ltt8in*i/), 

a=(Slco«*tff  +  6©cos*V8iD»^— 4aco8'*<//ainV  +  ÖKcoa^i/'sin"^ 

I  Dine  Beziebungen  sind  richtig,  tras  auch  tfi  sei.    Man  aetze  also 
^=90",  so  erhält  man: 

!   t=ff,  L=M,  P=Q,  *=»,  ©=«.  ©=*,  B=£,  D1=P,  M=«l; 

I   nithes  die  bereits  gefundenen  Beziehungen  sind.    Vermüge  die- 
w  Bezieh oDgen  werden  obige  Gleichungen  zu: 

L—Heoa*ii>  +  eia*if>)  +  6Rcos^alji^,' 
Ä=Ä(cn8V— *8''>N'C'»s''v+sin*if)+2L8in»fcosV. 
d  =il  (cos*-^  +8in*^)  +  >co8^8in*i(», 
*  =  >(coBV-'lsin'ifco8V  +  s'nH)+12il8in*i(^co85 
8  =  0  (cos  '«H  +  ain  «ifi)  +  l5JIIcoB*^8in  'i/», 
BI=DI(cos'V; — 2cos*Tfi8in'Vi+8inV)  +  ©e"'>V<'*s* 
lt==]I  (coB*^+8in*i(')+aco8^8in2i/), 
fi=<SHcos*i(; — 4GDS^8in^-(-sin^ifi)-|-121tco8^aii 
Mu  setze  hier  ^=49**,   so  hat  man: 

i=3R,    >=2il,    ©=5Dr,    a=2W; 

■Hdie  Bedingungen  die  sämmtiichen  Gleichungen  identisch 
■uancb  ^  sei.     Man  hat  also  in  diesem  Falle: 

G=H,    L=ia=3R,   P=Q.   il=»=i>.   »=( 

©=*=5jn,  »=£,  m=p,  w=©=i«a. 


3S6  Dt  engen   smoten  »kr  malkemaaschen 

Die  entepfedhendeti  Beliehutigen  fär  deo  Fall»  wenn  ^  AxeA 
der  a  oder  y  an  die  Steile  der  von  z  treten,  sind  hieraus  leiclit 
abzuleiten. 

Ist  der  Körper  isotrop,   so  folgt  hieraus,   dädH 

G=B=J,    Lz=zM=N,   P=Q=R,   il=»=€,    \ 

ist,  #0  dass  nur  noch  6r,  P,  J0,  ^  bleiben,  »wischen  welcfaeA 
keine  Relation  besteht  Für  den  Fall  eines  isotropen  Korpers 
sind  nunmehr  die  (7): 

(G  +  P)  ^g^a  +  g^a  +  3^4^  +  2P(^g^a  +  äiS^  +  giäiy 

/■9*f     3*S     3*g         3*1  8*5  S*S  \ 

+  (Ä  +  «)  (^g^  +  g^  +  g^ + 2  g^:^  +  2  g^Sg^ä  +  2  g^^ 

..^/8*g  .     8*£     ,     8*£        8*^        8*t>  8*t> 

+**  1,8a:*  ^  SPSp  ■*"  8a;%«  "^  8a:%  "^  8a;8j,»  "*"  8a;8^8*'« 


I 

u.  s.  w.,    welche  Gleichungen   man   unter    etwas   übersichtlichere 
Form  bringen  kann,  wenn  man  beachtet,  dass  ($.  VI.): 


_8i    av   8J: 


ist,  und 


setzt: 


{G+P)D«t;+2p|^  +  (Ü+It) D».  Dh,+m.m.^+  F=0,  }  (2*) 


n^oHe  tUr  $kui»€äm  KOfp«r.  ^SSt 


xn. 

Berechnung  der  Arbeit,  welche  nothwendig  ist,  einen 
Kurper  aus  dem  natfirltchen  Gleichgewichtszustande 
in  einen  neuen  (verschobenen)  Zustand   uherzufiihren. 

Seien  wie  früher  M^  m  die  Massen  zweier  Moicköle,  i*o  ihre 
dem  Daturlichen  Gleichgewichtszustande  entsprechende  Entfernung, 
r^-f  p  die  dem  neuen  Zustande  entsprechende,  so  ist  die  durch 
die  Verschiebung  beider  entwickelte  Wirkungsgrösse  (§.  IV.) : 

»•o  0  0 

=  Jlfoi[p/i:ro)  +  f/'(ro)], 

«enn  man  die  huhern  Potenzen  von  ^  rerwirß.  Summirt  man 
liege  Grösse  fdr  alle  um  M  liegenden  Punkte,    so  ergiebt  sich: 

MSmuar^)  +  ^Zmq^f'{^^\  (a) 

Snmmirt  man  nunmehr  die  Grosse  (a)  ffir  alle  Punkte  des  KSr- 
pers  (d.  h.  für  alle  M)  und  nimmt  vom  Ganzen  die  Hälfte,  so  er^ 
hält  man  die  GesammtmrkungsgrSsse 

ISMZmqfiro)  +  l21H£mQY'(.r).  0») 

«dche  TOD  den  ioDem  Krfiften  des  Systems  herrührt 

Man  hat  nun  wieder 

(ro  +  (.)«  =  (Jx+  ^D«  +  (Ji/  +  Jv)*  +  (Jx+JQ^, 
ih. 

2roP+  ^a=2(^ar^5  +  ^y^i;+ Jrz/Ö+(^J)«+(^t;)»+(^ö», 

To       ^  ro       ^  Tq     *^  ivo  2ro 

und  wenn  man  der  Kfirze  wegen  ^£cosa-f '^vcos/}-f^^cosy=e  setzt: 

.  (JS)«+(^t>)«-f(^*      ?* 

I 

Quflün 


1 
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und  da  f(x^) _  ^  =  ro ^  Qo^^""^^  =''^''"^ ' 

Wir  setzen  voraus «  die  in  §.  IIL  erklärte  Symmetrie  der  An- 
ordnung bestehe  im  ersten  Zustande,  so  dass  die  Summen,  ^v^lche 
ungerade  Potenzen  der  Cosinus  enthalten,  in  Wegfall  kommen. 
Die  Entwickelung  der  Grössen  ^1,  ^v,  ^^^  wird  jetzt,  da  die  ersten 
Dimensionen  wegfallen  werden,  bis  zur  zweiten  gehen  mössen  in 

Bezug  auf  die  Differentialquotienten  k-,  u.  s.  w.  Daraus  folgt  zu- 
nächst: 

(fit  fit  fit  \ 

g^cosa+g-  COS/S+ j^  coayj  cosy, 

t 

wo  man  die  nächste  Dimension  nicht  schreiben  wird,  indem  sie 
immer  ungerade  Potenzen  der  Cosinus  enthalten  würde.  Daraas 
folgt  (§.  IV.): 

2mcf(ro)  =  0. 
Femer  ist 

(//£)«+  (Jv)^  +  (^£)2=r2  f  (§)*cos*«  +  (|)'<:"s''^  +  (|)'cosV 

wo  die  noch  hlnzuzufögenden  Glieder  wieder  ungerade  Potenzen 
enthalten* 


I 


Abo  Ut'  .•'..•  •.  ''      i 

Eodlicb  ist  nnn: 

+  %dt^i  cos  a  cosy  +  2.Jv/1^coa  ß  cos  y ; 

setzt  man  hier  für  JS,  ^9$  ^t  ibte  Wertbe  (§•  III.) »    c^  ergiefot 
sich  endlich: 


+*«(i)*+'"«(s)v*(S)-+'-.ai)*+^-(D' 

Somit    ist  die  von  der  Verschiebung    von  M  herrührende   Wir- 
kungsgrusse : 

+«.(g)%p„(|)-+A.(D- 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  den  Formeln  (18) «  so  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  die  so  eben   erhaltene  Grosse  gleich 

ist     Somit  ist  die  Gesammtarbeit  der  inneren  Kräfte: 

•^^[^8^+^'^+^"So+^(a£+%^ 
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Ist  der  neue  Zustand  abermals  der  eines  Gleichgewidits»   60 
ist  diese  Grösse  gleich  der  Gesammtarbeit  der  äusseren  Kräfte. 


xni. 

Andere  Form  devGletchüngen  des  Gleichgewichts  in  $.10^ 

Begnügt  man  sich  mit  den  Gleichungen  (7')  in  §.  III.,  was 
Wohl  in  den  meisten  Fällen  Statt  finden  wird,  so  kann  man,  «u- 
ter  Bezugnahme  auf  die  Formeln  (18),  diesen  Gleichungen  eine 
etwas  veränderte  Form  geben ,  die  zuweilen  nicht  ohne  Nutzen  ist. 

Seien  ^,  y,  t  die  Koordinaten  des  Punktes  M  im  neuen 
Zustande;  Xq,  y^,  Zq  im  frühem,  so  ist 

und  man  kann  die  höhern  Dimensionen  von  ^|—  u.  s.  w.  vernach- 
lässigen.   Daraus  folgt,   dass 

Sxl     dx  *  dxo      dy  ^xl      Sz  Sxo  * 

da  li'iP^  t  offenbar  Funktionen  von  x,  y,  z  sein  werden  und  x,  y,  % 
von  io,  y 0*^*0  abhängön.    Aber   ^ 


\- 


cXq"^       Bxq      dxo     Sxo      8a?o     dxo* 


nwthia: 


^xl      dx     Bx  dxo       dy  Exl  "■  8z  dxo  * 

_8|^a|      8|_8|_       8|Öw_       S|_^ 

Bzq      dz  "*"  8ä*  8zo        8y  8zo        8z  8zo " 
Zieht  man  hieraus  die  Werthe  von 

S5*    dy*    Si 
und  vernachlässigt,  wie  angegehen,   so  findet  man: 

ai      86      «!_«_     ^i^H 

5»   3^*  ^""^0*  S""aip' 
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Eben  6o  , 

8v  ^^  9v       3t; Sv 

dx  "^  dxo '     Sy  ""  3y0 

0. 8.  w.^  d.  h.  maD  darf  in  den  frühem  Fortnein  die  Differentiatio- 
nen nach  den  anfönelicben  Koordinaten  des  Punktes  M  durch  die 
Dach  den  spätem  ersetzen. 

Ist  nun  der  anfängliche  Zustand  der  des  natörlichen  Gleich- 
gewichts und  man  beachtet  die  Formeln  der  §§.  UL^IV.,  VIL,  so 
ergeben  sich  statt  der  Gleichungen  (7'): 

hB    dB'     dC      .«.    ^    V 

vfo  xc,  ff,  %  die  Koordinaten  des  betreffenden  Punktes  im  neuen 
Zustande^  b  die  Dichte  des  Körpers  in  demselben  Punkte  eben- 
falls im  neuen  Gleichgewichtszustand  e  bedeutet. 


XIV. 

Aufstdllnng    der    Gleichungen    der    Bewegung«    iittmer 
unter   der  Voraussetzung  des  $.  III. 

Nach  dem>  was  in  §.  III.  gesagt  wurde,  werden  unter  den  dort 
gemachten  Voraussetzungen,  wenn  man  von  irgend  einem  Gleich- 
gewichtszustande ausgeht,  in  welchem  die  dort  angeführten  Be- 
dingungen der  Symmetrie  der  Anordnung  Statt  finden,  und  wenn 
X,  Y,  Z  wieder  die  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogenen,  erst 
neu  (zur  Erzeugung  der  Bewegung)  hinzugetretenen  äussern  Kräfte 
sind«   die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  M  sein : 
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(27')      ■  ' 

Ehe  wir  zar  allgemeinen  Integcation  dieser  Gleichungen  schtei* 
ten,  wollen  wir  zwei  besondere  interessante  Fälle  betral^hten« 
(Wir  bemerken  übrigens,  dass,  wenn  der  anfängliche  Gleichge- 
wicbtszustand  der  natürliche  war,  man  den  Koeffizienten  <B>,....,<!St» 
80  wie  Xi  y,  z  den  Zeiger  0  anzuhängen  und  (9)  zu  beachten  hat. 
Im  allgemeinern  Falle  können  x^  y^  %  die  Koordinaten  im  anfäng- 
lichen Zustande  von  ilf  oder  in  einem  spätem  sein,  gemäss  §.  XIIL; 
besser  bt  es  aber  immer,  das  Erstere  zu  wählen.)  ' 

XV. 

Schwingungen    einer    geradlinigen    gespannten    Saite. 

Wir  denken  uns  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  eine  durchaus  gleich  dicke 
Qod  überall  gleich  gespannte  Saite  vom  Gewichte  /?,  deren  Länge 
'und  deren  Querschnitt  o  sei,  im  natürlichen  Zustande  eine  Ge- 
rade bildend.  Dieselbe  sei  in  Ä  befestigt  und  in  B  durch  ein 
Gewicht  P  gespannt.  Unter  der  Wirkung  von  P  trete  nun  ein 
neuer  Gleichgewichtszustand  ein. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  nahezu  die  Saite  als  eine 
gerade  Linie  von  Molekülen  ansehen  kann  (wenigstens  gelten  die 
Dachfolgenden  Resultate  nur  unter  dieser  Voraussetzung),  so  dass 
inj.IlL  (6),  wenn  man  sich  mit  (7')  genügt:  «0=0,  /?o=yo=ÖO<>, 
i^obei  AB  alsvAbscissenaxe,  A  als  Anfangspunkt  gewählt  ist« 
Daraus  folgt  iyo  =  Jo  =  -^o  =  ^o  =  ^o=Oo=Äo  =  0.  Vernach- 
lässigt man  die  fremden  Kräfte,  so  geben  also  die  (7f),  wenn  mab 
zugleich  beachtet,  dass  Gq  (§.  IV.): 

wSbrend  v,  l  gar  nicht  vorhanden  sind.    Da  für  aro=0  auch  ^  =  0, 
indem  A  unveränderlich  befestigt  ist,    so  ist  6  =  0,  also  |=aa7o. 

Die  Pressungen  sind  (§.  VIIL),  da  g-^=a: 
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A=:8oaLo,    Ä=0,    C=0,    Ä'=0,    C'=0,    ^=0. 

Es  herrscht  also  in  der  gaosen  Saite  diQ  Pressung  (Spannung) 
oSqLq,  gerichtet  nach  Aß  hin.    Daraus  folgt,  dass  m  B,  wo  die 

P  P  .    . 

Spannung  g  herrscht,   man  habe  aSoL^:^  g^  so  dass  mitbin 


^      Qu6o ' 

Nun  bt  aber  ^Solgsssp,  wo  g  die  Beschleunigung  der  Schwer- 
kraft>  also  ^o=^^7i'    mithin 

Was  die  Grosse  a  anbelangt,  so  ist  nach  §.  VI.:  Os^^za,  also 
ist  a  die  lineare  Verlängerung  der  Längeneinheit;  ist  mithin  a  die 
ganze  Verlängerung  der  Saite,  so  ist  a=ial,  a=:-j,  also  endlich 

£0  =  ^.  (a) 

^       up 

Man  nehme  nun  an,  es  treten  in  dem  neuen  Gleichgewicbtsza- 
stande  kleine  Verschiebungen  ein,  wodurch  Bewegungen  der  Mo- 
lekfile  der  Saite  veranlasst  werden,  so  hat  man,  wenn  man  wie- 
der alle  fremden  Kräfte  verfaachlässigt  und  bloss  (27')  beibehält: 

Sp  —  ^^-r^)^*    Sfi'^^dx^'    dÄ^^dx^* 
G==l2mrf(r).    i  =  i-Smr»|:'(J/-(r)). 

Nun  ist  rc=ro-f  a>V>'  ^^^ 

3  9 

Äitr/tr)  =  Smrof(ro)  +aZmro^  (r(/(ro))^aZmro  g-  (ro/(ro)) 

(nach  §.  IV.)-    Somit 

g 

G=  \a2mro  ^  (rc/(ro))=U-Swroy  (ro)+Ja2:iwV(rp)= Ja^mroV  (r^)* 


r 
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l=\Sm»y^f{r)j = kZrm»  (^^^)=  \Sna*f{r)-\Zmrf(r) 
=;J-SmroV'(ro)  +  Jo-2'»nroJ-(roV'(ro))— iii»ra/(ro)  ' 

-{aZmro  ^J.rof(ro))=  i-S»JroV'(ro)+io-Emro(2ro/'(ra)+r.«/"(r.)) 
-iarntr«»/"(r.)  -  iaiiiir,/(r.)=  ?  +  2G+  4aaiiro»/*'(r.)-  G 
=f+G  +  la^mro»r(ro). 
Nun  ist  aber 

Lo=iSmro^  J-  Q^flro))  =  i^'«r0Y(ro)-i£mrof(ro) 

G  «  So-EmroV(ro)  =  fliv)  =  7!*=^. 
wenn  man  aZmr^'f^iro)  TernachlSssigt: 

V    «  /       p       «  p  \      «/ 

da  -  sehr  gross  Ist,  so  ist  nahezu  L+G=--^;  also  sind  end- 
Tich  die  Gleichungen  der  Bewegung: 


iemnach 


(28) 


"ie  bekannt    (Vergleiche  Poisson  Mechanik.  II.  §,  483.) 

XVI. 

Schwingungen    einer    elastischen    Ebene. 

Wir  denken  uns  eine  begränzte  Ebene»  welche  eine  einzige 
Lage  von  Molekülen  bilde;  sie  sei  zur  Ebene  der  xy  gewählt.  Sie 
werde  an  ihrem  äusseren  Umfange  durch  eine  überall  in  der  Rich- 
tung der  Ebene  und  senkrecht  auf  demselben  gleiche  Kraft»  die 
(ftuf  die  Einheit  der  Fläche  de«  Querschnitts  bezogen)  gleich  P 
>ei,  gespannt.  In  diesem  Falle  wird  die  fragliche  Ebene  nahezu 
iu  bilden,  was  man  eine  elastische  Membrane  (elastische Ebene) 
zu  nennen  pflegt     Man  bat  hier  offenbar,   wenn  man  vom  natür- 
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liehen  Gleichgewichte  aosgefat,  diefr^mden  Kräft^  verha^^blassigt 
und  einen  neuen  Gleicbgewichtszustaind  vorausl^tzf:  ^o=90^,  also 
iV0=O,  Po  =  Oo  =  0  und  immer  Co=Äü=«'o=^Q>  ferner,  wenn 
man  die  Membrane  als  isotrop  annin^mt  (§.  XL):  Lq^^Mq^^ZRq, 
so  dass  die  (7')  sind: 

I 

Die  Grosse  i  kommt  nicht  vor,  ist  natürlich,  auch  gar  nicht  yor- 
handen.    Die  Pressungen  geben: 

A'zzzB,    A"=0,    B"z=0,    C"=0. 

Bei  der  vorausgesetzten  Gleichheit  der  spannenden  Kraft  moss, 
indem  A'=B  ist,   auch  A=:B'  sein,  d.  h.  man  muss  haben: 

-^  =  —     mithin  -^  =  —     \^__^ 
wodurch  die  Gleichungen  (a)  geben: 


d.  h. 


Mithin  darf  in  SgJ'  +  JT"  l'®**"  ^o*  »«  ^giT  +  a^  ^^^^  ar®  vorkom- 
men,   d.  h.  es  müssen  g—  und  g— -   von    äTq    und   ^o   unabhän^g 

seiq,  oder  man  hat  g—=a,  -g— =  6,  mithin:  ^  =  ^»0+^(^0)» 
v^=:bxQ-{-ilf{yo),  wo  97  und  if;  willkührliche  Funktionen  sipd.   Daraus 

<p(xo)^=cxo  +  a,  t/;'(yo)  =  ^yo  +  i^»  wo  a  und  ß  Null  sein  werden, 
wenn  der  Anfangspunkt  ein  festet  Punkt  ist.  Also  endlich : 
|=ayQ  +  ca:o  +  <**   v=6aro  +  c^o  +  i^«    Daraus  nun: 


TAeorie  ä§r  ektsUuhm  Kärper^  s .  ^T 

Für  die  Axe   der  x  ist  ge\%iss  £^=^0,  a|so   allgemein  a=— 6, 

so  dass  '^ 

Endlich   ist,    wegen    der  Umfangspressung,    in   der  Axe   der  ar: 
Ä=F,  also  4cÖqRo  —  ^' 

Nehmen    wir  nun   an,    die  elastische  Membrane  wird  in  dem 
neDiän  Zustande  in    transversale   Schwingungen*  versetzt^    so  bat 

man  (ftt=t;=£0):  i;  .  .  .  ■    «         n 


i»J=z]V=P=Q-0  ist 

Setzen  wir  oben  cc,  ß  der  Einfachheit  wegen  gleich  Null  vor- 
aus,   so  ist 

also 

* 

=  ro'  +  2^0*,    r  =s-ro  +  cro=  (1+  c)ro, 

h  •  *  ' 

wenn  man  die  hohem  Potenzen  von  a  und  c  Vernachlässigt.    Also: 
+  |^mrog^(^^/rro)^UV+2c^V  +  2a^a:o//yol 

.    .     t 

+  ^^mro^F(Xo)coa^«o=W  -Smro''F(ro)co8%  (§.  IV.,  III.) 
=1  -Smro*/^(ro)cos2öo(cos%+cos2j3o)  =  |2:mro^F(ro7cos*«o 

+  I  -Smro«F(ro)cos%cos2/3^,  =  c[37?o  +  Äo]=4c/?o=  ^> . 
Theil  MIII.  23 
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also  miM\th  die  GleiebuDg  der  Tnitsvetaalscinni^^gett: 


XVIL 


Allgemeine    Integration,   der    Gleichungen   der    Bewe 
gung  (27),  unter  der  Voraussetzung,  X,  F,  Z  seleo  Null 

iSlei  q>{u)zs:Acosu-[-BBWUt  wo  A  und  jB  willkuhrlicfae  Kon- 
stanten sind,  so  genügt  man  den  Gleichungen  (27),  wenn  man  setzt: 

J^=.  coBa,  (p(ax  -{■  by -{■  cz  -^  Kf),   v=zcos ß .q>(aa: -{- by  -^ cz-^- K() , 

£=  cos  y .  q>(aa:  +  6^  +  ci  +  Kt). 

Setzt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man 

E^osaz={G+L)a^to8a  +  (H+R)b^co8ß+iJ  +  Q)cHo8a    ^ 
+  2ßa6  cos /5  +  2öac  cos  y+(il  +  0)  oleosa 
+  (V+m)  6*  cos  a + (tf +£)  c*  cos  a+(S+dP)d^bHoa  a 
+  («+6®)a*c*cosa+(J)+(a)62c*cosa+4Pa'6cos/5 
+  4WTa6*cos/3+2(aa6c^cos/3  +  A^S^a^ccosy 
+  2(JSta6^c  cos  y + itac^  cos  y , 

Ä«cos/5  =  (i/+iIll)Ä2co8/S+(G+Ä)a2cos/J+(J+JP)c2cos/J 
+  2Äa6  cos  a  +  2P6c  cos  y  +  (»+*)  6*  cos  ß 
+  (JÄ+P)  a*cosj5+(tf+«)c*cos/5+(i'+6jn)a26«co8/3 
+  (I)+61l)62cacos/J+(«+«l)aVcos/3+4»Ta6»cosa  }  ^) 
+  4Pa^6  cos  a  +  2<SUi6c^  cos  a  +  4MbH  cos  y 
+  2<aa26c  cos  y + 4Ä6c*  cos  y , 

JPcosy=(J+A0c*cosy+(i5r+P)62cosy+(6'+e)aicosy 
+  2P6c<so5^  +  2Öac  cos  a  +  (tf  +  3^)  c*  cos  y 
+  (»+ll)6*cosy+(il+®)a*cosy+(D+6»)6«c«cosy 
+  (C+6ir)  aMcosy + (i'+Ä)  a^Ä^cosy +4»6c»cos/J 
+  Mb^c  cos  ß  +  205la*6c  cos  /5  +  4irac'cos  a 
+  2<i9Ui6^c  cos  a  +  4^a^ccos  a. 

llan  setze  zur  AbkGrzong: 
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(G  +  J[,)<i«  +  (Ä+Ä)*«  +  (J+Q)cS+(il +  ©)«♦+ (»+»)**  \ 
+  («  +  £)  c*  +  (i"  +  6P)a«6«  +  (C  +  6«i)o«c«  j 

+  (D+(a)6«c»=^, 

(C+Ä)a»  + (Ä-^  üOft"  +  (J+P)ca+(JI  +  J»)«4+(B+'6)ft« 
+  «e+«)c<+(i'+6»I)a«6«+(I»  +  6»)*««« 

(G+e)a»+(Ä  +  /»)6*+(^+iV)c«  +  (A+<&)o4+(»+»)6*  )  (31) 

+  (i'  +  «)rt»6«=C, 
2P6c+ 4ÄAc»+4ar6»c+2Äo«6c=:D, 
l'^ae + 4  ®  a»c + aöHoö^c  +  4£flc»  =  £ , 
2ßaA+4JJa»6 +  41»a6»+2<äUiAc«=F; 


; 


so  heissen  die  Gleicbungen  (30) : 

K^CQ^arz:  A  cosof+/'cos/5+£Jcosy, 
*2cos/?==J?cos/5+Fco«a+Z>co8y,  ^  ^) 

ÄL*cosy=  Ccosy+Z>cos^  +  J5Jcosa. 

Ans  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  bekanntlich: 


(,A-K^){B—K^{C-K^)—Ifi'(.A-K'>')—EHB—K'^) 
—  F^C-K^  +2DEF=0, 

cos«  cos^  cosy 

±i 

'~[\DF-E(B-K^)f+{EF-D{A-K^)\H{{A-K^)(B-K^)-F^i'']K 


(32) 


^eoD  man   setzt  cos*cf+cos*/5+ cos^y=l,   was  wir  zum  Voraus 
aonahmen. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  auch: 

1(32') 
—  ABC  +  AD^  +  BE^+  CF^-'^DEF^O,  J  '  ■ 

™d  giebt  immer  drei  reelle  Wurzeln  für  K^. 

Da,  wie  aus  der  Natur  der  Sache  folgt,  die  mit  den  deutschen 
^chstaben  in  (6)  bezeichneten  Grossen  (Ü, ....,  C3l)  immer  sehr 

23* 
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klein  »ind  im  Verhältniss  zu  den  andern  (G, ....,  0),  so  werden 
die  Wertlie  von  A,,...^F  vorzugsweise  von  letztern  abhängen. 
Die  Grössen  A,  B,  C  sind  immer  positiv,  wenn  man  für  a,  6,  c 
nur  reelle  Werthe  wählt,  was  wir  voraussetzen  wollen.  Alsdann 
folgt  auö;  (320»  dass  die  8umme  der  drei  Werthe  von  K^  positiv, 
gleich  ^l  +  Z^  +  C  ist,  so  dass  diese  drei  Werthe  nicht  sämnitlich 
negativ  werden  können.  Auf  eine  nähere  Untersuchung  dieser 
Wurzeln  in  gerade  dieser  Beziehung  wollen  wir  uns  für  den  Au- 
genblick nicht  einlassen,  da  es  in  der  Natur  dieser  gewiss  periodischen 
Bew^ungen  liegt,  dass  die  Werthe  von  K  reell  seien.  Sind  nun  K^t 
K^,  K^^  die  drei  Wurzeln  von  (23'),  so  hat  also  K  die  sechs  Werthe: 

wobei  aber  zu  +^^1  u.  s.  w.  dieselben  a,  (3,  y  gehören.  Bezeich- 
net man  also  die  zu  db^i  gehörigen  Werthe  von  er,  /3.  y  mit 
«1,  /?x,  fx*  u.  s.  f.,  so  übersieht  man  leicht,  dass  man  haben  werde: 

J  =  2:  COS  «n  [g?n  {aX  +  6^  +  CI  +  Knt)  +  1/^n  (px  +  6y  +  CZ—Knf)\> 
f»=l 

v  =  Zcos  /3n  [9>n  («o:  +  6^  +  C2  +  Kni)  +  tf'»  («ar  +  6y  +  et — Kni)\  (  (33) 

n=l 
n=3 

«—1 

worin 

(pniax  +  by  +  cz  +  Knt) 
=  ^In  cos  (ax  +  % + cz + Knt)  +  £n  Sin  (ao? + % + CI  +  i?«<) , 

l/'n  (fl^  +  %  +  C2  —  AT«/) 

=CnCos(aar  +  %  I-C2  — Äf,<)  +/>nsm(/ia:  +  6y  +  cz — A^«f), 

und'  das  Zeichen  2  bedeutet,  man  solle  die  Summe  derjenigen 
Grössen  nehmen,  die  man  erhält,  wenn  man  7i  =  l,  2,  3  setzt. 
Die  Grössen  Ai,  B^,  C\,  Z>i,  A^y  B^,  C^,  D.^,  A^,  B^,  C^,  Di 
bleiben  ganz  willkührlich.  Die  zweiten  Seiten  der  Gleichungen  (33) 
bestehen  also  jeweils  aus  zwölf  Gliedern  mit  zwölf  willkrihrlichen 
Grössen,  ausser  den  ebenfalls  willkuhrlichen  a,  6,  e.  Ehe  wir 
weiter  gc^hen,   wollen  wir  zur  Gleichung  (32')  zurückkehren. 

C       '       '    ' 

XVIII. 

Untersuchung  der  Gleichung  (32'). 
Dies«  Gleichung  wird  lauter  gleiche  Werthe  ffir  K^  liefeni ^  wenn 
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A=B=:C,    Dr^£  =  F=0. 

Damit  Z>=£=F=:0  sei,  müssen,  bei  der  Kleinheit  des  einen 
Theils  der  KoeflBzienten  in  (6)  gegenüber  dem  andern:  P^Q=Ji=zO 
sein,  was  jedoch  nie  der  Fall  sein  kann.  Somit  hat  diese  Glei- 
chung, bei  beliebigen  Werthen  von  a,  b,c,  nie  drei  gleiche  Wurzeln. 

Für  den  Fall»  dass  der  KOrper  isotrop  ist,  bat  man: 

Gz:iH=J,    L=:M=N,    P=^=R,    Ä=»  =  €,    D=i«=^, 
0  =  *=3f,   «=jt=»T=ll=:<!)  =  P,   L  =  3P,    D=2il, 

0=5»,    (ft=2Ä. 

Daraus  folgt  leicht,  wenn  man 

aa  +  62  +  c«=r« 
setzt: 

A=z(G  +  P)r^  +  2Pa^+(j0i  +  n)r*  +  inah^, 

Ä=(G  +  /^r«  +  2PÄ«+(Ä  +  »)r*  +  4»62ra, 

C=(G  +  P)r2  +  2Pc«  +  (Ü  +  »)r4  +  4«c«r«, 

Z>=2P6c+4»6€?ra,  E=:iPac^macr^,  Fz=z2Pab+4nabi^. 

Setzt  man  (G+P)r'^+(Ü+n)r'^=S,  2P+4»r*z=r,  so  ist  also 
A=S^Ta^  B^S+Tb%  C=S+Tc%  D=:Tbc,  E=Tac,  F^Tab, 

Bitbin  die  (32') : 

-  T^ahHS  +  r^a  -  K^)  —  T^a%^{S  +  Tc*—  Ä«)  +  2T»a26«c*±=0; 
d.  h.  ' 

(s— a:«)' + ('S  -  Ä«)«ra«+ (Ä— a:«)«t6« + (ä— k)^Ti^ 

HS-K^)T^a%'^^{S''K^  T^a^c^  +  (S^K^)  TH^c^+  T^a^^ifl 
-(S-Ä«)  r«6«c«-^  r^a^ft^c«  — (S— «2)  T'^aH^^  T^aH^ 
-(S-K^  T^a^b^^  T^aH'^c^  +  2r»a«6«c«=0, 
4  h. 

(S-Ä«)»+(S-Äa)»Tra=0  oder  (5UÄa)a[S— lf«+rr»l=0, 
ib.  endlich  die  (32')  ist:  • 

l(C+P)ta  +  (il  +  »)r*-ii:'']«[(C  +  3P)ra+(iH-5»)r4— Ä«]s=0 
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sie  hat  mithin  zwei  glekbe  Wurzeln: 

und  eine  ungleiche :  }  (34) 

Man  weiss,  dass  die  durch  die  Gleichungeo  (32)  bestimmten 
drei  Richtungen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Konstruirt  man 
übrigens  das  Ellipsoid: 

Ax^  +  Bif^  +  Cz^  +  2Dyz  +  2Ea:2  +  2Fa:y  =  1 ,         (35) 

so  sind  j^ '  j^  »  jr  ^^^  Längen  seiner  Hauptaxen  und  die  Glei- 
chungen (32)  geben  die  Richtungen  derselben.  Für  den  Fall 
eines  isotropen  Körpers  sind  die  zwei  ersten  Hauptaxen  einander 
gleich ,  ihre  Richtung  willkuhrüch  in  der  auf  der  dritten  Axe  senk« 
rechten  Ebene.  Wirklich  ergiebt  sich  auch,  dass  die  zweiten 
Gleichungen  (32)  unbestimmt  werden,  wenn  man  für  K^  die  Werthe 
J^i*,  K*^  aus  (31)  setzt,  dagegen  bestimmte  Werthe  liefern,  wenn 
man  K^=.K^  setzt 

XIX. 

Ebene  Wellen.     Fortpflanzungs-Geschwindigkeit. 
Oszillationsdauer.     Polarisa tions- Richtungen. 

Wegen  der  linearen  Form  der  Gleichungen  (27)  genügt  schon 
eines  der  durch  (33)  ausgedrückten  Systeme  denselben.  «SteHeii 
wir  dasselbe  so  dar: 

f  =  [g>(cfar  +  by  \  cz  +  Kt)  + 1/; (aac  -{■  by  ^  cz— Ä'O] cos a, 
9z=:{g>(ax  +  by'hcz-^Kt)i-ilf(ax  +  by  +  cx—Kt)]co8ß,}  (35) 
i  CS  [f(4uc  +  6|f  +  cz  +  iÜ)  +  ^(fljc  +  by+cz^Mt)]  cosy, 

so  stellen  diese  Gleichungen  eine  EiemeDtarbewe^ong  eder,  wie 
wir  sagen  wollen,  eine  Elementarwelle  dar.  Dabei  ist  K  drei- 
fach, eben  so  wie  a,  ß,  y;  diese  Werthe  hängen  übrigens  von 
a,  6,  c  ab.  Aber  eben  wegen  der  linearen  Form  der  Gleichnn» 
gen  (27)  wird  man  für  a,  b,  c  alle  möglichen  reellen  Werthe  wäh- 
len Icunnen,  wo  dann  zu  jedem  solchen  Systeme  von  Werthen  för 
a,  b,  c  drei  Formen  wie  (35)  gehören.  Alle  se  erhaltenen  (drei- 
Csich  unendlich  vielen)  Formen  genügen  in  ihrer  Summe  ebenfalls 
den  (27)  und  stellen  ^as  aUgemeise  Integral  dieser  GleicbuBgen  vor. 
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Betraehten  wir  mm  etn  besttnuntes  Systtom  ton  WeHfcen  Ob 

a,hiC.    Aus  (35)  folgt  alsdann,    da$s  alle  Punkte,   welche  m 

der  durch 

aa;-i-by-{-czr:zm  (36) 

charakterisirten  Ebene  liegen,  fflr  denselben  Zeitmoment  dieselbe 
Bewegung  haben,  in  so  ferne  man  bloss  die  durch  (35)  gegebene 
Glenentarwelle  betrachtet  Legt  ina»  dem  m  verschiedene  Wertb^ 
bei,  so  erhält  man  eine  Reihe  paralleler  Ebenen,  in  denen  allen 
-jede  für  sich  betrachtet  — •  in  demselben  Zeitroomente  filr  alle 
Punkte  dieselbe  Bewegung  vorhanden  ist. 


Die  Entfernung  der  Ebene  (JI6)  vom  Anfangspunkt  ist  ■■  ■    ■  = 

m 
^•''   Wählen  wir  nun  zwei  Ebenen,  die  beide  mit  der  ßbene 

ax+by  +  cz^O  (37) 


m 


P^ranel  laufen  9  die  eine  in  der  Entfernung—,    die  andere  in  der 

EDtfeinuDg ,  so  werden  för  dieselben  aj:  +  6y+C2=m  »nd 

=m-f2;r  sein,    so  dass  q)  und  t/;   ihre  Werthe  nicht  ändern  für 

imtlhen  Werth  von  t<    Diese  Ebenen  sind  von  einander  um  — 

r 

Mtferut  und  man  schliesst  hieraus,   dass  man  durch  den  (als  un^ 
begränzt  gedachten)  Körper  eine  Reihe   Ebenen  parallel  zu  (37) 

und  in  der /gegenseitigen  Entfernung^   legen   kunne,    in    deneta 

illen  ZQ  derselben  Zeit  dieselbe  Bewegung  herrscht.    Die  GrOsse 

h 

y  bebist  desshalb  die  Wellenlänge  für  die  durch  (35)  gegebene 

BeiDcntarwelle. 

Aas  (35)  geht  femer  h^vor,  dass  ein  jeder  Punkt  nach  4er 

In 
Zeit  -jz  wieder  in  diejenige  Lage  zurückkehrt,  die  er  am  Anfange 

^tx  Zeit   inne   hatte,    so  wie    dass    die  Bewegung    desselben 

geradlinig  sei.     Die  Grösse  -^  heisst  in  Folge  dessen  die  Os- 

t^latioDsdauer. 

Denken  wir  ans,  die  Bewegung  gi enge  anOlnglieh  yon  der  Ebene 
(^  49»,  so  werden,  nach  Umfluss  der  Zeit  -g,  alle  Punkte  die- 
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0er  -Eiene  Wieder  die  flfhfliiiglich^  Lagie  angenommen  haben;  alle 

■        2ä 

Punkte  in  der  mit  (37)  parallelen ,  in  der  Entfernung  —   befindlicheo 

Ebene  sind  in  demselben  Au£;enblick  ganz  genau  in  derselben 
Lage.  Die  Punkte  in  der  ersten  Ebene  setzen  ihren  Weg  fort, 
ipdem  sie  ..ihre  Beilegung  zum  zweiten  Male  machen;  die  in  der 
zweiten    Ebene    ivollen    ihn    zum    ersten    Male    anfansen.     Sonil 

pflanzt  sieb  die  Erschütterung  in  der  Zeit  -jr  durch  den  Weg- 

'  ■    .  '    ■  ■     ■  •  ■ 

forty    und  die  Geschwindigkeit  dieser    Fortpflanzung  kt 

also  — •     Die  Schwingungen  in  allen  den  mit  (37)  parallelen  Eb 

nen  bleiben  sich  fortwährend  parallel ,  indem  cosor,  cos/},  cosf 
nur  von  o/  b,  c,  K  abbnngen,  und  zwar  sind  sie  parallel  derjeni 

1 

gen  Hauptaxe  des  Ellipöoids  (35),  deren  Länge  ="]^  ist. 

Für  dieselbe  Ebene  (37),  welche  wir  Well  ebene  hei««» 
wollen,   giebt  es  drei  Wertbe  von  K;    es  geboren    also  zu  jeder 

■■'    ...    '  .  2» 

W'elleberie  dreierlei  Eleinentarwellen,  deren  Weltenlänge  —  die- 
selbe ttir' alle  ist,    deren  Oszillationsdauern  -p-y  j-^ ,  77-undderei 

Äj      Ä2       A3 

K     K     K 

Fortpflanzungs- Geschwindigkeiten    — ^,  — ,  —   verschieden  sioil. 

Die  Schwinj^ungen  in  jeder  der  drei  Wellen  bleiben  immer  paral- 
lel mit  einer  der  drei  Hauptaxen  des  Ellipsoids  (35),  wesshalb 
man  sagt,  sie  seien  polarisirt  und  diese  Richtungen  die  Pola- 
risationsrichtungen  nennt. 

Betrachten  wir  also  bloss  ein  einziges  System  von  Werthei 
für  a,  6,  c  (d.  h.  eine  einzige  Wellebene  (37)),  so  erhalten  wir 
dadurch  schon  drei  El  enientarwell  ensysteme,  die  mit  dd« 
gleichen  Geschwindigkeiten  und  ungleichen  Oszillationsdauern,  alwf 
mit  derselben  Wellenlänge  den  Körper  durcheilen.  Die  Schmt 
gungsrichtungen  in  den  dreien  stehen  auf  einander  senkrecht  oo' 
bleiben  sich  immer  parallel.  Alle  Punkte,  welche  in  Ebenen  !«• 
gen,  die  parallel  mit  (37)  gehen  und  in  der  gegenseitigen  EntferooJßf 

27t 

—  sind,    befinden  sich   für  einen  bestimmten  Zeitmoment  in  de»- 
r 

selben  Bewegungszustande,    indem  sie  es  in  Folge  jeder  eiozcli 

der  drei  Wellensysteme  ja  sind. 

Das  Ellipsoid  (35)  wird  im  Allgemeinen  ein  anderes,  ^^ 
a,  b,  c  sich  ändern.  Gesetzt,  man  lasse  a,  b,  c  in  ga,  ^»^ 
übergehen,    wo  g   willkührlich,    so   wird   die  Wellebene  (37)  si 
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Dicht  ändern y  dagegen  wird  die  WelleDlänge  zu  — *  werden.  Es 
faerrscht  also  in  der  Ebene  (37)  ond  den  mit  ihr  parallelen  Ebenen 
Dicht  nur  die  durch  die  Wellenlänge  —  charakterisirte  Bewegung, 

sondern  auch  die  durch  die  Wellenlänge  —  festgestellte,  wo  q 
ganz  irillkähHich  ist.  ^^        ^ 

Wurde  man  in  (31)  die  Grossen  Ü, (St  vernachlässigen,  so 

ergäbe  (32),  dass  jK  in  ^^  ubergienge,  ivenn  a,  6,  c  in  qa,  gb,  qc 

uiiergieng^i»,  so  dass  die  entsprechende  Oszillationsdauer  —jn^  wäre. 

Die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeit  bliebe  — ,  wie  vorhin,  so  dass 

sich  mithin  Schwingungen  von  verschiedener  Oszillationsdauer  mit 
derselben  Geschwindigkeit  fortpflanzen  würden.  Da  dies  den  wirk- 
lichen Erscheinungen  zu   entspredien   scheint,    so  liegt  hierin  ein 

erfabrungsgemässer  Beweis,  dass  Ü, (Ä  sehr  klein  sind  im  Ver- 

lialfniss  zu  G,,„.^R,     Lässt  man   die    eben   envähnte  Annahme  ^ 
sieht  gelten,  so  gdit  ^  nicht  in  qK  Ober  und  die  Fortpüanzungs? 
(Geschwindigkeit  ist  nicht  dieselbe.     Darauf  mOsste  etne  Disper* 
«ion  der  ebenißn  Wellen  in  festen  Körpern  beruhen,  die  bis  jetist 
von  der  Erfahrung  nicht  nachgewiesen  zu  sein  scheint. 

Für  den  Ausdehnungskoeffizienten  (§.  VI.)  erhält  man  aus  (35) : 

(38) 

ö=(a  cosa-|-6cos/5+ccosy)  [(p'(aa:+6y +CZ+ Äl<) +i/;'(ad:-|-6y +CZ— äT^]- 

Der  Winkel  s,  den  eine  Polarisations-  (Schwingungs-)  Richtung 
mit  der  auf  der  Wellebene  (37)  errichteten  Normale  macht,  ist 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

a  cos  a-\'b  cos  ß-t-c  cos  y 

cos  s  = 

r 

_a[DF-E(B-K^]U[EF-I)(A-K^)]-^c[(A-K^)(B-/C>)-F^] 

TS 

wenn  wir  mit  s  den  letzten  Nenner  in  (32)  bezeichnen. 

Für  den  Fall  eines  isotropen  Körpers  und    K^={G  +  ^P)r^ 

+(Ä  +  5Ä)r4  ist 

aho 
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cos« cosß  ^  cosy J 


*  - 


d.  h. 


aco8a-t-bco8ß+ ccosy     d^  +  b^  +  c^      .  ^ 

coss= ~ =^^-^-p-^=l,    s=0, 

d.  h.  die  entsprechende  Schwingungsrichtung  steht  ^enkr^cht  auf 
der  Wellebene,  die  zwei  andern  liegen  folglich  darin.  Für  diese 
letztern  ist  also  acosa  + 6cosj3 +  ccosy=0,  d.  h.  nach  (38)  die 
Verdichtung  oder  Ausdehnung  Null. 

Je  mehr  ein  Körper  sich  dem  isotropen  Zustande  nähert,  desto 
mehr  sind  die  eben  gemachten  Folgerungen  richtig. 


Die    Wellenfläche. 

Wird  in  einem  Punkte,  z.  ß.  dem  Anfangspunkt  der  Koordi* 
naten,  einf  Bewegung  erregt  uhd  unterhalten,  so  kommt  nach  und 
nach  der  ganze  (tanbegränzte)  Körper  In  Erregung,  Die  entspre- 
chende Bewegung  versinnlichen  wir  uns  dadurch,  dass  wir  sagen, 
es  durcheilen  ebene  Wellen  In  unendlicher  Anzahl  denselben;  ia 
jeder  ist  andere  Oszillationsdauer  und  andere  Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeit 

Ist 

«^  +  6y  +  c^  =  0 

eine  "Wellebene,  so  gehören  zu  Ihr  dreierlei  ebene  Weliep  voe 
verschiedenen  Polarisationsrichtungen  und  verschiedenen  Fort- 
pflanzungs  •  Geschwindigkeiten.  Am  Ende  der  Zeit  t  ist  die  'am 
Anfange  im  Anfangspunkt  erregte  ebene  Welle  in  der  Ebene 

angelangt,  wo  ^7=  KU  Fragen  wir  nun,  wohin  die  Bewegung  über- 
haupt am  Ende  der  Zeit  t  gelangt  sei,  so  müssen  wir  a,b,  c  alle 
möglichen  Werthe  beilegen  und  sodann  diejenige  krumme  Fläche 
suchen,  welche  durch  die  Durchschnitte  aller  Ebenen,  deren  Gleichung 

ax-\-  by  +  cz^=z  Kt 

ist,  gebildet,  d.  h.  von  allen  berührt  wird,  wenn  man  a,  b,  c  alle 
möglichen  (reellen)  Werthe  beilegt.  In  dieser  Fläche  treten  alle 
Elementarwellen  zpsammen  und  man  wird  dadurch  eine  für  unsere 
Sinne  wahrnehmbare  Bewegung  erhalten,  während  die  der  eioxal- 
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Den  Elenentarwelle  nicbt  wabroehmbar  ist  (sie  isl  im  Grande  nicht 
Torhanden,  «oaderD  bloss  zur  besseren  Verdeutiichung  aus  deo 
Resultatet)  der  RecbnuDg  bergeoomitien).  Wir  seteen  stur 'Bequem- 
lichkeit ^=1  und  verstehen  also  die  Gestalt  der  gesuchten  Fläche 
nach  Urafluss  der  Zeit  1  vorzugsweise,  wenn  wir  von  der  Wel- 
lenfläcbe  sprechen. 

Die  Bestimmung  der  Wellenfläche  für  den  Fall,  da  von  der- 
selben Wellebene  aus  Weilen  von  verschiedener  Fortpflanzungs« 
Geschwindigkeit  fortgehen,  ist  eine  gewisse  unbestimmte  Aufgabe, 
indem  die  fragliebe  Fläche  aus  einem  Systeme  von  Flächen  be- 
steht. Wir  wollen  nur  denjenigen  Fall  betrachten,  in  dem  man 
^,....,^  vernachlässigt.     Setzt  man  dann 

a*  +  Ä«+c2=:=r^    ^  =  m,    -  =  «,   ^=;/>,    ^  =  ö; 

1*  T  TT 

SO  ist 

mx  +  ny  -{-pz'zz^ld  (a) 

die  Gleichung  der  Wellebene,  ö  die  Fortpflanzungs  Geschwindig- 
keit, gegeben  durch 

(b) 

wo 

^'  =  (G+i)m2  +  (/r  +  i2)n«  +  (J+e)p^ 

D'=%Pnp,    E'  =  IQmp,    F'  =  2/2ww, 

und  zugleich 

iii*  +  n*+p2=l.  (c) 

Denken  wir  uns  fiir  min,p  alle  zwiijchen  — 1  und  -fl  liegenden 
Werthe,  welche  (c)  genügen,  so  erhalten  wir  alle  möglichen  Wellebenen. 

Da  p  von  m  und  n  (durch  (c))  abhängt,  so  sind  drei  nahe  an 
einander  liegende  Wellebenen: 

{m^dm)xMn+MlfMp+^£,Sm+^£Bn)z^ö+^^ 
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Um  die  Koordinaten  ihres  DnrcbscbnittBpnnktes  za  erhalten, 
iSsst  man  alle  drei  zugleich  bestehen.  Man  übersieht  leicht,  dass 
bei  der  WiHkGbrlicbkeit  von  dm^  dn^  dm',  dn'  dieselben  zurück- 
kommen auf 

mx  +  «y+pz=o,    ;r  +  g-z=g;;j.   y  +  g^r=^.       (d) 

Bestimmt  man  J- 9   J-  aus  (c),    g— »  ^  ans  (b)  und  eliminirt  dann 

m,  n,  p,  (5  aus  (d),  (c)  und  (b),  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
Wellenfläche. 

Man  übersieht  unschwer ,  wie  man  zu  verfahren  hätte,  wenn 
nicht  Ü,  ....,<&  vernachlässigt  werden.  Alsdann  müsste  man  z.B. 
die  Wellenfläche  für  alle  diejenigen  Wellen  suchen,  die  von  den 
verschiedenen  Wellebenen  ausgehend  dieselbe  Wellenlänge,  z.  B. 

— 9   hätten.    Man  hätte  dann: 
Q 

ax-{-by-{-cz=^  Ky 
(A'-'K^)(B'-K^)(C—K'^)—D^(A-K^)-^E^(B'--K^)] 
-^  F^(C-  K^)+2DEF=0,  ) 

a^  +  b^  +  c^=Q^,  (c') 

«a:+62r  +  cz  =  Är,  ^  +  g-z=^,y  +  g^z=gj,        (d') 

und  hätte  aus  (b'),  (c'),  (d')>    nachdem   die  Differentialquotienteo 
erbalten  worden,    a,  6,  e,  i^  zu  eliminiren. 

Die  Durchfuhrung  der  Rechnung  ist  von  geringerem  Interesse, 
sie  mag  daher  unterbleiben. 

Wir  wollen  im  Nachfolgenden  nun  noch  einige  Betrachtungen 
zufügen,  welche  sicji.  bloss  auf  elastische  isotrope  Körper  (§.  I.) 
beziehen. 


XXI. 

Bedingungen,   unter  denen    man   von  der  WMrkang  der 

äusseren   Kräfte   absehen  kann. 

In  der  Regel  sind  die  fremden  (Massen-)  Kräfte  die  der  Schwere, 
oder  sie  rühren  von  Anziehungen,  die  umgekehrt  proportional  sind 
dem  Quadrat  der  Entfernung,  her.    In  beiden  Fällen,  kann  man  die 
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Betrachtung  dieser  Kräfte  in  folgender  Weise  umgehen.  Geht 
man  von  einem  beliebigen  Gleichgewichtszustande  aus,  um  za 
einem  andern  zu  gelangen,  und  vernachlässigt  die  Grössen 
^, ....,<£!,  so  hat  man,  unter  der  Voraussetzung  eines  isotropen 
Kurpers  ($.  III.) : 

Angenommen  nun,  man  könne  diesen  Gleichungen  gemlgen, 
wenn  man  X,  Y,  Z  weglässt«  und  seien  £| ,  V] ,  ^|  die  dadurch 
sich  ergebenden  Werthe  von  J,  v,  f,  so  wird  es  oft  nioht  schwer 
sein,  gewisse  Grössen  fo,  Vq,  Ji)  zu  finden,  der  Art,  dass  fi+fo» 
Vj  +  vo,  fi+S)  für  J,  V,  t  den  Gleichungen  (39)  genügen.  Wir 
wollen  dies  in  den  beiden  berührten  Fällen  nachweisen. 

t 

Seien  JC,  F,  Z  im  Allgemeinen  konstant,  gleich  a,  b,  c, 
so  wird  man  leicht  finden : 

^=""2(G+3P)^*'  ^0=""  2(G+3fO^^'   ^  =  ""2(G+äp)**-  (""^^ 
Denn  unter  dieser  Voraussetzung  ist 

e'+G)  (äi  +  ep  +  gii) +2^8^  +  8^37  +  gli)  +  ^ 

— '^2(PT3G)^^+^^"^2(P+36)+^'~" 

n.  s.  w.     Die  Werthe  (40)  sind  also  Werthe  von  Jq»  ^o»  S)>    wie 
sie  verlangt  wurden. 

Ruhren  X,  Y,  Z  von  Anziehungskräften  her,  so  seien 
a,  ß,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  anziehenden  Kör- 
pers; Xi  y^  %  die  des  betrachteten  Punktes  unseres  elastischen 
Kurpers;  M  die  Masse  dieses  Punktes;  /'(a,  |3,  y)  die  Dichte  des 
anziehenden  Körpers  im  Punkte  (ce,  /?,  ^),  so  ist  die  Wirkung  des 
anziehenden  Körpers  auf  den  Punkt  M  nach  den  drei  Axen: 
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WO  die  dreifachen  Integrale  auf  den   ganzen  anziehenden  Korper 
auszudehnen  sind  und 


ist.     Daraus  folgt: 

Z^JffMä^A^ß^,  (a) 

Man  seta^  nun 

JJffJ^SaSßBr=s.  (b) 

SO  folgt  aus  (a): 

y_8Ä      F-^      Z-^  (c) 

wobei  die  positive  Richtung  der  Axeo  von  (,a^z)  gegen  (aßy)  geht 
Setzt  man  endlich 


T=  iJJJ^fi"'  ß'  y)  Ä3«öß8y.  (^) 


80  genügen  den  (39):    ' 

1       ST        _     1    _öT     y_  1       ST      , 


Denn  aus  (41)  folgt: 


82jo_        1     8»r 


■         1  /VT/r     «     ^  3(a  -  a;      j?  -  y  '+  y-  »)'J  ^  .^^q.. 


8%_  1        8^ 
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8»fo_  1 ÜZL 

wovon  dte  Summe 
i«t.   Eben  so 


Sa:*       8a:- 


ro       8«&_ L_  r^'^j._?!ZLj.  ^'^1 

Bt/  +  8x32  "■     G  +  3/*  L§^  "*"  8x8^^«  +  8i8?J 

Setzt  man  dies  in  (39),    so  erhält  man: 

(i'+  fcr;  ^  g^a  +  a^a  +  S^J  +  ^^  V  8x2  +  e^8^  +  SxdzJ 

i  b.  man  genügt  der  ersten  Gleichung.  £ben  so  würde  man  den 
andern  zvTei  genügen.  Kann  man  so  ^,  vq,  ^  bestimmen,  so 
braucht  man  nur  die  allgemeinen  Werthe  von  |,  v,  ^  zu  suchen, 
welche  den  Gleichungen  (39)  ohne  Jl,  Y,  Z  genügen,  um  die 
allgemeinen  Werthe  zu  haben,  die  den  (39)  mit  X,  Y,  Z  genü- 
gen werden. 

Man  kann  das  Gesagte  auch  leicht  auf  die  Gleichungen  (27') 
anwenden,  die  in  diesem  Falle  sind: 

^     ^    ^  /S^     S^v     8^\  /  8«£      8h)      d^t\        f 

r=(G+^(g55  +  8?  +  8i^)  +  KOi^  +  8?  +  s/j+4(*2) 

a<»= (G+^(^ + gp + 81*; + 2/'(^5^, + ^,  +  ä^; + «• 

Gesetzt,  |o,  v^,  £^  seien  Werthe,  bestimmt  wie  so  eben,  so 
^rd  man  bloss  die  allgemeinen  Werthe  von  £,  v,  ^  zu  suchen 
haben,  welche  den  Gleicbuogeo: 
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SC* 
SP 


genügen,  um  durch  Zufu'gung  von  fo,  Vq,  ^  die  zu  erhalten,  die 
den  (42)  genügen.  Dass  man  ähnliche  Resultate  für  die  allgemei- 
nern Formeln  (27)  erhalten  könnte,  ist  nicht  schwer  zu  übersehen. 


xxu. 

Weitere     Betrachtungen     über     die     GleichuDgen    (43). 
Transversal-   und    Longitudinal-SchwingungeD. 

Die  Gleichungen  (43),  oder  die  allgemeineren: 
1^  =  (G+P)m+2P  H +(il+1l)Z>«.2>«£+4».Z>«.J|. 

worin  die  Bezeichnung  aus  §.  XI.  klar  ist,  wurden  bereits  in  §.  XVH 
integrirt  und   wir   haben  dort  gesehen,    dass  zu  jeder  Wellebene 
dreierlei  Wellen   gehören,   wovon   die   eine   ihre  Polarisationsrtch 
tung  senkrecht  auf  die  Wellehene,  die  andern  zwei  in  der  Well 
ebene  haben,  und  alle  drei  Richtungen  aufeinander  senkrecht  stehen 

Die  ersten  Schwingungen  wollen  wir  desshalb  Longitudi 
naischwingungen,  die  andern  Transversalschwingangea 
heissen.  Die  letztern  erzeugen  weder  Verdichtung  noch  Verdün- 
nung.    Die  longitudinalen  Schwingungen  pflanzen  sich  mit  der  Ge« 

scbwindigkeit  V  G  +  3P,  die  transversalen  mit  VG^P*)  fort 
(wobei  €r=0  ist,  wenn  man  vom  natürlichen  Gleichgewichte  aus- 
geht). Ist  flX  +  4y  +  C2:=0  die  Gleichung  der  Wellebene,  so  wird 
die  Polarisationsrich tung  der  erstem  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


cosa       cosj3      cosy  1 


Vii*+6*  +  c* 


'^)  VerOAchUstigC  man  ST,  9t  nirht,  <o  w<r<«  dliete  GrJMca  ($•  XfUI.): 
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■•  ■        ■•  II    i3 

1  i  i  i  i  1  i*  =  i  1  3"  =  5'  5'  =■  =■  f' 


S    2.  2. 


•  5'  =■   . 


«  5'  3'  3    »    Bi    «    w    ^    5'  =    S'  »    »    ^    =     »* 
o  i£-  S    22.  §    2.  o    2.  2    »    g    *.  g    ».  g    2,    =* 


2.  2.  2.  2.   2,  2.  2    2    2.  »    e    2    2    f*    5    n 


^|«^|Hg|§§|g|g8-| 


^  ^  !^ 


-*  tf  ^  ta  ^^ 


S55S555555SSS5ISSS 


■^5      *  5  * 
1*     ia  i     °^'f 


;  I'  i' !'  f  I' "  °  a'  I  i  ä  ä  1  i  i 


^4 


<?■  tl-'«!' =?■<?■  ^  ^-^=2"^ 'S"  t?''?  (!■'§■=«'  it«  lf 


S5  832aCa8SS53S2S  =•=■ 

I   2.  3  2.  S    2.  g    £.  S    2-  S    2.  e    2£.  g    £.  .  2.  »  O 

3. 

ThrilXXlil. 


Biemgeri 


M^  m^thMß^st^,  ^=^^v^=^  »=VSi#i 


Die  IMmc  if  n  (419  Ucibt  waUbliciL    EHJariofc« 

16  SysleiM  gnigt  fir  sich  des  (6^;   die  " wOm. 

•Ucr  gMtRt  «bea  ••,  wobei  die  wflUMkfce  KniMiJ 

bei  jedcä  eise  aadere  «ob  kam.     Li»al  ■■■  m,  k,  c■ll^t 

KcbcB  Wölbe  dnAbaica,  so  «bSK  an 

■Bgnfierrn  lBt^pal&  ({.  XIX.) 

Dttanbat; 


2I>^+ (C + JV»^=  2P.  If  +  (C+ J^  g 


«./>«.^  + (J+»)./>»./>»|=Z>».[«. ^  t  (Ä+«)J>*1 
=fl«.[4».||+(il+«)?|+(il+Ä)(l>»|-Ä] 


IL  8.  w.,    80  wird  man    die  GieichuDgeo  (43')  auch  in   folgeiii 
Form  scbreibeD  können: 

p= [(G+3/^ + (il+5Jl)D«.]^ 

+((c+/,+(.+.,x...j[|C4-i^)+»Cg-g)]. 

0=  [(G+3/») -^(il  +  51l)ß».]  ^ 
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io  weldien  Glelchungeo  die  gedrängte  symbolische  Bedeutung  da- 
^cb  leicht  verständlich  werden  wird,  dass  wir  die  erste  dersel- 
ben etwas  ausföhrlicber  schreiben.    Sie  wäre: 

««+«[|®-s)+iß-S)] 

•+,«..,«..[4(l-£).l.(i-S)j 

f 

d^u      d^u     Shi 
wobei  wir  uns  erinnern,  dass  •ö*«tt=g^  +  5-2  +  g~ä' 

Aus  den  Gleichungen  (46)»  welche  identisch  sind  mit  (43')» 
folgt  Dan,  dass  die  Longitudinalschwingungen  sowohl  als  die  Thins* 
versalschwingungen  für  siel)  allein  bestehen  können.  Es  folgt 
dies  allerdings  bereits  schon  aus  dem,  was  wir  in  §.  XVII.  ff.  ge- 
lAm  h^en;  jedoch  mag  es  nicht  ohne  Interesse  sein,  es  hi^ 
Ncbmals  zu  erweisen. 

Angenommen  »«Hmlich,  man  habe  bloss 

g=[(«+«+««»..,ß(l-^)+»l(i-l)]: 

Qod  man  setze  für  £,  v,  ^  eines  der  Systeme  (45),  so  ergiebt  sich 

Ä[*cosa=[(G+P)+(il+Ä)r*]fr^cosa— a(acosa+6cosj5+ccosy)], 
Pco8/5=[(G+P)+(il+:H)r«][r*cos^-*((icosa+6cos/5+ccosy)], 
lho9yr=[{ 6'+ i°)  +  (Ü + It) r*]  [r^ cos y — c (a cosa+btosß+c cosy)]. 

Ans   diesen  Gleichungen  folgt  ganz  unmittelbar,    indem  man 
die  erste  mit  q,  die  zweite  mit  b,  die  dritte  mit  c  multiplizirt  und 

addirt: 

i**-[(G^.+/^  +  (iJ+Ä)r*](r*— r2))(aeosa  +  6cos/5+ccosy)=0, 
d.  b.  da  nicht' Är*=0,  so  ist  nothwendig: 

acosÄ-h6cosj3-^ccosy=0,    if2=:[(G+P)  +  (il+»)r*]A 


•     1 
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V 

as :  8« 
Die  erste  dieser  Gleichungen  ergiebt  dann  auch»  dass  6=Ä-+g7 

+  g-=0,    80  dass  dieselben  Werthe,    welche  den  (47)  genßgen, 

auch  den  (46)  Genüge  leisten.  Da  O=:0,  so  sind  dies  Transver- 
salschwingungen,   welche  somit  für  sich  bestehen  können. 

Gesetzt  nun  weiter ,  man  habe  bloss  die  Gleichungen: 

(48) 

P r=  [G  +  3P  +  (i  +  m)D^ .  ]  1^ ,   |^=[G+3Pf (il+5Ä)0«. ]j|. 

P=[G  +  3P  +  (il  +  5tl)Z)^.]^, 

und  setz^e  wieder  für  .g,  v»  £  eines  der  Systeme  (45)y  so  erhält  man: 

i  .  ^ 

=[G+3P+(il+51R)r*][r*cos  a+6(a cos /?— &  cos  a) + c(a  cosy— ccoÄo)], 

K^cosß 
=[G+3P+  (Ü +5»)r«][r2cos/? + n(b  cos  a~  a  cos  /3)+ c(6  cosy-  c  cosß)], 

={G+3P+(il+5Ä)r*][r*cos7+a(c  eos  a— «  cos  y)+b(ccos  ß  -6  cosy)]. 

Man  mqltiplizire  die  erste  mit  ö,  die  zweite  mit  a,  und  subtrabirQ> 
80  hat  man: 

(6coscr — aco8ß)K^=0,   also  6cosa  — acosj3=0. 

Eben  so  leicht  acosy —  ccosarzO,  6cosy  — ccqsj3  =  05  und  daon 

iffa^  [G  +  3P  +  (Ä  +  5»)r2]A 

Aus  ftcosa— acos/5=0,  acosy — cco8a=0,  ftcosy — ceos/S^O 
folgt  aber  auch , .  dass  zugleich : 

d.  h.,  dass  dieselben  Werthe,  welche  den  (48)  gehOgen,  auch'deo 
(46)  genGgen.  Daraus  folgt  der  behauptete  Satz  unmittelbar. 
Kennt  man  die  allgemeinen  Integrale  von  (47)  und  (48),  so  erfolgt 
aus  der  Summirung  beider  ein  Integral  von  (46). 
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Me 


XXIII. 

2      1 


chanische  Bedeutung  der  Grosse  g  «W-x;-    (§.  VIII.) 


Wir  wollen  an«  ein  Prisma  denken,  da«  vertikal  anlgeb&ngl/ 
sei;  es  sei  dasselbe  einer  Zugkraft  F  (auf  die  Einheit  deto  Fläche): 
unterworfen,  die  an  seiner  untern  Fläche  angebracht  sei^  während 
auf  die  Seitenflächen  keine  fremden  Kräfte  wirken.  Ist  (Taf.;  VI. 
Fig.  5.)  AD  die  Ax0  der  of,  AB  die  der  y,  AE  der  x,  so  wird 
man  setzen  können ;  >   :         ' 

S  =  — aar,     t;=  — ay,     f=/5z, 

iro  a  und  ß  zwei  Konstanten  sind.  Diese  Annahmen  genßgeniden 
Gleichungen  des  §.  III.  und  widersprecfhen  der  Natur  der  Saehe 
offenbar  nicht.  Hieraus  folgt  (§.  VIII.),  wenn  wir  den  Korper 
als   isotrop  voraussetzen: 

Ä-doP^ß-'ial  B'=8oPo[ß-4cil  C^öoPolSß-^al  Ä=G=(7=iO. 

Da  aber  auf  die  Seitenflächen  keinerlei  Druck  ausgeübt  wird ,  ao 

müssen  ^=ß'=Osein,  d.  h.  p=4a,  also  C^=^o'^)-lOa=^|SP^^o; 
diese  Grosse  ist  aber  ^=:F,   also 

ß  Ist  aber  die  lineare  Verlängerung  (-J  des  Prismas,  wenn  seine 
Länge  z=l;  daraus  folgt»  dass 

2      1 

die  Grosse  R'T-p  ^^^  isotropen  Korpern  die  Verlänge- 
rung bedeutet,  welche  ein  Prisma  von  der  Länge  I  er- 
leidet, wenn  im  Sinne  seiner  Länge  auf  die  eine  Grund- 
fläche eine  Zugkraft  =  1  (auf  die  Einheit  der  Fläche) 
ausgeui)t  wird  und  die  andere  Grundfläche  fest  ist,  wäh- 
rend keine  Massenkräfte  und  keine  seitlichen  Kräfte  auf 
dasselbe  wirken. 

Wir  schliessen  hiemit  diese  Betrachtungen.  Es  lag  natflriieh 
Dicht  in  unserer  Absicht,  Anwendungen  auf  spezielle'  Beispiele  zu 
iMchen,  wir  wollten  nur  die  allgemeinen  Gesetze,  namentlich  die 
BÜdang  der  allgemeinen  Differentialgleichungen  klar  und  aüsftihr* 
lieb  eotwiddelD»  und  müssen^  was  speziellere  Beispiele  anbeÜEingt, 
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Parattelottmmni  BCGF,  und  (Bildlich  kleiner  als  die  Summe  Pf  Q 
um  da»  Uckshteck  DEUM^  d.  i. 

'       BCDErzz  P+Q--  DEHM. 

Verlängere  man  H3S  bis  /  so,  dass  Hi^^AB^  nnd  ergänze  das 
Rechteck  BEPl,  schneide  dann  auf  BE  BK=Am  ab  und  ziehe 
die  Gerade  KL  parallel  zu  HI,  welche  CiH/ in  iV  schneidet,  ziehe 
zuletzt  die  Diagonale  HP,    Im   Dreiecke  PHI  ist 

HNilSP=HM.MI, 

weil  aber  HM^DE  und  MI^DP,  so  ist  auch  HNiNP—DEiDP, 
d.  i.  die  drei  Punkte  //,  iV,  P  liegen  in  einer  und  derselben  Ge- 
raden HP,     Die  Figur  zeigt,    dass 

DEHM=  HKNM  +  DEKN, 

und  bekanntlich  das  Rechteck  DEKN=:NLiM,  desswegen 

DEH]U=:HKNM+NLIM=  HILK=HIxHK=2ABxAm, 

also  BCDE  =P+Q-  2ABxAm,  w.  z.  b.  w. 

Zweiter  Satz.  Sei  ABC  (Taf.  VI.  Fig. 7.)  wieder  ein  gerad- 
liniges Dreieck,  in  welchem'  der  Winkel  ^  ein  stumpfer  Winkel 
ist;  errichtet  man  auf  seinen  drei  Seiten  Quadrate  und  fallt  aus 
dem  Scheitel  C  auf  die  gegenüberliegende  Seite  AB  das  Perpen- 
dikel Cm,  so  ist  das  auf  der  dem  stumpfen  Winkel  gegenüber- 
liegenden Seite  errichtete  Quadrat  grösser  als  die  Summe  der 
Quadrate  auf  den  beiden  andern  Seiten,  und  dieser  Ueberschuss  ist 

fleich  der  Fläche  des  Rechtecks,   dessen  zwei  anliegende  Seiten 
AB  und  Am  sind,    oder,    die  obige  Bezeichnung   beibehalteod: 

BCDE=  P+Q  +  2ABxAm. 

Beweis.  Nach  dem  vorher  erwähnten  Lehrsatze  ist  P+Q 
z=BCGFr=zBCMH.  Da  aber  BCMH=zBCDE'^BEHM,  so 
ist  auch  P\Q—HCDE-DEHM.  Verlängere  man  ED  bis  P 
so,  dass  EP-nz^AB  sei,  und  schneide  auf  EH  EK^=zAm  ab, 
ziehe  dann  KL  parallel  zu  EP,  welche  die  Seite  CD  des  Qua- 
drats im  Punkte  N  schneidet,  ziehe  endlich  die  Diagonale  El,  so 
kann  man  wieder  beweisen,  dass  der  Punkt  N  in  dieser  Diago- 
nale lie^t.  Nun  ist  ersichtlich,  dass  das  Rechteck  DEHM 
^DEKJS  ^HKNM  sei  und  dass  man  statt  des  letzfern  das  ihm 
gleiche  DNLP  nehmen  könne.     Auf  diese  Art  haben  wir 

P+Q  =  BCDE — DEHM = BCDE  -  {DEKN+  HKNM) 
ss.BCDE—(DEKN+DNLf^  =:  BCDE  —  EKLP 
=ßCDE-EPxEK=BCDE  -  2ABx  Am, 
also 

BCDE'=P+Q-i^2ABx.Am. 
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Einfacher  Beweis  des  Lehrsatzes,  welcher  behauptet, 
dass  zwei  dreiseitige  Pyramiden,  die  einander  gegen- 
bildlich  (symmetrisch)  gleich  sind,  gleich  grossen  Raum- 
inhalt haben. 

Von  dem 

Herrn  Reallehrer  P.  G.  H.  Heinemann 

in  Marburg  *). 


Man  beschreibe  am  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide  eine 
Kugel 5  in  deren  Oberfläche  die  sämmtiichen  Eckpunkte  dieser  Py* 
ramide  liegen. 

Man  erweitere  die  vier  Grenzflächen  der  genannten  Pyramide 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Kugeloberfläche. 

Man  hat  alsdann ,  wie  Taf.  VII.  Fig.  1.  zeigt,  ausser  der  drel- 
seitigcen  Pyramide ,  die  wir  mit  P  bezeichnen  wollen,  noch  fol- 
gende zwei  Arten  von  RaumstOcken  in  dieser  Kugel  dargestellt: 

1)  Sechs  zweieckige  Stöcke,  welche  längs  den  Kanten  der* 
dreiseitigen  Pyramide  liegen.  Sie  sind  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  mit 
h*  <2«  's»  '4*  H  u°^  '0  bezeichnet.  Jedes  derselben  Ist  einge- 
schlossen  von    zwei  ebenen   Kreissegmenten,   welche  zu  Kugel- 


*}  Gleich  nachdem .  ich  meinen  Beweis  diesct  Satset  im  tiebenten 
Theile  dieser  Zeitschrift  pag.  284.  u.  ff.  bekannt  gemacht  hatte,  fand 
Herr  Heinemann,  welcher  damals  mein  Zuhörer  war,  den  vorliegen- 
iea  Beweis  and  theilte  ihn  mir  und  einigen  Freunden  mit.  Da  mir 
fieser  neue  Beweis  sehr  interessant  zu  sein  scheint,  so  habe  ich  Herrn 
Heineraanii  ersucht,   ihn  su  veröffentlichen«  ProC  Hessel. 
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kreisen  gehören,   und  von  einem   zweieckigen  Kugelflächenstück, 
das  von  den  ßogen  dieser  Kreissegmente  begrenzt  ist. 

2)  Vier  dreieckige  Raurastöcke,  welche  auf  den  Grenzflächen 
der  Pyramide  aufliegen.  Sie  sind  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  hezeichnet 
mit  dl,  d^,  d^  und  d/^.  Jedes  derselben  ist  eingeschlossen  von 
einem  ebenen  Dreieck,  welches  zugleich  Grenzfläche  der  Pyra- 
mide ist,  von  drei  ebenen  Kreissegmenten,  welche  in  den  Erwei- 
terungen der  drei  übrigen  Grenzflächen  der  Pyramide  liegen  und 
von  einem  dreieckigen  Kugelflächenstü'ck,  das  durch  die  Bogen 
dieser  drei  Kreissegmente  begrenzt  ist. 

Stellt  man  das  zu  einer  beliebigen  Spiegelebene  VV  ge- 
hörige Spiegelbild  der  so  zcrtheilten  Kugel  Taf.  VII.  Fig.  2.  dar, 
so  enthält  dasselbe  ein  Spiegelbild  der  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  vorhan- 
denen Pyramide,  welches  wir  mit  il  bezeichnen  wollen.  Dasselbe 
enthält  aber  auch  die  zweieckigen  Raumstücke  Cu  a^,  a^,  <s^,  c^ 
and  (Tq,  die  der  Ordnung  nach  die  Spiegelbilder  der  Stücke  Si,  ij, 
^3  9  ^49  ^6  und  Sq  sind.  Es  enthält  endlich  die  vier  Raumstucke 
^1»  ^2'  ^3  ^^^  ^4'  welche  der  Reihe  nach  die  Spiegelbilder  der 
Raumstücke  di,  d^,  d^  und  d^  sind. 

Bezeichnet  man  die  Kugel  in  Taf.  VII.  Fig.  1.  mit  F  und  die 
ihr  congruente  in  Taf  VII.  Fig.  2.  mit  (P,  so  kann  man  die  In- 
halte beider  Kugeln  ausdrücken  durch  folgende  Summen: 

F=P  + [«1 +*a+^a +  *4  +  ^6+*«]  +  [<^i +^a+^3  +  «^J» 
wofiir  wir  setzen  wollen: 

F=zP+S  +  D 

und 

9 

was  wir  bezeichnen  wollen  durch: 

Nun  ist  jedes  der  Stücke  Si,  s^,  s^,  s^,  s^  und  s^  der  Ordnung 
nach  congru^nt  dem  mit  derselben  Ordnungszahl  bezeichneten 
unter  den  Stücken  0i,  6^,  0^,  (f^,  c^  und  cr^,  denn  es  ist  z.  B. 

weil  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  anb  auf  amb  in  Taf.  VII* 
Fig.  1.  gleich  ist  dem  Neigungswinkel  der  Ebenen  OiUibi  auf  Oimibf 
in  Taf.  VII.  Fig.  2.,  während  zugleich  die  Kreissegmente  anb  nnd 
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flini^i,  sowie  die  Kreissegmente  amb  und  Oitnibi  einander  con- 
graent  sind. 

Es  folgt  hieraus,  dass 

h+H  +  «8  +«4  +  «d  +  ^  =  <^l  +  i^a  +  <^8  +  <^4  +  ^5+<^6' 

also 

ist 

Es  ist  ferner  jedes  der  Stücke  di^d^,  d^  und  d^  der  Ordnung 
Dach  an  Grosse  gleich  dem  mit  gleicher  Ordnungszahl  bezeich- 
neten unter  den  Stücken  d|,  d^,  8^  und  ^4;  denn  es  g^fat  diese 
Gleichheit  z.  B.  für  di  und  di  daraus  hervor,   dass 

K  +«1  +«a  +  *dJ^[^i  +  öl  +  <'a+  ^^d] 

und 

ist,  indem  die  Kugelsegmente  [c^i+^i-F^a+^s]  u^^  ['^i+^i'i-^i'^^s] 
einander  congruent  sein  müssen,  weil  ihre  kreisförmigen  Grenz- 
flächen, in  welchen  die  einander  congruenten  Seitenflächen  aob 
ond  üiOibi  der  Pyramiden  liegen,  in  den  beiden  einander  con- 
graeoten  Kugeln  Fund  (P  gleich  weit  von  deren  Mittelpunkten  ent- 
fernt sind,  während  die  Gleichheit  der  Summen  [^i  +  ^2~l~'6l  ^°^ 
K+<'i2  +  <'^5]  daraus  folgt,  dass  die  einander  entsprechend«!! 
Glieder  derselben  congruent  sind. 

Ist  aber 

rfi=^i»  dt=:tft,    <^=^8  ^^^  dii=^4» 
80  ist  auch 

Da  also  überhaupt 

oder 

and 

80  wie 

ist,  so  ist  auch 

p=n. 
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Ein  Beitrag  zum  geometrischen  Zeichnen. 

Von 

Herrn  Christoph  Paulus , 

Lehrer   der   Mathematik    an  der  Erziehungsanstalt   auf  dem   Salon  bei 

Ludwigsbar  g. 


Mit  Recht  wird  von  Seiten  der  Behörden  und  Lehrer  dem 
UuteYricht  im  geometrischen  Zeichnen  immer  mehr  Ausdehnung 
eingeräumt»  denn  es  ist  dieses  Fach  nicht  nur  für  die  Industrie 
durch  seine  vielfache  Anwendung  in  den  Gewerben,  sondern  auch 
für  den  theoretischen  Unterricht  in  der  Geometrie,  dem  es  ein 
frisches  und  reges  Leben  einzuhauchen  vermag,  von  grosser  Wich- 
tigkeit. Auch  hat  nicht  leicht  ein  anderer  Unterrichtszweig  in  so 
kurzer  Zeit  gleich  grosse  Fortschritte  gemacht.  Es  ist  nicht  nuthig, 
in  dieser  Beziehung  an  die  rasche  Entwickelung  der  Projektions- 
lehre (g^ometrie  descriptive)  zu  erinnern,  welche  fast  ihrem  gan- 
zen Umfange  nach  ^in  Produkt  der  neueren  Zeit  ist  und  den 
höheren  Theil  des  geometrischen  Zeichnens,  die  Zeichnung  der 
körperlichen  Gestalten  in  sich  schliesst;  denn  auch  der  erste, 
Diedere  Theil  des  geometrischen  Zeichnens,  nämlich  die  Lehre 
Ton  den  Construktionen  ebener  Gestalten,  hat  ein«  reiche  Ent- 
wickelung hinter  sich.  Zu  diesem  ersten  Theile  des  geometri- 
Bchen  Zeichnens  rechne  ich  nicht  nur  die  Construktion  ebener 
Figuren  auf  dem  Papiere,  sondern  auch  diejenige,  welche  im 
Dienste  der  Feldmesskunst  auf  der  Oberfläche  der  Erde  vorge- 
nommen wird.  In  beiden  Beziehungen  sind  Fortsehritte  gemacht 
worden.  Ich  erinnere  nur  an  die  neueren  Leistungen  hinsichtlich 
der  Construktion  der  in-  und  umbeschriebenen  Vielecke,  mancher 
Construktionen  am  Kreis  und  einer  noch  grosseren  Zahl  an  den 
Kegelschnitten,  an  die  neueren  Büttel,  gerade  Lioiao  auf  dem  Felde 
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aaszusteckeo«  die  Hindernisse  halber  nicht  visirt  werden  können, 
and  an  manches  Andere.  Zu  diesen  materiellen  Fortschritten  ge- 
sellen sich  noch  andere  formelle ,  die  Methode  des  geometrischen 
Zeichnens  betreffende  >  welche  von  nicht  geringerer  Bedeutung 
siod.  Hiezu  rechne  ich  dasjenige,  was  geschehen  ist,  um  die 
Grundlagen  des  geometrischen  Zeichnens,  das  Ziehen  von  Gera* 
den  und  Kreislinien,  oder  also  den  Gebrauch  des  Lineals  und  des 
Zirkels  selbst  einer  Untersuchung  zu  unterwerfen,  und  zu  bestim- 
men, in  wie  weit  diese  Grundlagen  für  das  Zeichnen  noth wendig 
und  unentbehrlich  oder  zulässig  und  vortheilhaft  seien.  Mit  die- 
sen Untersuchungen  haben  sich  in  neuerer  Zeit  angesehene  Mathe- 
matiker dreier  Nationen  beschäftigt. 

Der  Italiener  Mascheroni  hat  in  seiner  „Geometrie  des 
Zirkels 'S  ▼on  Carette  in's  Französische  und  von  Grfison  in's 
Deutsche  (1825)  übersetzt,  gezeigt,  dass  alle  geometrische  Con- 
stmktionen  aliein  schon  durch  den  Zirkel  ohne  Gebrauch  des 
Lineals  ausgeführt  werden  können  und  dass  häufig  diese  cirku- 
iSren  Construktionen  vor  denen  des  Lineals  durch  eine  grössere 
Schärfe  sich  auszeichnen,  wodurch  sie  besonders  för  Mechaniker 
zur  Anfertigung  feiner  Instrumente  sich  eignen  sollen.  Gewiss 
ist,  dass  diese  Methode  gekannt  zu  werden  verdient  und  im  geo- 
metrischen Zeichnungsunterricht  nicht  ganz  übergangen  werden 
sollte.  Schon  wegen  der  Vermehrung  des  Uebungsmaterials  ver- 
dient sie  Beachtung. 

Französische  Mathematiker,  Brianchon,  Poncelet  u.  A., 
haben  schon  längst  auf  zahlreiche  geometrische  Construktionen 
hingewiesen,  welche  blos  mitteist  des  Lineals  ohne  Hilfe  des 
Zirkels  ausgeführt  werden  können.  Diese  lineare  Construktion 
bat  übrigens  eine  ziemlich  beschränkte  Anwendung,  denn  es  eig- 
nen sich  für  dieselbe  nur  die  Figuren  von  ganz  allgemeinem 
Charakter.  Wenn  eine  Figur  durch  Gleichsetzung  gewisser  Ele- 
mente bereits  eine  gewisse  Symmetrie  oder  Regelmässigkeit  an 
sich  trägt  und  dadurch  eine  besondere  Art  von  einer  aligemeinen 
Gattung  vertritt,  so  ist  sie  nicht  auf  linearem  Wege  zu  construi- 
ren.  So  kann  man  auf  linearem  Wege  wohl  vier  harmonische  Punkte 
oder  einen  harmonischen  Vierstrahi  construiren,  nicht  aber  eine 
Strecke  oder  einen  Winkel  halbiren,  verdoppeln  und  auch  nicht 
zwei  auf  einander  senkrechte  oder  zwei  einander  parallele  Gerade 
ziehen;  auf  linearem  Wege  kann  man  ferner  wohl  eine  Figur 
zeichnen,  welche  einer  anderen  gegebenen  collineär  ist,  aber  nicht 
eine  solche,  welche  ihr  affin,  ähnlich  oder  congruent  wäre;  auf 
Imearem  Wege  kann  man  sodann  wohl  ein  Vieleck  von  allgemei- 
ner Gestalt,   aber  nicht  ein  gleichschenkliges  oder  gleichseitiges 
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Dreieck»  ein  Quadrat»  Rhombus»  Rechteck  und  fiberhaiipt  nicht 
ein  Parallelogramm  zeichnen;  auf  linearem  Wege  kann  man  end- 
lich wohl  eine  Curve  zweiter  Ordnung  construiren»  welche  durch 
fünf  Elemente»  seien  es  Punkte  oder  Tangentenrichtungen»  gege* 
ben  ist»  aber  nicht  eine  Parabel»  welche  durch  vier  Elemente  be- 
stimmt ist»  auch  nicht  eine  gleichseitige  Hyperbel»  noch  einen 
Kreis»  wenn  diese  Gurven  durch  drei  Elemente  gegeben  sind. 
Trotz  dieser  beschränkteren  Anwendung  yerdient  die  lineare  Coo- 
stmktion  um  so  mehr  Beachtung,  als  sie  nur  die  einfachsten 
Elemente  des  Raumes  zu  ihrem  Zwecke  gebraucht  und  daher 
eine  tiefe  Einsicht  in  die  Natur  der  Raumgestalten  voraussetzt 
und  verlangt.  Sie  hat  daher  auch  bis  in  die  neueste  Zeit  nicht 
aufgehört»  dem  Forschungsgeiste  der  Geometer  Nahrung  zu  geben. 

Zwischen  den  zwei  Extremen  der  linearen  und  der  cirkulären 
Construktionsmethode  hat  Professor  Steiner  einen  Mittelweg  in 
einem  besonderen  Werkchen  (1832)  bekannt  gemacht»  eine  bedingt- 
lineare Construktions weise,  welche  sich  zwar  auf  den  ausschliess- 
lichen Gebrauch  des  Lineals  beschränkt»  aber  doch  dabei  voraas* 
setzt»  dass  in  der  Ebene  des  Zeichnungfeldes  ein  fester  Kreis 
gegeben  oder  zu  ziehen  erlaubt  ist.  Diese  bedingt- lineare  Con- 
strüktion  ist  nicht,  wie  die  rein -lineare»  blos  auf  eine  kleinere  Zahl 
von  Figuren»  sondern  ganz  allgemein  auf  alle  Figuren»  auch  anf 
die  symmetrischen  und  regelmässigen,  anwendbar,  fuhrt  aber  nicht 
selten  zu  ziemlich  grossen  Verwickelungen.  Wenn  man  gestattet, 
den  Hilfskreis  so  zu  ziehen,  wie  es  für  die  jeweiligen  Umstände 
am  zweckmässigsten  ist,  so  macht  sich  die  Construktion  oft  ein- 
facher als  man  erwartete.  Wird  der  Gebrauch  des  Zirkels  noch 
etwas  mehr  frei  gegeben  und  erlaubt  man,  zwei  feste  Kreise  nach 
Wahl  zu  ziehen»  so  gewinnt  die  Construktion  häufig  eine  über- 
raschend einfache  Gestalt,  welche  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt 
und  vor  jeder  anderen  den  Vorzug  verdient.  Ich  verweise  in  die- 
ser Hinsicht  auf  die  bedingt  lineare  Construktion  der  Kegelschnitte, 
welche  ich  im  VI.  Buch  meiner  Grundlinien  der  neueren  Geometrie 
mitgetheilt  habe»  sowie  auf  den  letzten  Abschnitt  (D)  dieser  vor- 
liegenden Abhandlung. 

Wie  es  nun  aber  fiir  die  Methode  des  geometrischen  Zeich- 
nens von  grosser  Wichtigkeit  war,  die  Dienste  kennen  zu  lernen, 
welche  von  den  gebräuchlichsten  Instrumenten  zu  erwarten  sind, 
und  die  Vortheile»  welche  mit  dem  Gebrauch  des  einen  oder  des 
anderen  verbunden  sind,  so  ist  es  nicht  minder  noth wendig»  auch 
die  Ebene»  auf  welcher  die  Construktion  vollzogen  werden  soll« 
äner  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Denn  mit  dem»  dass  die  Figur 
«US  dem  abstrakten  Reich  des  Gedankens  heraus  in  die  WirkUcb- 
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keit  derzeit  bereiotreten  und  wirklich  constrairt  werden  soll*  hat 
nan  sich  nicht  nur  niRh  den  Instrunienten  ^  welche  hiebe!  dieneft 
koonen»  umzusehen»   sondern  man  hat  auch  den  Raum»   hier  die 
Ebene  kennen  zu  lernen,  welche  die  Figur  fassen  soll;  weil  auch 
diese  Ebene  die  Unvoiikoromenheiten  der  Realität  an  sich  tragen 
und  der  Ausführung  neue  Schwierigkeiten  in  den  Weg  setzen  kann» 
welche  durch  neue  Hilfsmittel  der  Wissenschaft  überwunden  wer- 
deo  müssen.    Solche  Schwierigkeiten  werden  sich  in  dem  vorlie- 
genden Falle»    theils  aus  der  Begrenzung  und  der  damit  verbun- 
denen beschränkten  Ausdehnung  der  Ebene  erheben»   welche  zur 
CoDstruktion  dargeboten  wird»   theils  aber  auch  aus  den  Uneben- 
heiten  ihrer  Oberfläche.     Diese  Schwierigkeiten    sind  nun   zwar 
seither   nicht  übersehen»    aber  doch  auch  nicht  In  Ihrem  ganzen 
Umfange  au fgefasst  worden,  und  desshalb  konnten  die  Mittel  Ihrer 
Hebung  in   Ihrer  Allgemeinheit  auch  nicht  namhaft  gemacht  wer^ 
den.    Beides  liegt  in  dem  Plan  der  folgenden  Zeilen,  nämlich  eine 
omfassende  Beleuchtung  jener  Schwierigkeiten   und  eine  ebenso 
allgemeine  Lösung  derselben ;  das  erste  wird  zu  einer  Reihe  meist 
Beuer  Aufgaben ,  das  zweite  zu  einigen  allgemeinen  Methoden  ihrer 
Aoflosungen  führen. 

A.     Unzugängliche   Figuren. 

In  der  Feldmesskunst  heisst  man  einen  Punkt  unzugänglich» 
wenn  er  so  gelegen  ist»  dass  kein  gangbarer  Weg  zu  demselben 
fiShrt,  während  er  übrigens  von  verschiedenen  Punkten  der  Ebene» 
io  der  er  liegt»  gesehen  werden  kann.  Diese  Unzugänglichkeit 
ist  keine  absolute;  sie  macht  es  zwar  unmöglich»  die  Entfernungen 
jenes  Punktes  von  ^en  anderen  Punkten  der  Ebene  unmittelbar 
zu  messen»  aber  sie  gestattet  doch»  Richtungen  zu  ziehen ,  welche 
durch  denselben  gehen.  Der  Punkt  ist  also  für  die  in  ihm  con- 
Tergirenden  Richtungen  zugänglich  und  diese  Zugänglichkeit  bie- 
tet sodann  auch  die  nöthigen  Mittel»  um  die  Entfernungen  des 
Punktes  von  anderen  gegebenen  Punkten  der  Ebene  zu  berech- 
nen. In  einer  reineren  Form  treten  die  unzugänglichen  Punkte 
beim  geometrischen  Zeichnen  auf,  wo  von  einer  unendlichen  Ebene 
nur  ein  kleines  Stück  im  Rahmen  der  Zeichnung  eingeschlossen 
gegeben  ist.  Alle  Punkte  dieser  Ebene»  welche  ausserhalb  des 
Rahmens  der  Zeichnung  liegen,  sind  absolut  unzugänglich;  es 
kann  weder  die  Entfernung  eines  solchen  Punktes  von  einem  an- 
deren Punkte  der  Ebene  unmittelbar  gemessen»  noch  können  auf 
Qomittelbare  Weise  Richtungen  gezogen  werden,  welche  in  dem- 
selben convergiren.  Das  erste  dieser  Merkmale»  nämlich  die  un- 
Buttelbare  Maassnabme  der  Entfernung  zweier  Punkte»  setzt  aber 
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das  zweite»  nämlich  das  Ziehen  der  in  dem  Punkte  eonvergiren- 
den  Richtungen  voraus;  da  eine  Strecke  nffht  messbar  ist,  weon 
sie  nicht  gezogen  werden  kann.  Das  Hauptmerkmal  der  Unzu- 
gänglichkeit eines  Punktes  besteht  also  darin,  dass  Richtungen, 
welche  durch  denselben  gehen  sollen,  nicht  unmittelbar  gez(^en 
werden  können. 

Ein  Punkt  heisst  also  unzugänglich,  wenn  es  Hin- 
dernisse halber  nicht  gestattet  ist,  Richtungen  un- 
mittelbar durch  denselben  zu  ziehen. 

Der  Rahmen  der  Zeichnung  ist  nun  aber  von  einer  unendlichen 
Ebene  umgeben,  deren  Punkte  sämratlich  unzugänglich  sind  und 
welche  sich  nach  Belieben  zu  unzugänglichen  Figuren  gruppiren  lassen. 
Zwei,  drei,  vier  oder  mehrere  unzugängliche  Punkte  bilden,  wenn 
sie  in  einer  Richtung  liegen,  eine  zwei-,  drei«,  vier-  oder 
vielpünktige  unzugängliche  Reihe,  und  wenn  von  jenen 
Punkten  nicht  drei  in  einer  Richtung  liegen,  so  bilden  sie  eine 
unzugängliche  Strecke,  ei.n  unzugängliches  Drei-,  Vier- 
oder Vieleck.  Wenn  sich  ein  Punkt  in  der  unzugänglichen 
Ebene  bewegt,  so  beschreibt  er  eine  unzugängliche  Linie. 
Eine  Gerade  oder  eine  Curve  heisst  daher  unzugänglich,  wenn 
alle  ihre  Punkte  unzugänglich  sind.  Es  versteht  sich  aber  von 
selbst,  dass  solche  Linien  auch  zum  Theil  zugänglich  und  zum 
Theil  unzugänglich  sein  können.  Wenn  eine  Linie  ganz  zugäng- 
lich sein  soll,  so  muss  sie  in  sich  selbst  zurückkehren  wie  der 
Kreis,  die  Ellipse  etc.;  die  Gerade  kann  nie  ganz  zugänglich,  wob! 
aber  ganz  unzugänglich  sein. 

Trotz  ihrer  Unzugänglichkeit  können  solche  Figuren  vollkom- 
men bestimmt  sein.  Durch  zwei  zugängliche  Gerade,  die  aber 
nicht  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  verlängert  werden  können,  wird 
ein  unzugänglicher  Punkt  bestimmt;  durch  drei  solche  Gerade, 
welche  nicht  in  einem  Punkt  convergiren^  wird  ein  unzugängliches 
Dreieck;  durch  vier  solcher  Geraden,  von  welchen  nicht  drei  in 
einem  Punkte  convergiren,  werden  sechs  unzugängliche  Punkte, 
welche  vier  dreipunktige  Reihen  und  drei  einfache  Vierecke  bil- 
den,   bestimmt;    überhaupt    werden    durch    n   solcher    Geraden 

— ps —  unzugängliche  Punkte  bestimmt,  welche  n  unzugängliche 

(n— l)pünktige  Reihen  und  — ^ —  unzugängliche  einfache  Vielecke 

zusammensetzen.  Durch  drei  unzugängliche  Punkte  wird  auch  ein 
Kreis  bestimmt,  der  wenigstens  zum  Theil  unzugänglich  ist,  durch 
vier  solche  Punkte  wird  eine  unzugängliche  Parabel,  durch  ßo^ 
eine  wenigstens  zum  Theil  unzugängliche  Curve  zweiten  Grades 
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nod  durch  mehr  Punkte  eine  zura  Tbeil  unzugängliche  Cuire  hSbe- 
rer  Ordnung  bestimmt.  Das  kleine  StSck  der  Ebene,  welches  im 
Sabmen  der  Zeichnung  eingeschlossen  und  dem  ungehinderten 
Gebrauehe  überlassen  ist,  reicht  also  hin,  um  alle  nur  denkbare 
Figuren  zu  bestimmen,  die  ihrer  Hauptausdehnung  nach  in  dem 
imzugänglichen,  unendlichen  Tbeil  deT  Ebene  liegen,  welche  das 
Zeicbnungsfeld  umgiebt. 

Mit  allen  diesen  unzugänglichen  Gestalten  ist  jedoch  der  in 
Rede  stehende  Gegenstand  noch  nicht  erschöpft^  denn  es  war 
bisher  nur  von  der  Unzugänglichkeit  die  Rede,  welche  in  der  be- 
schränkten Ausdehnung  des  Zeichnungsfeldes  ihren  Grund  hat. 
Ein  anderer,  eben  so  sehr  zu  beachtender  Fall  der  Unzugänglich- 
keit  entwickelt  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche,  auf 
der  gezeichnet  werden  soll.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  man,  wie 
solches  beim  Feldmessen  geschieht,  mit  den  Unebenheiten  der 
Erdoberfläche  zu  kämpfen  hat,  die  hier  als  Zeichnungsebene  dient. 
Diese  Unebenheiten  und  auch  schon  die  grossen  Ausdehnungen» 
die  hier  in  Betracht  kommen,  machen  Veränderungen  des  Zeich- 
nens und  Construirens  noth wendig,  die  bis  auf  die  Elemente  des- 
selben sich  erstrecken.  Ein  eigentliches  Ziehen  der  Linien  ist 
nicht  miiglicb;  man  betrachtet  vielmehr  eine  Linie  als  gezogen, 
wenn  dieselbe  durch  eine  Reihe  von  lothrechten  Stäben,  die  in 
kleineren  Abständen  auf  einander  folgen  und  als  Punkte  figuriren, 
ihrem  Verlauf  nach  bezeichnet  ist.  Sind  zwei  solche  Punkte  ge- 
geben, zwischen  welchen  man  ungehindert  sehen  kann,  so  kann 
aach  eine  Gerade  unmittelbar  durch  dieselben  gezogen  und  soweit 
verlängert  werden,  als  das  Auge  sehen  kann,  d.  h.  man  kann 
zwischen  jenen  gegebenen  Punkten  und  ausserhalb  derselben  auf 
der  durch  sie  bestimmten  Geraden  weitere  lothrechte  Pfähle  in 
kleineren  Distanzen  aufpflanzen.  Wenn  aber  zwischen  den  gege- 
benen Punkten  ein  undurchsichtiger,  hoher  Gegenstand  sich  vor- 
findet, so  dass  von  dem  einen  jener  Punkte  der  andere  nicht  mehr 
gesehen  wird,  so  kann  die  durch  jene  Punkte  bestimmte  Gerade 
nicht  mehr  gezogen  werden,  obgleich  die  zwei  gegebenen  und  fast 
alle  Punkte  der  Geraden  vollkommen  zugänglich  sein  können.  Hier  4 
bat  man  den  Fall  einer  unzugänglichen  Richtung  inmitten  lauter 
zugänglicher  Punkte. 

Eine  Richtung  heisst  also  unzugänglich,  wenn  es 
Hindernisse  halber  nicht  gestattet  ist,  Punkte  unmit- 
telbar auf  derselben  zu  bezeichnen. 

Die  unzugängliche  Richtung  fiihrt  selbst  wieder  zu  unzugäng- 
lichen Figuren.    Zwei,  drei,  vier  oder  überhaupt  n  unzugängliche 
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Riehtungen  bilden,  wenn  »ie  in  einem  Punkte  convergiren,  einen 
unzugänglichen  Zwei-,  Drei-,  Vier-  oder  nStrahl,  weno 
aber  nicht  drei  derselben  in  einem  Punkte  convergiren,  so  bilden 
sie  einen  unzugänglichen  Winkel,  ein  unzugängliches 
Drei-,  Vier-  oder  «nSeit.  Wenn  sich  eine  unzugängliche  Rich- 
tung in  einer  Ebene  bewegt,  so  hüllt  sie  eine  unzugängliche  Curve 
ein.  Es  können  übrigens  die  Richtungen  einer  Figur  auch  zam 
Theil  zugänglich  und  zum  Theil  unzugänglich  sein. 

Solche  unzugängliche  Figuren  können  durch  zugängliche  Punkte 
vollkommen  bestimmt  sein.  Zwei  zugängliche  Punkte  bestimmen 
eine  unzugängliche  Richtung,  auf  welcher  keine  anderen  Punkte 
unmittelbar  bestimmt  werden  können;  durch  drei  solcher  Punkte, 
die  nicht  in  einer  Richtung  liegen,  wird  ein  unzugängliches  Drei* 
seit,  durch  vier  solcher  Punkte,  von  welchen  nicht  drei  in  einer 
Richtung  liegen ,  werden  sechs  unzugängliche  Richtungen  bestimmt, 
die  vier  unzugängliche  Dreistrahien  und  drei  unzugängliche  ein- 
fache Vierseite  bilden;    durch  n  solcher  Punkte,  von  welchen  nicht 

^  (j^  _  ]^\ 
drei  in  einer  Richtung  liegen,  werden  überhaupt  — ,  ^  unzu- 
gängliche Richtungen  bestimmt,  welche  n  unzugängliche  (n— ])strab- 
lige  Vielstrahlen  und  ^ — ^""-^  einfache  unzugängliche  nSeite  zu- 
sammensetzen. Durch  drei  .unzugängliche  Richtungen  wird  auch 
ein  Kreis  bestimmt,  dessen  Tangentenrichtungen  wenigstens  zum 
Theil  unzugänglich  sind.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  anderen 
Curven. 

Es  giebt  dem  Vorausgehenden  gemäss  zwei  Reihen  unzugäng- 
licher Figuren,  welche,  wie  man  sehen  wird,  in  dem  Verhältnis» 
der  Reciprocität  zu  einander  stehen.  So  wird  man  also  vom  rein 
praktischen  Standpunkte  aus  ganz  zu  denselben  Unterscheidungen 
hingedrängt,  welche  schon  läns^st  von  Seiten  der  Theorie  aufge- 
stellt wurden.  Wie  die  Theorie  Punktgebilde  und  Strahlenge- 
bilde unterscheidet,  jenachdem  die  Figuren  durch  Punkte  oder 
Richtungen  bestimmt  werden,  so  führte  die  praktische  Betrach- 
tungsweise im  Vorausgehenden  zu  zwei  Reihen  unzugänglicher 
Figuren,  die  unzugängliche  Punktgebilde  oder  Strahlengebilde  ge- 
nannt werden  müssen,  je  nachdem  ihre  Punkte  oder  Richtungen 
unzugänglich  sind.  Diese  Unterscheidungen  haben  keine  Schwie- 
rigkeit, nur  die  Gerade  selbst  erfordert  Aufmerksamkeit,  indem 
eine  unzugängliche  Gerade  nicht  mit  einer  unzugänglichen  Rich- 
tung zu  verwechseln  ist.  Eine  Gerade  heisst  unzugänglich,  wenn 
alle  ihre  Punkte  es  sind,  wie  dies  bei  einer  Geraden  der  Fall  is^ 
di9  Aiuuierbalb  des  Rahmens  der  Zeichnungsebene  liegt;  dagegen 


Ckr.  Pauiu»:   Ein  Beiira§  %um  ffeameüiscken  Zeichnen.    371 

kdsst  eine  Richtung  unsugaDglich ,  wenn  das  Mittel  fehlt,  um  auf 
«nmittelbare  Weise  die  Punkte  derselben  zu  bestimmen,  während 
die  Punkte  selbst  zugänglich  sind ,  wie  dies  bei  den  Punkten  einer 
Ricbtang  der  Fall  ist,^  die  nicht  visirt  werden  kann.  Diese  Cnter- 
icbeldang  hinsichtlich  der  Geraden  und  der  Richtung  mOchte  auch 
Tom  theoretischen  Standpunkte  aus  zu  rechtfertigen  sein,  indem 
ttit  dem  Regriff  der  Richtung  die  Vorstellung  des  Einfachen  und 
Dntbeilbaren  und  mit  dem  Begriff  der  Geraden  die  Vorstellung  des 
Theiibaren  und  Zusammengesetzten  verbunden  ist. 

,An  den  Regriff  der  unzugänglichen  Figuren  schliesst  sich  so- 
gleich eine  unendliche  Zahl  von  Aufgaben  und  Construktionen  aq. 
Weil  nämlich  solche  Figuren  nur  in  Hinsicht  des  einen  Theils  ihrer 
Elemente  unzugänglich,  hinsichtlich  des  anderen  Theiles  aber  zu- 
gSoglich  und  vermöge  dieser  zugänglichen  Elemente  vollkommen 
bestimmt  sind,  so  können  auch  an  den  unzugänglichen  Figuren 
dieselben  Construktionen  vorgenommen  werden,  wie  an  den  zu- 
gänglichen, und  es  wird  also  durch  den  Begriff  der  unzugängli- 
cben  Figuren  die  Zahl  der  Construktion  unmittelbar  vervieltaltigt, 
ood  zwar  geschieht  diess  um  so  mehr,  aU  zwei  Reihen  unzugäng- 
licher Figuren  vorhanden  sind  und  eine  und  dieselbe  Figur  in  allen 
oder  auch  nur  in  einigen  Punkten  oder  Richtungen  unzugänglich 
sein  kann ;  so  fuhrt  z.  B.  die  Aufgabe :  von  einem  gegebenen  Punkte 
A  aus  auf  eine  gegenüberstehende  Gerade  6  eine  Senkrechte  zu 
fällen,  zu  sechs  verschiedenen  C^istruktionen,  je  nachdem  das 
eine  oder  das  andere  der  Bestimmungt^stücke  unzugänglich  ist; 
denn  es  kann  gegeben  sein 

1)  ein  unzugänglicher  Punkt  A  und  eine  zugängliche  Gerade  b; 

2)  ein  zugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Gerade  6; 

3)  ein  unzugänglicher  Punkt  ^  und  eine  unzugängliche  Gerade  6; 

4)  ein  zugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Richtung  6 ; 

5)  ein  unzugänglicher  (durch  zwei  unzugängliche  Richtungen 
gegebener)  Punkt  A  und  eine  zugängliche  Richtung  b; 

6)  ein  unzugänglicher  Punkt  A  und  eine  unzugängliche  Richtung  fr. 

Wenn  die  Zahl  der  einer  Construktion  zu  Grunde  liegenden 
Bestimroungsstilcke  grösser  ist,  so  wird,  durch  die  Einführung 
der  unzugänglichen  Elemente  die  Zahl  der  Construktionen  noch 
in  ungleichem  Verhältnisse  vergrössert.  Aber  auch  hiermit  ist  die 
Zahl  dieser  Construktionen  noch  nicht  erschöpft,  denn  es  giebt 
noch  eine  Reihe  von  Construktionen,  welche  ausschliesslich  nur 
an  den  unzugängüchen  Figuren  vorgenommen  werden  können  und 
welche  also  dan  uBzagftngBcheD  Figuren  eigenthümlich  sind  sod 
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desshalb  eine  besondere  Beachtung  verdienen.  In  einer  ganz  za- 
gänglichen  Ebene  schliesst  nämlich  jede  Figur  wohl  auch  zirei- 
erlei  Elemente,  Punkte  und  Richtungen  ein,  die  von  einander  ab- 
hängen, allein  es  hat  keine  Schwierigkeit,  von  den  einen  auf  die 
anderen  überzugehen,  es  kann  diess  vielmehr  auf  unmittelbare 
Weise  geschehen;  hier  aber  in  einer  unzugänglichen  Figur,  wo 
nur  ein  Theil  der  Elemente  zugänglich  ist,  muss  erst  auf  künst- 
lichem Wege  die  durch  die  unzugänglichen  Elemente  unterbrochene 
Continuität  der  Figur  wieder  hergestellt  und  der  Uebergang  von 
den  einen  Elementen  zu  den  anderen  gefunden  werden.  Eis  er- 
wächst also  die  Aufgabe,  gerade  Linien  zu  ziehen,  welche  dureh 
zwei  unzugängliche  Punkte  bestimmt  und  gegeben  sind,  Punkte 
zu  bezeichnen,  welche  durch  zwei  Unzugängliche  Richtungen  be- 
stimmt werden.  Hierher  gehören  auch  die  bekannten  Aufgaben: 
durch  den  unzugänglichen  Convergenzpunkt  zweier  gegebenen  Ge- 
raden noch  andere  Gerade  zu  ziehen  und  Punkte  zu  bestimmen, 
welche  auf  einer  nicht  visirbaren  Richtung  liegen. 

Wie  mannigfaltig  aber  die  Aufgaben  an  unzugänglichen  Figu- 
ren auch  sein  mögen ,  so  können  doch  alle  nach  einer  allgemeinen 
IMethode  aufgelö^  werden,  welche  dem  Wesentlichen  nach  darin 
besteht,  dass  man  die  Construktion  der  unzugänglichen  Figur  auf 
eine  Construktion  an  einer  zugänglichen  Figur  reducirt.  Hierza 
bietet  die  perspektivische  Collineatiori  ein  ausreichendes  und  sehr 
einfaches  Mittel  dar.  Wie  di%es  Mittel  zu  gebrauchen  und  wie 
In  besonderen  Fallen,  um  gewissen  Rücksichten  zu  genügen, 
diese  oder  jene  Form  der  Collineation  vortheilhaft  gebraucht  wer- 
den kann,  das  wird  sich  am  Besten  an  bestimmten  Figuren  zei- 
gen lassen. 

B.    Erste    Methode    der    Construktion    unzugänglicher 

Figuren. 

Die  perspektivische  Collineation  im  engeren  Sinne  findet  ihre 
Anwendung,  wenn  die  Construktion  auf  linearem  Wege  geschehen 
soll,  und  kann  sich  also  nur  auf  die  Fälle  erstrecken,  welche  sieb 
fQr  die  lineare  Construktion  eignen,  also  gerade- auf  die  Fälle, 
welche  im  Vorausgehenden  als  die  eigenthGmlichen  Construktionen 
unzugänglicher  Figuren  bezeichnet  worden  sind. 

L  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  abci^ 
dessen  Ecken  alle  unzugänglich  sind,  gezeichnet  werden. 

Erster  Fall:  Die  vier  gegebenen  Richtungen  a,  6,  c,  d 
haben  eine  solche  Lage,  dass  man  gerade  Linien  liehen  kann» 
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darch  welche  jene  Richtaogen  in  vier  zugänglichen  Punkten  ge- 
schnitten werden.  Es  muss  zuerst  ein  Hilfsvierseit  gezeichnet 
werden  9  welches  lauter  zugängliche  Ecken  hat  und  dem  gegebe- 
nen Vierseit  abcd  perspektivisch  collineär  ist,  und  hiebe!  ist  die 
Wahl  des  Centrums,  der  Axe  und  eines  Paares  homologer  Ele- 
mente der  Willkilhr  freigestellt.  Im  vorliegenden  Falle  wird  man 
die  Axe  x  (Taf.  VII.  Fig.  3.)  so  nehmen,  dass  sie  die  gegebenen 
Riebtungen  a,  b,  c,d  in  zugänglichen  Punkten  il,  S,  £,  2D  schnei- 
det; die  homologen  Richtungen  m  und  m' ,  welche  mit  der  Axe  x 
in  einem  Punkte  X  convergiren,  wird  man  so  ziehen,  dass  we< 
DJgstens  eine  derselben,  etwa  m,  von  den  gegebenen  Richtungen 
a,  by  c,  d  ebenfalls  in  zugänglichen  Punkten  A,  JS,  C,  D  ge- 
schnitten wird;  endlich  wird  man  noch  das  Centrum  O  so  wäh- 
len, dass  die  Collineationsstrahlen  OA,  OB,  OC  und  OD  von 
der  Geraden  m'  in  zugänglichen  Punkten  A'j  B',  C,  D*  geschnit- 
ten werden.  Zieht  man  nun  il^',  HB',  (iC,  T^iy^  so  sind  diess 
die  Richtungen  o',  b' ,  c',  d' ,  welche  den  gegebenen  Richtungen 
homolog  sind  und  also  das  verlangte  perspektivisch  collineare 
Vierseit  bilden.  Zeigt  es  sich  nun,  dass  die  sechs  Ecken  M'^  JS', 
R' ,  S' ,  F',  W  dieses  Vierseits  a'b'c'd'  alle  zugänglich  sind, 
so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  die  Wahl  der  Stücke  O,  x»  m  und 
w!  glucklich  war;  sollten  aber  von  jenen  sechs  Ecken,  eines  oder 
mehrere  nicht  zugänglich  sein,  so  muss  man  wenigstens  mit  einem 
jener  Stucke,  am  besten  mit  der  Lage  von  m!  eine  Aenderung 
?omehmen.  In  der  Regel  wird  man  finden,  dass  es  zweckmässig  ist, 
der  Richtung  m!  eine  solche  Lage  zu  geben ,  dass  ^!SiXA'  ^^^XA^ 
indem  alsdann  das  Vierseit  a'b'c'd'  eine  kleinere  Ausdehnung  er- 
langt; übrigens  ist  auch  darauf  zu  sehen,  dass  dieses  Vierseit 
nicht  eine  allzu  kleine  und  gedrückte  Gestalt  annehme.  Sind  nqn 
die  Ecken  des  Vierseits  a'b'c'd'  alle  zugänglich,  so  wird  man  auf 
anmittelbare  Weise  die  Diagonalen  M'N',  R'S'  und  VW  des- 
selben  ziehen  und  hierauf  die  homologen  Aequivalente  derselben 
im  System  abcd  aufsuchen  und  damit  die  der  Aufgabe  genügenden 
Richtungen  haben.  Das  Letztere  geschieht  einfach  dadur^,  dass 
man  die  Punkte  P  und  P',  in  welchen  die  Axe  x  und  die  Gerade 
m'  von  einer  Diagonale  lU'N'  geschnitten  wird,  bemerkt,  den 
Collineationsstrahl  OP'  zieht  und  dessen  Schnittpunkt  P  mit  der 
Geraden  m  durch  eine  Gerade  PJß  mit  dem  Punkte  P  verbindet. 
Die  Richtung  iPP  ist  nämlich,  als  Element  des  Systems  abcd,  der 
Richtung  M'N'  des  Systems  a'b'c'd'  homolog,  weil  diese  Rich- 
tungen durch  die  homologen  Punkte  P*  und  P  der  Systeme  gehen 
und  in  einem  Punkte  P  ihrer  Axe  convergiren.  Weil  nun  aber  in 
collineären  Systemen  homologe  Richtungen  in  homologen  Punkten 
convergiren,  so  wird  die  Richtung  PP  sowohl  mit  a  und  c  in  einem 
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Punkte  Jlf ,  als  aacb  mit  b  und  d  in  einem  Punkte  N  conyergireD, 
wie  in  dem  System  a'b'c'd'  die  Diagonale  M'JS'  durch  die  Punkte 
JU'  und  iV'y  d.  i.  durch  die  Convergenzpunkte  der  Richtungen  a!,  d 
nnd  b'  j  d'  geht.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  auch  zu 
den  Diagonalen  (a&)(crf)*)  und  (ad)(bc)  des  gegebenen  Vieweit«, 
welche  beziehungsweise  mit   VW  und  R'S'  homolog  sind. 

Zweiter  Fall:  Die  vier  gegebenen  Richtungen  a,  b,  c,  d 
haben  eine  solche  Lage,  dass  sie  nicht  gestatten»  eine  Richtung 
zu  ziehen  5  welche  mit  den  gegebenen  Richtungen  in  vier  zugäng- 
lichen Punkten  convergirt.  Dieser  Fall  kann  dem  Wesentlichen 
nach  auf  den  ersten  zurückgeführt  werden.  Nimmt  man  nämlich 
auf  der  Richtung  a  zwei  Punkte  E  und  F  und  auf  der  gegenfiber- 
stehenden  Richtung  c  zwei  andere  Punkte  G  und  H  nach  Belie- 
ben und  verbindet  diese  vier  Punkte  durch  Gerade,  die  man  nach 
Gutdunken  mit  den  Buchstaben  e,  f,  g,  h  bezeichnen  kann,  so 
werden  die  Richtungen  e,  /*,  g^  h,  6,  d  jedenfalls  eine  solche 
Lage  haben,  dass  sie  durch  eine  andere  Gerade  in  lauter  zugäng' 
liehen  Punkten  geschnitten  werden  kann.  Man  wird  also,  wie  in 
dem  vorausgehenden  Fall,  zu  dem  System  bdefgh  ein  perspekti- 
visch coUineares  System  b'd'e'f'g'h'  mit  lauter  zugänglichen  Ecken 
zeichnen  können,  und  dasselbe  wird  auch  die  Elemente  a!  und  e', 
welche  den  Elementen  a  und  e  homolog  sind,  unmittelbar  liefern, 
und  imUebrigen  das  gleicheVerfahren  zur  Bestimmung  der  Diagonalen 
des  Vierseits  abcd  wie  im*  ersten  Fall  zur  Anwendung  bringen  lassen. 

IL  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  abcd 
gezeichnet  werden,  dessen  Ecken  alle  bis  auf  das  Eck 
R  der  Seiten  a  und  b  unzugänglich  sind. 

Die  in  I.  gegebene  allgemeine  Methode  kann  hier  dahin  ab 
geändert  und  dadurch  vereinfacht  werden,  dass  man  das  Colli- 
neationscentrum  O  in  das  zugängliche  Eck  R  verlegt.  Man  gewinnt 
hiedurch  den  V^ortheil,  dass  nur  noch  zu  den  zwei  Seiten  c  und 
d  ihre  collineären  Aequivalente  c'  und  d*  aufgesucht  werden  dOr* 
fen,  indem  die  Richtungen  a  und  b  beiden  Systemen  gemeinsam  . 
angeboren.  Die  Richtungen,  welche  den  Diagonalen  des  Hilb- 
vierseits  abc'd'  in  dem  System  der  gegebenen  Richtungen  homo* 
log  sind,  genügen  der  Aufgabe. 

m.  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  abcd 
gezogen  werden,  von  welchem  drei  nicht  in  einer  Rich- 
tung liegende  Ecken  R,  V,  TF  zugänglich,  die  drei  an- 
deren Ecken  aber  unzugänglich  sind.] 

*)  (a6){cd)  bedeutet  die  Richtung,  welche  den  Convergenipankt  der  Rich- 
tungen a  und  e  mit  dem  Convergenzpankt  der  Richtongeo  C  und^Terbbdet 
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Man  wird  hier  nicht  nur  ein  zugängliches  Eck  R  (Taf.  VII.  Fig.  4.) 
zum  Ceotrum  O  der  Callineation  wählen,  sondern  auch  die  Dia* 
gonale  VW  der  zwei  anderen  zugänglichen  £clcen  als  die  dem- 
selben System  angehOrige  Hilfslinie  m  betrachten,  so  dass  man 
nar  noch  die  Axe  x  und  die  Gerade  m'  so  zu  ziehen  hat^  dass 
diese  drei  Linien  in  einem  Punkte  X  convergiren.  Die  in  dem 
Centrum  O  convergiren  den  Richtungen  6  und  e  werden  auf  m'  die 
Punkte  V  und  W  bezeichnen,  welche  den  Punkten  V  und  W 
bomolog  sind ,  während  die  zwei  anderen  Richtungen  a  und  d  auf 
der  Axe  a:  die  Punkte  )|)  und  W  bestimmen.  Durch  diese  Punkte 
werden  sodann  die  Richtungen  WW  und  W  oder  a'  und  d' 
bestimmt,  welche  mit  6  und  c  das  Vierseit  a'd'bc  bilden,  dessen 
Diagonalen  M'N'  und  R'  S'  gezogen  werden  können.  Die  Rich- 
tungen des  Systems  abcd^  welche  den  Diagonalen  M'N'  und 
R'S'  homolog  sind,  genügen  der  Aufgabe.  Man  wird  die  der 
Diagonale  M'N'  homologe  Richtung  PP  wie  in  I.  construiren,  da- 
gegen ist  RS'  als  CoUineationsstrahl  beiden  Systemen  entsprechend 
gemeinschaftlich,  und  ist  daher  unmittelbar  auch  die  Diagonale 
des  gegebenen  Vierseits  ahcd^i  welche  das  Eck  R  mit  dem  Con- 
vergenzpunkte  ad  verbindet. 

IV.  Es  sollen  die  Diagonalen  eines  Vierseits  abcd 
gezeichnet  werden,  dessen  Ecken  alle  bis  auf  eine, 
nämlich  das  Eck  ad,  zugänglich  sind. 

Die  fflnf  zugänglichen  Ecken  bestimmen  unmittelbar  zwei  Dia- 
gonalen MN  und  VW  (Taf.  VII.  Fig. 5),  welche  selbst  wieder  in 
einem  zugänglichen  Eck  O  convergiren  können.  Ist  diess  Letztere 
der  Fall,  so  kann  man  O  als  Coilineationscentrum  nehmen  und 
den  übrigen  Stücken  eine  solche  Bedeutung  geben,  dass  dadurch 
nicht  nur  eine  perspektivische,  sondern  sogar  eine  involutorische 
Collineation  begründet  wird.  Zu  dem  Ende  wird  man  die  Rich- 
tungen MW  und  NV  einerseits,  sowie  auch  die  Richtungen  MV 
und  NW  andererseits 9  als  zwei  Paare  homologer  Richtungen  be- 
trachten, welche  auf  der  Axe  in  zwei  Punkten  convergiren.  Der 
Convergenzpunkt  R  des  letzten  Paares  ist  unmittelbar  gegeben, 
derjenige  des  ersten  Paares  ist  unzugänglich;  dennoch  kann  die 
Richtung  der  Axe  leicht  gefunden  werden,  wenn  man  noch  einen 
CoUineationsstrahl  zieht,  der  die  Richtungen  MW  und  NV  \n  den 
homologen  Punkten  P  und  P'  schneidet  und  dadurch  die  weiteren 
homologen  Richtungen  MF*  und  iVP  bestimmt,  die  in  einem  zwei« 
ten  Punkte  T  der  Axe  convergiren.  Die  Gerade  RT  ist  somit 
die  Axe  der  involutorischen  Systeme  und  convergirt  also  mit  MW 
^A  NV  oder  mit  a  und  d  in  einem  unzugänglichen  Punkte. 

V.  Von  einem  zugänglichen  Punkti2  aus  naeh  eiDem 
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unzagänglicheo  Punkte,  der  durch   die    Richtungen   a 
und  h  gegeben  ist,   eine  Gerade  zu  ziehen. 

Diese  allgemein  bekannte  praktische  Aufgabe  wird  unmittel- 
bar durch  ZurOckfübrung  auf  III.  oder  IV.  aufgelöst,  indem  man 
durch  den  Punkt  R  zwei  Richtungen  zieht,  welche  die  Richtun- 
$ren  a  und  d  in  zwei  zugänglichen  Punkten  V  und  W  (Taf.  VU. 
Fig.  4.)  schneidet  oder  auch  indem  man  zwei  solche  Richtungen 
zieht,  welche  die  Richtungen  a  und  d  in  vier  zugänglichen  Punk- 
ten ilf ,   F,  IS,  W  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  schneidet. 

VI.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  mit  lauter  unzugäng- 
lichen Seitenrichtungen  gegeben;  man  soll  die  Con* 
vergenzpunkte  der  drei  Gegenseitenpaare  construiren. 

Es  muss  zu  dem  Vierecke  ABCD  (Taf.  VIII.  Fig.  6.).  ohne 
von  den  Seitenrichtnngen  desselben  Gebrauch  zu  macheu,  ein 
coUineäres  und  perspektivisch  liegendes  Viereck  construirt  wer- 
den und  dabei  können  das  Centrum  O,  die  Axe  x  und  zwei  ho- 
mologe Punkte  M  und  M'  nach  Belieben  gewählt  werden.  Zur 
Raumersparniss  ist  es  dienlich,  die  Punkte  M  und  M'  mit  dem 
Centrum  O  auf  einer  Seite  Her  Axe  a:,  und  zwar  so  zu  nehmen, 
dass  M'  zwischen  M  und  O  zu  liegen  kommt,  weil  dann  die 
Ecken  des  collineären  Hilfsvierecks  zwischen  dem  Centrum  O  und 
den  Ecken  des  gegebenen  Vierecks  ABCD,  also  jedenfalls  im 
zugänglichen  Theil  der  Zeichnungsebene  liegen.  Hat  man  die 
Wahl  der  die  CoUineation  bestimmenden  Stucke  getroffen,  so  wird 
man  das  collineäre  Hilfsviereck  leicht  zeichnen.  Uro  z.  B.  den 
homologen  Punkt  zu  dem  Eck  A  zu  finden,  wird  man  den  Punkt 
Ü,  in  welchem  die  Axe  x  von  der  Richtung  ßiA  geschnitten  wird, 
mit  ilf'  verbinden  und  den  Collineationsstrahl  OA  ziehen ;  die  Ge- 
raden OA  und  ÜM'  bestimmen  den  gesuchten  Punkt  A\  Bat 
man  auf  diese  Weise  die  Punkte  A' ,  B' ,  C  und  Z>'  bestimmt, 
80  kann  man  unmittelbar  die  Convergenzpunkte  E' ,  F*  und  G' 
der  Gegenseiten  des  Vierecks  A'B'C'D'  finden,  und  sodann  im 
System  des  gegebenen  Vierecks  ABCD  die  homologen  Punkte 
£,  F  tibd  G  aufsuchen.  Durch  drei  Geraden  kann  ein  jeder  die- 
ser Punkte  construirt  werden;  durch  die  Gerade  M'^  z.  B.  be- 
stimmt man  den  Punkt  S  auf  der  Axe  x,  und  die  zwei  Geraden 
ilfS  und  OE'  bestimmen  den  Punkt  £,  welcher  dem  Punkt  E 
homolog  ist  und  so  liegt,  dass  in  ihm  die  unzugänglichen  Rich- 
tungen AB  und  CD  convergiren. 

VII.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  gegeben,  dessen  Sei- 
tenrichtungen alle  bis  e^nt  AB  unzugänglich  sind;  man 
soll  die  Convergenzpunkte  der  drei  Gegenseiteopaare 
construiren. 
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Die  io  VI.  angegebene  allgemeioe  Methode  gewinnt  in  diesem 
besonderen  Falle  an  Einfachheit,  wenn  man  die  zugängliche  Rieh* 
tong  AB  zur  Collineationsaxe  macht»  im  Uebrigen  jedoch  auf 
gleiche  Weise  wie  in  VI.  verfährt. 

VIII.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  gegeben,  in  welchem 
blos  die  drei  Seitenrichtungen  AB,  BC  und  AD  zu- 
gäuglich  sind;  man  soll  die  Convergenzpunkte  der 
drei  Gegenseitenpaare  construiren. 

Man  wird  AB  zur  Coilineationsaxe  wählen  (Taf.  VIII.  Fig.  7.), 
den  Convergenzpunkt  F  der  zwei  anderen  zugänglichen  Richtun- 
gen BC  und  AD  zeichnen,  und  bei  der  Wahl  des  Centrums  O  und 
eines  Paares  homologer  Punkte  eben  den  Punkt  F  zu  einem  der 
letzteren  nehmen.  Hat  man  also  die  Punkte  O  und  F'  auf  einer 
durch  F  gehenden  Richtung  bezeichnet,  so  darf  man  nur  auf 
PA  und  F'B  die  Punkte  C  und  /)'  bemerken,  in  welchen  jene 
Richtangen  von  den  Strahlen  OC  und  OD  geschnitten  werden, 
im  die  Richtung  CD'  zu  haben,  welche  mit  der  unzugänglichen 
Richtung  CD  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Axe  AB  con- 
?ergirt.  Auch  den  Convergenzpunkt  G  der  zwei  anderen  unzu- 
gänglichen Richtungen  AC  und  BD  wird  man  mittelst  des  Con- 
mgenzpunktes  G'  der  Richtungen  A'C  und  B'D'  sogleich  zu 
zeichnen  wissen. 

IX.  Es  ist  ein  Viereck  ABCD  gegeben,  in  welchem 
alle  Seitenrichtungen  bis  auf  die  eine,  CD,  zugänglich 
sind;  man  soll  den  Punkt  finden,  in  welchem  diese  un- 
zugängliche Richtung  mit  ihrer  Gegenseite  AB  cou- 
?ergirt. 

Hier,  wo  fünf  Richtungen  zugänglich  sind,  kann  man  die  in- 
volutoriscbe  Involution  in  Anwendung  bringen.  IVlan  wird  die  Dia- 
gonale FG  (Taf.  VIII.  Fig.  8.)  als  die  Axe  und  die  Richtungen  AD 
and  BC  einerseits,  AC  und  BD  andererseits  als  Paare  homolo- 
ger Richtungen  betrachten.  Zieht  man  also  von  den  homologen 
Punkten  A  und  B  aus  durch  einen  beliebigen  Punkt  K  der  Axe 
FG  zwei  weitere  homologe  Richtungen,  so  werden  auch  sie  auf 
den  homologen  Richtungen  BC  und  AD  zwei  homologe  Punkte 
L  und  M  bestimmen.  Die  Richtungen  LM,  AB  und  CD,  deren 
jede  zwei  homologe  Punkte  verbindet,  sind  somit  Collineations- 
strahlen  der  involutorischen  Systeme  und  convergiren  in  einem 
nnd  demselben  Punkte  E,  Dieser  Punkt,  durch  die  zugänglichen 
Richtungen  AR  und  LM  bestimmt,    genügt  also  der  Aufgabe. 

X.  Es   sei   durch  zwei  Punkte  C  und  D  eine'unzu- 
Thcil  Xmil.  26 
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gängliche  Richtung  gegeben;  man  soll  auf  derselben 
denjenigen  Punkt  finden,  in  welchem  sie  von  einer  ge 
gebenen  zugänglichen  Richtung  geschnitten  wird. 

Diese  Aufgabe  wird  auf  VIII.  oder  auf  IX.  zurückgeführt,  wenr 
man  auf  der  zugänglichen  Richtung  noch  zwei  andere  Punkte  A 
und  B  nimmt,  welche,  mit  den  Punkten  C  und  D  verbundea 
weitere  zugängliche  Richtungen  liefern,  von  welchen  man  drei  (VIIL] 
oder  fünf  (IX.)  gebrauchen  kann.  Es  ist  kaum  nothig,  zu  erwäh 
neu,  dass  es  für  die  Construktion  gleichgültig  ist,  ob  die  Rich- 
tung AB  zwischen  C  und  D  durchgeht  oder  die  Richtung  CD 
erst  in  ihrer  Verlängerung  schneidet. 

Bemerkung.  Es  ergeben  sich  wohl  noch  manche  besondere 
Fälle,  theils  dadurch,  dass  eine  andere,  im  Vorausgehenden  nicht 
berücksichtigte  Zahl  der  zugänglichen  Elemente  gegeben  ist,  theils 
dadurch,  dass  die  gegenseitige  Lage  derselben  zu  einander  ver- 
schieden ist,  theils  endlich  auch  dadurch,  dass  in  einer  Figur  no* 
suigängliche  Punkte  und  unzugängliche  Richtungen  gemischt  vor- 
kommen, allein  die  zehn  angeführten  Fälle  werden  genügen,  oo 
zu  zeigen,  welche  Abänderungen  in  der  allgemeinen  Methode 
(I.  und  VI.)  vorzunehmen  sind,  um  auf  die  einfachste  Art  som 
erwünschten  Ziele  zu  gelangen.  Auch  ist  absichtlich  die  Con- 
struktion unzugänglicher  Curvcn  zweiter  Ordnung  übergangen  wor* 
den,  weil  sie  nichts  Eigen thümliches  darbietet,  sondern  auf  die 
Construktion  unzugänglicher  Fünfecke  und  Fünfseite  zuruckgefabit 
werden  rouss.  Sollte  z.  B.  eine  Curve  zweiter  Ordnung  gezeich- 
net werden,  welche  durch  fünf  unzugängliche  Punkte  gebt, 
müsste  zunächst  ein  colllneäres  zugängliches  Fünfeck  gezeid 
eine  Curve .  zweiter  Ordnung  um  dasselbe  beschrieben  und 
aequivalenten  Elemente  derselben  in  dem  Systeme  der  gegeban 
fünf  Punkte  wieder  aufgesucht  werden. 


C.    Zweite    Methode   der  Construktion   unzugäoglich( 

Figuren. 

Eine  zweite,   nicht  nur  fiir  die  im  vorausgehenden  Absdui 
behandelten  Aufgaben,    sondern  bei  der  Construktion  u 
lieber  Figuren   ganz  allgemein   anwendbare   Methode   liefert 
Aehnlichkeit  perspektivisch  liegender  Figuren.    Wie  nun  aber 
erste  Methode  unvermeidlich  ist,  wenn  die  Construktion  auf 
rem  Wege  geschehen  soll ,  so  ist  auch  diese  zweite  Methode 
entbehrlich ,  wenn  die  zu  zeichnende  Figur  sich  nicht  für  die 
GoQstruktioB  eigmet,   also  irgend  welche  Bestimmangen  der  Syor 
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metrie  oder  Regelmfiangkeit  an  sich  trägt.  Obgleich  iiiiii  die 
Aebniicbkeit  nar  ein  besonderer  Fall  der  CollineatioD  ist,  der 
darin  seine  EigenthamiicMceit  hat,  dass  die  Collineationsaxe  Im 
aDendlichen  Raaine  liegt,  nnd  obgleieb  also  auch  hier  nach  den 
Regeln  des  vorausgehenden  Abschnitts  gezeichnet  werden  kann, 
so  bat  dieser  besondere  Fall  doch  auch  wieder  seine  besondem 
Vortbeile  und  Zeichnungsregeln,  welche  an  folgenden  Beispielen 
zu  ersehen  sind. 

XL  Es  soll  die  Aufgabe  I.  durch  die  Aehnlichkeit 
perspektivisch  liegender   Vielecke  aufgelöst  werden« 

Wenn  die  gegebenen  Richtungen  eine  solche  Lage  haben, 
dass  sie  durch  eine  Gerade  in  vier  zugänglichen  Punkten  geschnit- 
ten werden  können,  so  kann  die  bei  I.  gegebene  Construktion  mit 
den  fSr  den  besonderen  Fall  der  Aehnlichkeit  nothigen  Abfinde*» 
rangen  in  Anwendung  gebracht  werden.  Weil  die  Axe '  x  im 
anendlichen  Raum  liegt,  so  müssen  die  Hulfslinien  m  und  mf  ein- 
ander parallel  sein,   wie  überhaupt  alle  homologen  Linien  einan- 

'    der  parallel  sind;  im  Uebrigen  kann  man  ganz  das  bei  L  angege- 

\    bene  Verfahren  wiederholen. 

I  Wenn  aber  die  gegebenen  Richtungen  nicht  gestatten,  durch 
eine  Gerade  in  vier  zugänglichen  Punkten  geschnitten  zu  werden, 
so  gewährt  das  Mittel  der  perspektivischen  Aehnlichkeit  ein  ein- 
fiaeheres  Verfahren,  als  die  Collineation  im  engeren  Sinne,  ein 
Verfahren,  das  auch  sonst  in  ähnlichen  Fällen  anwendbar  ist. 
Dieses  Verfahren  besteht  darin,  dass  man  dem  Vierseit  abcd  ein 
anderes  Vierseit  einbeschreibt,  dessen  zugängliche  Ecken  A,  B, 
C,  D  beziehlich  auf  den  Seiten  a,  6,  c,  d  des  gegebenen  Vier- 
seits  liegen,  und  nun  mittelst  eines  im  zugänglichen  Raum  belle* 
big  gewählten  Centrums  O  und  seiner  Strahlen  OA,  OB,  OC 
and  OD  ein  ähnliches  Vierseit  A'B'C'D'  dadurch  zeichnet,  dass 
man  zwischen  den  Cdlineationsstrahlen  A'B'  \\  AB,  CD'  \\  CD, 
A'CWAC,  B'D'WBD  zieht.  Diese  zwei  homologen  Vierseite 
ABCD  und  A'B'C'D'  vermitteln  die  zwei  Systeme  und  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher  die  Richtungen  m  und  m'.  Zieht 
nan  nämlich  jetzt  durch  den  Punkt  A'  die  Richtung  a'  ||  a,  und 
ebenso  durch  die  Punkte  JB',  C,  D'  die  Richtungen  b'  \\  b,  c'  ||  c, 
df\\d,  so  ist  das  Vierseit  a'b'c'd'  dem  gegebenen  Vierseit  homo- 
\og,  nnd  wird,  wenn  die  Lage  von  A'  zwischen  O  und  A  dem 
Zweck  entsprechend  gewählt  wurde,  lauter  zugängliche  Ecken 
zeigen,  so  dass  die  Diagonalen  M'N' ,  R'S',  VW  gezeichnet 
werden  können.  Die  Richtungen  MJN,  RS,  VW,  welche  diesen 
DiagoniJen  im  System  des  gegebenen  Vierseits  homolog  sind,  ent- 

26* 
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sprachen  der  Aufgabe.  Um  aber  die  letzteren«  etwa  JIfZV,  zu  fin- 
den, wird  man  nur  die  Punkte  91'  und  21'  bemerken,  in  welchen 
der  Umfang  A'B'Ciy  von  M'N'  geschnitten  wird,  durch  die 
Punkte  nt'  und  W  die  Collineationsstrahlen  OW  und  OW  ziehen 
und  die  Schnitt^^unkte  Hl  und  21  dieser  Strahlen  mit  dem  Umfang 
AJSCD  durch  eine  Gerade  verbinden ;  dieselbe  wird  durch  die  unr 
zugänglichen  Ecken  M  und  N  des  gegebenen  Vierseits  abcd  gehen. 

Wenn  bei  der  vorausgehenden  A,ufgabe  einige  Ecken  zu^äng*. 
lieh  sind,  so  lassen  sich  ähnliche  Vereinfachungen  der  Constrok- 
tion  anbringen,  wie  solche  im  vorausgehenden  Abschnitt  für  den 
Fall  der  Collineation  angeführt  wurden.  Es  wird  genügen,  hier 
statt  der  vielen  Fälle  nur  den  fojgenden  ausfuhrlicher  zu  behandeln. 

XII.  Von  dem  zugänglichenPunkte  R  aus  nach  dem 
unzugänglichen  Convergenzpunkte  der  Richtungen  a 
und  d  eine  Gerade  zu  ziehen. 

Nimmt  man  R  (Taf.  VIII.  Fig.  9.)  als  Collineationscentrum  and 
zieht  die  homologen  Parallelen  m  und  m' ,  von  welchen  die  letz- 
tere zwischen  R  und  tu,  die  Richtung  m  aber  so  liegt,  dass  sie 
von  den  gegebenen  Richtungen  a  und  d  in  den  Punkten  A  und 
D  geschnitten  wird,  so  werden  die  Collineationsstrahlen  RA  und 
RD  auf  m'  die  Punkte  A'  und  Z>'  bezeichnen,  weiche  mit  A  und 
D  homolog  sind«  Zieht  man  also  noch  A'S'\\a,  D'S'\\d,  und 
verbindet  den  Convergenzpunkt  S'  dieser  Richtungen  mit  dem 
Centrum  R  durch  eine  Gerade,  so  ist  dieselbe  ebenfalls  ein  Col- 
lineationsstrahl,  welcher  durch  den  unzugänglichen  Convergenz- 
punkt 5  der  gegebenen  Geraden  a  und  d  gehen  wird. 

Zu  einer  anderen  eben  so  einfachen  Auflosung  gelangt  man, 
wenn  man  den  unzugänglichen  Convergenzpunkt  der  Greraden  a 
und  d  als  Collineationscentrum  betrachtet,  wie  vorher  das  Drei- 
eck RAD  (Taf.  VIII.  Fig.  10.)  und  sodann  noch  ein  zweites  per- 
spektivisch ähnliches  dadurch  zeichnet,  dass  man  A'iy  \\  AD, 
A'R'  II  AR,  lyR'  II  DR  zieht  und  dadurch  den  Punkt  R'  bestimm^ 
welcher  dem  Punkte  R  homolog  ist,  und  also  so  liegt,  dass  die 
Richtimg  RR'  durch  das  Centrum,  d.  h.  durch  den  Convergeni« 
punkt  der  gegebenen  Richtungen  a  und  d  geht. 

XIIL  Die  Aufgabe  VL  wird,  wenn  sie  durch  das  Mittel  der 
Aehnlichkeit  aufgelöst  werden  soll,  so  wenig  verindert,  dass  es 
nicht  notbig  scheint,  weiter  darauf  einangehen.  Die  Paukte  O, 
M' ^  Mm  einer  beliebigen  Richtung  bleiben  der  Wakl  jä^erlassen, 
die  Axe  x  liegt  im  unendlichen  Ranm,  alle  honotogen  Bicbton- 
gen  sind  einander  parallel.    Es   wird  datier  cenicen,   einen  be- 
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sonderen  Fall  anzaflQhren,  um  die  Vereinfachung  zu  sehen,  welche 
die  allgemeine  Methode  in  einzelnen  Fällen  erleiden  kann. 

XIV.  Auf  einer  zugänglichen  Richtungr  den  Punkt 
zo  finden,  in  welchem  sie  Ton  einer  unzugänglichen 
Richtung  geschnitten  wird,  die  durch  zwei  zugäng* 
liehe  Punkte  A  und  B  gegeben  ist. 

Man  nehme  auf  der  Richtung  r  den  Punkt  R  (Taf.VIILFig.il.) 
beliebig  und  betrachte  iho  als  das  Centrum  der  ähnlichen  Sy- 
steme; auf  einer  anderen  beliebigen,  durch  R  gehenden  Richtung 
nehme  man  die  homologen  Punkte,  JH'  und  M  jener  Systeme,  so 
siod  hierdurch  die  Systeme  bestimmt.  Nun  ziehe  man  MA,  MB 
uBd  hierauf  M'A'\\MA,  M'B'\\MB,  bemerke  die  Schnittpunkte 
i'  and  B'  i  welche  diese  Richtungen  mit  den  Strahlen  RA  und 
KB  hervorbringen,  und  ziehe  die  Richtung  A'B',  welche  mit  r  in 
einem  Punkte  S'  convergiren  wird.  Zieht  man  nun  M' S'  und 
durch  den  Punkt  ilf  die  Richtung  MS\\M'S',  so  wird  dieselbe 
auf  r  den  gesuchten  Punkt  S  bestimmen. 

Man  kann  auch  den  gesuchten  Convergenzpunkt  hier  mit  Vor^ 
theil  zum  Centrum  nehmen,  die  Punkte  R  und  R'  (Taf.  VIII.  Fig.  12.) 
beliebig  auf  r  anmerken,  diese  Punkte  entsprechend  mit  ^  und  B 
verbinden,  sodann  nach  Belieben  die  Richtungen  RM  und  AM 
und  endlich  noch  R'M'\\RM,  BM'\\AM  ziehen,  so  wird  die 
Richtung  MM'  mit  r  und  AB  in  einem  Punkte  S  convergiren  und 
also  den  gesuchten  Punkt  auf  r  bestimmen. 

XV.  Es  ist  durch  drei  Richtungen  a,  6,  c  ein  unzu- 
gängliches Dreieck  gegeben;  man  soll  die  Höhen  des- 
selben construiren. 

Nachdem  das  Centrum  O  gewählt,  das  dem  gegebenen  Drei- 
seit  a6c  inbescbriebene  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  13.)  und  sein 
homologes  Aequivalent  ^'^'C  durch  Parallelen  zwischen  den  Coi- 
ÜDeationsstrahlen  OA^  OB,  OC  gezeichnet  ist,  werden  durch 
die  Punkte  A' ,  B' ,  C  mit  den  gegebenen  Richtungen  a,  6,  c 
Parallelen  gezogen,  welche  das  Dreieck  A'H'^'  bestimmen,  das 
dem  gegebenen  perspektivisch  ähnlich  ist  und  zugängliche  Ecken 
zeigt.  Construirt  man  nun  die  Höhen  des  Dreiecks  ^'Wi'  und 
sucht  ihre  homologen  Aequivalente  im  System  der  gegebenen  Rich- 
toogen  a,  6,  c  auf,  so  entsprechen  sie  der  Aufgabe.  Das  Letztere 
geschieht  einfach  dadurch,  dass  mah  durch  die  Schnittpunkte  m' 
und  n',  in  welchen  der  Umfang  des  Dreiecks  A'B'C  von  der 
Hohe  ^'W  des  Dreiecks  A'ü'^'  geschnitten  wird,  die  Collinea- 
üoDsstrahien  Om!  und  On'  zieht  und  die  Punkte  tit  und  n,  welche 
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durch  dieselben  auf  dem  Umfang  des  Dreiecks  ABC  bezeichnet 
werden,  durch  eine  Gerade  (£1)  verbindet.  Diese  Gerade  wird 
nämlich  die  durch  das  Eck  ab  gebende  Hübe  des  gegebenen  Drei- 
ecks sein.  Wenn  es  sich  blos  darum  gehandelt  hätte,  den  Fass- 
pnnkt  J)  dieser  Höhe  zu  finden,  so  wäre  derselbe  unmittelbar 
durch  den  Collineationsstrahl  OW  zu  bestimmen  gewesen. 

XVI.  Es  ist  durch  die  Punkte  A,  B,  C  ein  unzo- 
gängliches  Dreiseit  gegeben;  man  soll  seineUobe  con« 
struiren. 

Man  wählt  das  Centrum  O  und  die  homologen  Punkte  M  ond 
und  M'  der  ähnlichen  Systeme  nach  Belieben,  construirt  dann 
wie  in  XIII.  ein  Dreieck  A'B'C ,  welches  dem  gegebenen  ähnlich 
ist,  construirt  die  Höhen  des  letzteren  und  sucht  ihre  homologen 
Aequivalente  in  dem  Systeme  des  gegebenen  Dreiseits  wieder  auf, 
so  genügen  sie  der  Aufgabe. 


D.    Dritte    Methode    der   Construktion   UDzagänglicber 

Figuren. 

Zwei  concentrische  Kreise  sind  fär  ihren  gemeinschaftlicbeo 
Mittelpunkt  als  Centr.um  perspektivisch  ähnlich.  Zwei  solcbe 
Kreise  bestimmen  daher  zwei  perspektivisch  ähnliche  Systeme 
und  gewähren  zugleich  einen  sehr  leichten  Uebergang  von  den 
Richtungen  des  einen  Systems  zu  den  homologen  Richtungen  des 
andern  Systems,  wenigstens  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  die 
Kreislinien  von  den  Riebtungen  ihrer  Systeme  geschnitten  wer- 
den. Denn  wenn  man  an  die  zwei  Schnittpunkte,  in  welchen 
eine  Richtung  und  die  Kreislinie  eines  Systems  sich  schneiden, 
zwei  Halbmesser  zieht,  so  bezeichnen  die  Richtungen  dieser  Halb- 
messer, weil  sie  zugleich  Collineationsstrablen  sind,  auf  der  Kreis- 
linie des  zweiten  Systems  diejenigen  Punkte,  welche  jenen  Schnitt- 
punkten des  ersten  Systems  homolog  sind;  die  Richtung,  welche 
durch  diese  zwei  Punkte  des  zweiten  Systems  geht,  ist  also  der 
gegebenen  Richtung  des  ersten  Systems  homolog.  Man  sieb^ 
hieraus,  dass,  wenn  eine  Richtung  des  ersten  Systems  gegebe« 
ist,  welche  den  zugehörigen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  die 
homologe  Richtung  des  zweiten  Systems  vermittelst  dreier  gei«^ 
der  Linien  ohne  Hilfe  des  Lineals  gefunden  werden  kann.  Sobald 
also  die  zwei  concentrischen  Kreise  gezogen  sind,  so  ist  dei 
Uebergang  von  den  Elementen  des  einen  Systems  zu  den  bomo^ 
logen  Elementen  des  anderen  Systems  auf  rein  linearem  Weg6  iV 
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bevrerkstelligen.  Es  ist  also  einleuchtend,  wie  durefa  die  Construk- 
tk«i  Ton  zwei  concentrtschen  Kreisen  die  im  vorausgehenden  Ab* 
schnitt  behandelte  Methode  der  ähnlichen  und  perspektivisch  lie- 
geoden  Kreise  namhaft  vereinfacht  wird.  Ich  glaube  keck  sagen 
za  durfeD,  dass  diese  Methode  der  concentrischen  Kreise  fiir  die 
vorliegende  Construktion  alle  Vorzuge  in  sich  vereinigt,  um  sie 
for  deo  praktischen  Gebrauch  als  die  beste  empfehlen  zu  können. 
Nur  10  den  Fällen,  wo  überhaupt  die  ähnlichen  Systeme  weniger 
GeDauigkeit  darbieten,  wird  der  Praktiker  ihr  die  erste  rein  lineare 
Methode  vorziehen,  was  namentlich  in  einem  Falle,  wie  der  in 
Taf.  VII.  Flg.  3.  dargebotene,  wo  die  gegebenen  Richtungen  sich 
Qoter  sehr  kleinen  Winkeln  schneiden ,  geschehen  nfCchte.  Ein 
Blick  auf  Taf.  VII.  Fig.  3.  zeigt,  dass  die  Seiten  des  Hilfsvierseits 
^h'dd'  sieh  unter  viel  grosseren  Winkeln  schneiden,  als  die  ho- 
mologen Seiten  des  gegebenen  Vierseits  €ibcdy  und  diese  Gestalts- 
TerhäJtnisse  sind  bei  dem  kleinen  Raum  der  Hilfsgestalt  a'b'c'd' 
offenbar  für  die  Genauigkeit  des  Resultats  sehr  gunstig.  Nicht 
anwendbar  ist  die  Methode  der  concentrischen  Kreise,  wenn  über* 
baopt  die  Umstände  das  Ziehen  von  Kreisen  unmöglich  machen 
oder  erschweren,  alsoz.  B.  bei  Construktionen  auf  dem  freien  Felde. 
Will  man  nun  aber  die  Methode  der  concentrischen  Kreise  an- 
ivenden,  so  ist  im  Allgeme|^n  nur  noch  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  der  grössere  Kreis,  welcher  dem  System  der  gege- 
benen Elemente  angehört,  so  gezogen  werderi  muss,  dass  er  wo 
muglich  alle  gegebenen  Richtungen  schneidet.  Wenn  unter  den 
gegebenen  Elementen  Punkte  sind,  so  wird  man  immer  zwei  der- 
sdben  so  benutzen,  dass  einer  derselben  in  das  Centrum  der 
concentrischen  Kreise  und  der  andere  auf  die  Peripherie,  oder 
aach  beide  Punkte  auf  die  Peripherie  des  Kreises,  der  ihrem 
Systeme  zugehört,  zu  liegen  kommen.  Sollten  aber  mehr  Punkte 
gegeben  sein  oder  die  gegebenen  Punkte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  eben  ausgesprochene  Regel  nicht  ausführbar  ist ,  so  bleibt 
nichts  anderes  übrig,  als  durch  einen  solchen  Punkt  zwei  Sekan- 
ten des  Kreises  zu  ziehen*),  um  denselben  durch  Richtungen  zu 
bestimmen,  deren  Aufsuchung  im  homologen  System  keine  Schwie- 
rigkeit macht.  Es  wird  hinreichen,  zur  detaillirten  Anschauung 
dieser  Methode  ein  Paar  Construktionen  im  Einzelnen  anzugeben. 

XVII.  Es  sind  drei  Richtungen  a,  b  und  c  gegeben, 
die  in  lauter  unzugänglichen  Punkten  convergiren; 
man  soll  eine  vierte  Richtung  zeichnen,  welche  mit  c 
parallel  sei  und  in  einem  Punkt  mit  aund  b  convergire. 

*)  Ein  anderes  Mittel,  welches  durch  die  in  dem  gegebenen  Paukt 
^•Qtergireaden  Tangenten  dargeboten  wird,  ist  unpraktisch. 
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hr  merkwürdige  Sätze  von  der  EUipse  und  von 

der  Hyperbel. 

Von 

dem    Herausgeber, 


E  i  a  1  ei  t  vl  o  g. 

:iem  Briefe  von  Leibniz  an  Huygen«,  der  ohne  Jah* 
rid  Datum  ati^edruckt  ist  in: 

'»nizens   gesammelten  Werken,    aus   den  Hand- 
n  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Hannover,  her- 
ben  von    Georg   Heinrich  Pertz.     Dritte  Folge, 
latik.    Zweiter  Band.    Berlin  1850.    S.  53.  Nr.  XVII. 


o 


r  dem  Titel: 


•  bnizens  mathematische  Schriften,  herausgege- 
'»   C.   J.   Gerhardt.     Erste   Abtheilang.     Band  II. 
1850. 

ich  gegen  das  Ende  folgende,  mit  dem  übrigen  Inhalte  des 
>  in  gar  keiner  Verbindung  stehende  Bemerkung: 

Dans  l'ouvrage  que  j'avois  coropos^  autrefois  sur  la  quadra- 

Arithmetique,  je  trouve  cette  proposition  generale:    Sector 

prebensus   arcu    sectionis   conicae  a  vertice    inci- 

>te  et  rectis  ex  centro  ad  ejus  extrema  ductis,  aequa- 

rectangttlo    sub    semilatere    transverso   et    reeta 

i^±i^dbt^  ete.   posito   t  esse  portionem  tangentis 

vertice,    toter  verticero  et  tangentem  *)  alierius  «x«« 
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treiui  interceptam,    et  rectangulum  sub  dimidiis  late 
ribus  recto  et  transverso   (id  est  quadratum  a  semiaxe 
transTerso)  esse  unitatem.     Est  aatem  db  in  hyperbola 
+  in  ellipse  vel  circulo."  — 

Man  muss  gestehen,  dass  in  dieser  Stelle  eine  ziemliche  Dan- 
kelheit  herrscht,  und  der  Herausgeber ,  Herr  Gerhardt,  hat  uns 
über  deren  Sinn  durch  keine  Erläuterung  aufgeklärt,  sondern  er- 
wähnt  bei  dem  mit  einem  *)  bezeichneten  Worte  nur  ganz  kurz: 

„Hugens  hat  bemerkt:    Secantem.*' 

Da  mich  die  obige  Bemerkung  Leibnizens  sehr  interes- 
sirte,  so  habe  ich  dieselbe  einer  sorgfaltigen  Untersuchung  unter- 
worfen, welche  mich  zu  zwei  Sätzen  von  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel geführt  hat,  die  ich  aus  verschiedenen  Gründen  für  sehr  merk- 
würdig und  für  den  wahren  und  eigentlichen  Ausdruck  der  in  der 
obigen  Bemerkung  Leibnizens  angedeuteten  Sätze  halte;  zugleich 
wird  sich  aus  dieser  Untersuchung  ergeben ,  dass  die  obige  Stelle, 
wie  sie  wenigstens  in  der  von  Herrn  Gerhardt  veranstalteten 
Sammlung  der  Briefe  Leibnizens  abgedruckt  ist,  noth wendig 
manches  Falsche  enthalten  muss,  so  wie  auch,  dass  die  von 
Huygens,  oder,  wie  Herr  Gerhardt  schreibt,  Hugens  *),  bei- 
gefügte Bemerkung  „Secantem^*  wohl  gar  keinen  Sinn  hat. 

Ich  hoffe,  dass  man  die  Sätze,  die  ich,  veranlasst  divch  die 
obige,  freilich  in  mehreren  Beziehungen  dunkle  und  wohl  auch 
manches  Falsche  enthaltende  Bemerkung  Leibnizens,   im  Fol- 


*)  Herr  Gerhardt  sagt  S.  3  :  ,, Diese  Schreibart  des  Namens  ist 
deshalb  gewählt  worden,  weil  alle  an  Leibniz  gerichteten  Briefe  äber- 
einstimmend  unterzeichnet  sind  mit:  Hugens  de  Zulichem/'  Die 
Schreibart  des  Namens  dieses  hochberuhmten  Mathematikers  ist  aller- 
dings zweifelhaft.  Jacob  Bernoulli  (Opera.  T.  I.  p.  195.)  schreibt 
H  V  g  e  n  8 ,  dagegen  an  anderen  Stellen  (z.  B.  T.  I*  p.  458.  T.  U.  p.  94T.) 
sehr  häufig  Huygens.  Johann  Bernoulli  (z*  B.Opera. T.H.p.  1291) 
schreibt  meistens  Huguens,  wenigstens  in  französisch  verfassten  Auf- 
sätzen. Renan  in  allen  seinen  in  Johann  Bernoulli's  Werken  mitge- 
theiltJen  Abhandlungen  schreibt  durchgängig  Uughens.  Reos«  in 
seinem  Repertorium  commentatioanm  a  societatibus  litte- 
rariis  editarum  Tom.  VII.  schreibt  bei  den  Titeln  aller  Abhandlon- 
gen des  grossen  holländischen  Mathematikers  Huyghens.  Da  alle  mir 
bekannten  Schriften  Ton  Huygens  oder  Hnyghens  lateinisch  verfasst 
sind,  so  können  diese  nicht  maassgefoend  sein,  weil  auf  ihren  Titeln  der 
Niiihe  durchgängig  Hugeniusr  lautet.  Was  mag  nun  wohl  bei  der  sieh 
findenden  so  grossen  Verschiedenheit  eigentlich  das  Rkhtig«  sein?  Bei 
^iim  80  bedeateadea :  Malhpniftttk«r  wäre  elae  sidiere  Aufklärang  sehr 
wiasoheatwerlli,   dir  ifb  gernio  das  Archiv  fnifnehmen  wurde. 
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genden  entwickeln  werde,  flir  einen  bemerkenswerthM-  Beitimg 
zor  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel,  un4  zugleich  för  eine  dan- 
kenswerthe  Erläuterung  einer  jedenfalls  sehr  merkwürdigen  Stelle 
in  einem  Briefe  des  grossen  Mannes  halten  werde.  Vielleicht 
werden  mir  Leibnizens  Briefe  späterhin  noch  zu  anderen  ähii* 
lieben  Erläuterungen,  deren  dieselben  in  der  Tbat  an  vielen  Stäl- 
len sehr  bedfirftig  sind,  Gelegenheit  geben,  wobei  ich  immer  auf 
die  von  Herrn  Gerhardt  in  Verein  inlt  Herrn  Pertz  veranstal- 
tete  Sammlung  besonderen  Bezug  nehmen  werde. 


I. 

Wir  wollen  uns  in  Taf.  IX.  Fig.  l.  eine  aus  dem  Mittelpunkte 
C  beschriebene  Ellipse  denken ;  zwei  beliebige  conjugirte  Durch- 
messer dieser  Ellipse  seien  AA'  und  BB'  y  deren  Hälften  wir 
durch  a  und  b  bezeichnen  wollen ;  die  positiven  Theile  dieser  bei- 
den conjugirten  Durchmesser  seien  CA  und  CBt  und  a  sei  det 
von  denselben  eingeschlossene  Winkel  A'CB.  Legt  man  nun  die 
beiden  in  Rede  stehenden  conjugirten  Durchmesser  als  Coordina- 
teoaxen  zu  Grunde  und  bezeichnet  die  vei^nderlichen  oder  laufen* 
den  Coordinaten  in  diesem  Systeme  durch  u,  v ;  so  ist  bekanntlich 


« I 


die  Gleichung  der  Ellipse.  Wenn  nun  ferner  CAi  ein  beliebiger, 
aaf  der  positiven  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegender  Hall^ 
roesser  der  Ellipse  ist,  den  wir  durch  r,  den  Winkel  ACAi  durch 
(p  bezeichnen  wollen,  Va  wird  von  CA,  CAi  und  dem,  dem  Win- 
kel q>  entsprechenden  elliptischen  Bogen  AAi  ein  eUlptischef  Sec- 
tor  begränzt,  dessen  Flächenraum  in  der  Kürze  durch  Sectg>  be- 
zeichnet werden  mag,  wo  dann  nach  einer  allgemein  bekannten 
Formel  der  Integralrechnung 

0 

ist  Die  weitere  Entwickeiung  des  Flächeninhalts  dieses  Sectors 
soll  uns  nun  im  Folgenden  beschäftigen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  A  in 
dem  angenommenen  Systeme  durch  x,  y  bezeichnen;  dann  hat 
man  offenbar  die  beiden  folgenden  ailgemein  gültigen  Proportionen : 

sin  a :  sin  (a -|- 9) = v*:  o; , 
sina:sin9  =***y; 
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woriftiis  9tdi 


sina  ^      sina 


folglich,  weil  Dach  dem  Obigen,    da  der  Punkt  Ai  oder  {ay)   io 
der  Ellipse  liegt. 


ist: 


|sin(«  +  y))^       jsiny  \^ ^^ 
\     asina     i    "*"  Jösinai         r*' 


also 


r«  = 


sin(tt+y)|V     |sipy  |  *' 
asina     '         )6siDa' 


folglich  nach  dem  Obigen : 

Sectg?  = 


'  /         |8in(«+y)|  ^      j  siny  j  ** 


oder,   wie  man  hieraus  leicht  findet: 

O 

ergiebt. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  die^  Punkte  'A  und  Ax  Berfihrende 
an  die  Ellipse  gezogen  denken  und  deren  Durchschnittspunkt  mit 
T  bezeichnen.  Die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte  2ä^^ 
dessen  Coordinaten  x,  y  sind,   ist  bekanntlich 

wo  der  Differentialquotient    7p  aus  der  Gleichung 
entwickelt  werden  muss;  dadurch  erhält  man: 


*)  Dbm  diese  Gleichung  auch  far  tchiefwinidige  Coordinaten  ^Ut, 
weiai  Jeder. 
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also  die  Gleichang  der  BerSfareodeD : 

oder,   wie  sich  hieraus  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  x  und  y 
Statt  findende  Gleichung  bekanntlich  leicht  ergiebt:  ^ 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Durchschnitts^nkt» 
T  der  beiden  durch  A  und  Ax  gezogenen  Berührenden  von  dem 
Scheitel  A  des  Durchmessers  AAi^  nämlich  die  Linie  AT^  durch 
o,  so  wird  dieses  v  offenbar  aus  der  Vorstehenden  Gleichung  er- 
halten» wenn  man  in  derselben  ti=a  setzt»   wodurch  man  erhält: 


6*  a— ^ 

!>:= — • ' 

a         y 

Nun  ist  aber 

a 
also : 


b    j 


woraus  umgekehrt 


folgt;   und  da  nun 


6«— »* 


y=:-  V  a*— a?* 


a 
ist^  so  erhält  man  auch  mittelst  leichter  Rechnung: 

* 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  die  Coordinaten  x,  y  immer  durch 
die  Grosse  v  mittelst  der  Formeln 
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und  daber,  well  nach  dem  Obigeo  für  9)=0  auch  9=0  ist: 


r-7 — : TT-T : Ti  =  2a6*SID  «  /        1a1~Z±  » 

asipa     j  f  68ioa( 


*■      < 


folglich  nach  dem  Obigen: 

o 

Bekanntlich  ist  nun  allgemein 

also,  wenn  man  jetzt  i 

ArctangTT 

den  kleinsten  positiven  Bogen   bedenten   lässt,   dessen  goniome- 
trische  Tangente  r  1^: 


/*'     8t?         1  .        '   t? 
j2:p^  =  jArctangg; 


was  nach  dem  Obigen  zu  dem  fiberaus  merkwürdigen  Ausdrucke 

Sect  q>=ab  sin  a  Arctang  t- 
fuhrt.    Weil  nach  dem  Obigen 


1   a-lrx 


ist,  so  ist  auch 

«  ,  4/  ü  —  X 

Sect  g>=^eö8iiia  Arctang  W  ~r —  • 
Für  x:=Z''^a  wird  (p  =  n,    folglich 

*  * 

Sect  n=ab  sin  a  Arctang  od, 
also 

Sect  n  =:  labn  sin  a, 

welches  daher  der  Ausdruck  filr  den  Flächeninhalt  jeder  der  bei- 
den Hälften  ist>  in  welche  die  Ellipse  durch  den  Diameter  AA' 
getheitt  wird. 
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Ueber  q>^n  hinaus  darf  man  die  Formel 


V 


Sect  q>  =  ab  sin  a  Arctang  7 

nicht  ausdehnen,  wie  aus  der  ganzen  vorhergehenden  Betrachtung 
sich  von  selbst  ergiebt,  und  auch  schon  deshalb,  weil  för  9=:» 
die  Grosse 


V 

l 


V    a-\-'x 


Doendlicb  wird.  Man  kann  sich  aber  auf  folgende  Art  verhalten. 
Es  erhellet  nämlich  aus  dem  Vorhergehenden  und  aus  Taf.  X. 
Fig.  2.,  wenn  wir  die  in  dieser  Figur  durch  A'T'  bezeichnete  Linie 
0'  nennen,  dass  in  dem  Falle,  wenn  q>^  n  ist. 


v 


Sect  q>  =  \abn  sin  a-{-ab  sin  a  Arctang  -7  » 
also 


v' 


Sect  9  =  06  sin  a  (i  jr  +  Arctang  r- ) 

ist    Nun  aber  überzeugt  man   sich  mittelst  einer  einfachen  Be- 
trachtung sehr  leicht,   dass 


\'7t-{-  Arctang  -r  =  Arccot  ( —  -r) 
ist,  woraus  sich  nach  dem  Obigen 


v' 


Sect  (pz=zab  sin  a  Arccot  ( —  -7-) 

ergiebt.     Nach  dem  Obigen  ist  aber,  wenn  auch  in  Taf.  X.  Fig.  2. 
me  früher  AT=zv  gesetzt  wird: 


t>=  b\  — i — 9 


Qnd,   wenn  man  sich  einmal  die  positiven  Abscissen  von  C  nach 
^'*hin  genommen  denkt: 


Also  ist 


V    a  +  ( — x)         V    a^x 

t> AFa-^x      1/ 4/ £i?- 

b      1   a-i-x'     b       1    a— a:' 


TheUXXni.  27 
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folglich 

V    v' - 

und  daher  nach  dem  Obigen   offenbar: 


—  V 


V 


Sect  9)  =  a6  sin  CK  A rctang  -r- 
Also  i^t  für  9<7r: 

Sect<;p  =  a^sinoArctang?  9 
und  fSr  tp^n: 

Sect  (p=inb  sin  a  Arctang  -r- » 
unter 


—  t? 


Arctang  r  und  Arctang -r 

immer  die  kleinsten  positiven  Bogen  verstanden,  deren  goniome* 
irische  Tangenten  respective  7  und  —jt-   sind.      Nimmt   man  iion 

aber  v^=AT  nicht,  wie  bisher,  stets  positiv,  sondern  vielmehr 
von  jetzt  an  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Linie  AT  auf 
der  positiven  oder  negativen  Seite  des  Durchmessers  AÄ  liegt, 
80  kann  man  die  zwei  obigen  Formeln  in  die  folgende  eine  all- 
gemein gültige  Formel 

v 
Sect  g>=ab  sin  a  Arctang  1 

zusammenfassen,  wo  auch  jetzt  Arctang  1  den  kleinsten  positiven 

Mm 

Bogen  bezeichnet,    dessen  goniometrische  Tangente  7  ist. 
Für  9):=;r — a  ist  offenbar  v=+b,   also 

ArctangT  =  A  rctang  (-|-I)=J  91, 

folglich 

Sect  (n — o)  =  iabn  sin  a. 

Für  g>z=:K  ist 


0        1   a — o 


also  Arctang  7=  Arctang  00=4  9f,   folglich 
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Sect  n  =  \abn  sin  a. 
Für  9)=2;c--a  ist  offent)ar  »= — 6,   also 

Arctang%  =r  Arctang(—  1)  =  {n, 
folglich 

Sect  (2^ — et)  =  Ja^TT  sin  a. 

Für  q)=27r  ist  t?  =  0,   also  Arctang?  =- ÄrctangO  =  rc,     nicht 

Arctang^=0,  weil  sich  hier  -.   der  Null  .nicht  vom  Positiven»  son- 
dern vom  Negativen  her  nähert;  folglich 

Sect  27r  =  ahn  sin  ct. 
Weil  hiernach 

Sect(7r — a)=^\abn  Bin  et  9 
Sect  n  —  Sect  (;r  —  a)  =  iabn  sin  et , 
Sect(2?r — «)  —  Sect  7r  =  ia67r  sin  a, 
Sect  2n  —  Sect(27r  —  a)  =  JaÖTT  sin  a 

ist;    so  sieht   man,    dass  jede   zwei  conjugirte  Durchmesser  die 
Fläche  der  Ellipse  in  vier  einander  gleiche  Sectoren  theilen. 

Weil,  wie  so  eben  gezeigt  worden  ist,  Sect 27r  =a67r sin a 
für  jedes  System  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  Flächenin- 
halt der  ganzen  Ellipse  ist,  so  ist  för  jede  zwei  conjugirte  Durch- 
messer ab7c»\xia,  also  auch  ab  sin  a  eine  constante  Grosse,  wel- 
ches ein  anderweitig  längst  bekannter  und  leicht  geometrisch  zu 
deutender  Satz  ist  ^). 


*)  Bekanntlich  ist  auch  a^-{-b^  eine  constante  Grösse.  Dies  lässt 
sich,  beitj^ofig  bemerkt,  vie  es  mir  scheint,  besonders  leicht  auf  f»l- 
g^ende  Art  beweisen.  Die  beiden  Halbaxen  seien  A  und  B  und  in  Bezug 
anf  die  beiden  Axen  seien  x,  y  die  Coordinaten  des  Scheitels  des  Dia- 
Dieters  2a,  so  wie  J?| ,  y^  die  Coordinaten  des  Scheitels  des  Diameters 
2d;  dann  ist  offenbar 

Die    Gleichung  der  Berührenden   durch   den   Scheitel  dei   Diameterg  2fi 
ist  bekanntlick 
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Wenn  a  und  b  die  beiden  Halbaxen   sind»   so   hat  man  im 
Obigen  a=^\n  zu  setzen. 


also,   weil  dieser. Berührenden  der  Diaroeter  2b  parallel  ist, 
Verbindet  man   hiermit  die  Gleichung^ 

(r)-+(%)-=- 

80  ergiebt  sich  leicht: 

also 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

"•"  A^B^         "*"      "•"  ^«^2 

also  ö*+Ä*=i4*+Ä*,  und  daher  ö*+Ä*  constant,  wie  behauptet  wurde. 

Dass  11^ sin»  constant  ist,  kann  man  nun  femer  auch  auf  folgende 
Art  leicht  beweisen.  Es  ist  offenbar,  wenn  wir  x  and  p  als  positiv  an- 
nehmen : 

y   ,  B^x 

_  x^  A^p  ^A^p^  +  B^x''^       A^B^ 

tanga—  ^^  ^2^.  —  (.4a _ B^)xp ""  jA^-B^jxp  ' 

x'A^P 
also 

,  (ii ^  —  B^y  ar»y «  +  (.4«y^  +  B^x^y  _  ( J«+y*)  (i4^y «+B^jr«) 

i-htanga  —  (A«— Ä«)«ar«y«  ~"       (4a  —  Ä«)«a:«y»      ' 

und  folglich 

„S„^._     tangg«     _  A^B^  (jr«  +y«)  (A^y« +^^3?«) 

""1  +  tanga*      (/!« —*>«)«  x«y« '        (4«  —  Ä*)«ar«y«         » 

also 
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Weil  nach  dem  Obigen 

ist,  80  kann  man,  wenn  wir  v  jetzt  wieder  bloss  positiv  Dohmea, 
Sectq>  anch  aar  folgende  Art  ausdrücken: 

Ffir  9><n  ist: 

Sect9)  =  <iesinffY  ^^  ATGtang(-|- V  "xJ- 
FBr  9P>«  ist: 

Sect9>=oi>siD«Y  ^3;|ÄrctoDg(— Y  ^=J. 
Unter 

ArctangC+  V  -j-r)  und  ArGtang(— V  —r^) 

sind  imnier  die  kleinsten  positiven  Bogen  zu  verstehen,  deren  go- 
oiometrische  Tangenten  respeclive 


T   a+a; 


sind. 

Wenn  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  elliptischen  Sectors 
ACAi  in  Taf.  X.  Fig.  3.  bestimmt  werden  soll ,  so  ziehe  man  an 
A  und  Ai  die  Berührenden  AT  und  AiT  der  Ellipse  und  durch 
Ai  die  Parallele  AiB  mit  der  Berührenden  AT;  dann  ist  nach 
dem  Obigen,  insofern  der  Winkel  ^C^^-des  Sectors  kleiner  als 
180»  Ut: 


I  dem  Olligen   Ut  nber 

""  —  A'B^ 

a*6* aina*  ^  A'B* ,    ab  unit  =  AB 
daher  OÖtiaa   conatant. 
iei  der  Hyperlral   hoDD    man  beide  Salze  aaf  ganc  ähnliebe  A 
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Sect  ACAi 

=  ^C.  .^r.sin  C^r.  Y  ^^i^.  Arctangt+ Y^^^^^l; 

dagegen  wäre   in  Taf.  X.  Fig.4.,   insofern  dei  Winkel    ACAi  des 
Sectors  grosser  als  180^  ist: 


:=zAC.  AT. »in  CAT.  V  ^S^-  Arctang  { -  Y 


^AC^BC 
AC+BC 


I; 


in  Taf.X.Fig.5..wäre,    insofern  der   Winkel  ACAi    des  Sectors 
wieder  kleider  als  180^  ist: 

Seet  A  CAi 

=zAC.  ATMnCAT.\^^^.  ATctang\  +  \^^^.U 

endlich   wäre   in  Taf.  X.  Fig.  6. ,  insofern    der  Winkel  ACAi  des 
Sectors  wieder  grosser  als  180^  ist: 

Sect^C^i 

^AC.AT.smCAT ,y    ^^  ,^^. Arctang {—Y  AC—BC 

In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  nämlich  in  den  obigen  For* 
mein  fSr  Sectg)  die  Abscisse  x=  +  BC  zu  setzen^  in  den  beiden 
letzten  Fällen  niuss  in  den  obigen  Formeln  ffir  Sect^)  die  Abscisse 
x=  —  BC  gesetzt  werden. 

Geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über^  so  ist  a  =  6  der  Halb« 
messer  des  Kreises,  und  wenn  q>  der  den  Winkel  des  Sectors 
messende  Bogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreise  ist,  so  ist  offenbar  der  den  Sector  theilweise 
begränzende  Kreisbogen  AAi  =  afp.  Ferner  ist  augenscheinlich, 
wenn  wir  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdeni 
ip<«  oder  tp^n  ist, 

r  =  +  i4r  =  atang49, 
also 

j==-  =  tang4g),  Arctangg-siy. 

Weil  nun  allgemein  für  die  Ellipse 
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Sect9)=(i6sin(iArctang  r-i 

fOr  den  Kreis  aber  offenbar  a=90°  zu  salzen  ist,  so  ist  fär  den 
Kreis 

Sect^  ^  la'9> 
also  nach  dem  Obigen : 

Sectgi^  \a.AAi, 
welches  die  bekannte  Formel  fflr  den  Inbalt  eines  Kreissectors  ist. 
Nach  allem  Vorhergehenden  glaube  ich,  dass  man  mir  beizu- 
stimmen geneigt  sein  wird,  wenn  ich  die  in  Bezug  auf  jede  zwei 
conjngirte  Durchmesser  der  Ellipse  geltende,  buchst  einfach«  und 
elegante  Formel 

Sect9=  oAsinaArctang  r 

für  eins  der  merkwürdigsten  und  interessantesten  Resultate  in  der 
ganzen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  halte. 

Wenn  t  positiv  und  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist,  kann 
man,  insofern  Arctanf^r  immer  den  kleinsten  positiven  Bogen  be- 
zeichnet, dessen  gonioroetrische  Tani^ente  ;  ist,  wie  die  Analysis 
lehrt,   bekanntlich 

*'«"s|  =  i-3(s)   +  s(0  -  jÖ)  +■■•■ 
setzen,  so  dass  also  In  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 
S«t»=a6»m..jj-3(0   +5(5)  -,(j)  +....( 

ist.  Weiter  als  auf  den  Fall,  wo  r  positiv  und  nicht  grSss 
die  Einheit  ist,  darf  man  aber  diese  Formel  nicht  ausdt 
weil  irt  der  Gleichung 

bekanntlich  der  absolute  Wertb  von  ;  die  Cinbelt  nicht  üb' 
gen  darf  nnd  Arctangr  immer  den,  absolut  genommen,  )de 
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positiven  oder  negativen  Bogen  bezeichnet,  dessen  gonio- 
metrische  Tangente   r   ist,  in  der  Gleichung 

8ect  g)=ab  sin  a  Arctang  ^ 

dagegen  7  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  reellen  Werth 
haben  kann  und  immer  Arctang?  den  kleinsten  positiven  Bo* 
geo^    dessen  goniometrische  Tangente   7  ist,    bezeichnet. 


11 

Sei  jetzt  in  Taf.  X.  Fig.  7.  aus  dem  Mittelpunkte  C  eine 
Hyperbel  beschrieben,  und  AA'  und  BB'  seien  zwei  conjugirte 
Durchmesser  derselben ,  deren  Hälften  wir  respective  durch  a  und 
6  bezeichnen  wollen;  die  positiven  Theile  dieser  conjugirten  Durch- 
messer seien  CA  und  CB ,  und  a  sei  der  von  denselben  eioge- 
schlossene  Winkel  ACB,  Legt  man  nun  die  beiden  in  Rede 
stehenden  conjugirten  Durchmesser  als  Coordinatenaxen  zu  Grunde 
und  bezeichnet  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  io 
diesem  Systeme  durch  u,  v\   so  ist  bekanntlich 


a)"-G)'= 


l 


die  Gleichung  der  Hyperbel.  Wenn  nun  ferner  CAx  ein  beliebi- 
ger, auf  der  positiven  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegender 
Halbmesser  der  Hyperbel  ist,  den  wir  durch  r,  den  Winkel  ACAi 
durch  q>  bezeichnen  wollen,  so  wird  von  CA,  CAi  und  dem,  dem 
Winkel  g?  entsprechenden  hyperbolischen  Bogen  AAi  ein  hyper- 
bolischer Sector  begränzt,  dessen  Flächenraum  in  der  Kürze  durch 
Sectg)  bezeichnet  werden  mag,  wo  dann  wieder  nach  einer  allge- 
mein bekannten  Formel  der  Integralrechnung 


Sectg)  =  i  /  ^r^d(p 
o 


ist.    Die  weitere  Entwickelung  des  Flächenraums  dieses  Sectors 
soll  uns  nun  im  Folgeoden  beschäftigen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  Ai 
in  dem  angenommenen  Systeme  durch  ar,  y;  dann  hat  man  offen- 
bar die  beiden  folgenden  Proportionen: 
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sin  a :  sin  (a  —  9)  =r :  AT, 

8ina:sin9>  =  r:^; 
worauA  sich 

sin(a — flp)  sincp 

sina  ^      sma 

folglich,    weil  nach  dem  Obigen,    da  der  Punkt  A^  oder  (x}j)  in 
der  Hyperbel  liegt. 


©■-(0'= 


1 


ist, 


!sin(«»— «y)/  *       I  sincp  1^ l 
asina    (           (6sinai         r*' 


also 


r«  = 


1 


8in(a  — gj)j*        J   sing?    |** 
asina     '  '  6sina  ' 


folglich  nach  dem   Obigen: 


^  I       |sin(a-^ 
«/        /     asina 


6  sin 


in  CK' 


oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


/9  dw 

a*sm  q>^  —  6*  sin  (a — g?)* 
o 

ergiebt. 

Wir  wollen  uns  nun  durch  die  Punkte  A  und  Aj  Berührende 
an  die  Hyperbel  gezogen  denken  und  deren  Durchschnittspunkt 
mit  T  bezeichnen.  Die  Gleichung  der  Berührenden  im  Punkte 
Ai,  dessen  Coordinaten  op,  y  sind,  ist  bekanntlich 

dy 
wo  der  Differentialquotient  ^  aus  der  Gleichung 


(?)•-(!)■= 


1 
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eotvi'ickelt  werdeo  muss;  dadurch  erh&lt  man 

abo  die  Gleichang  der  BerühreodeD: 

oder,  wie  sich  hieraas  mit  Rücksicht  auf  die  zwisdieii  x  jaijj 
Statt  findeDde  Gleichung  bekaontlich  leicht  ergiebt: 


XU     yt> 


BezeichncD  wir  jetzt  die  EDtfemuDg  des  DnrchsdiDittspuiiktB  f 
der  beiden  darch  A  und  Ai  gezogenen  Beruhreoden  von  d« 
Scheitel  A  des  Durchmessers  AA' ,  nämlich  die  Linie  AT,  dvck 
0»  so  wird  dieses  v  offenbar  aus  der  vorstehenden  Gleichung  o* 
halten»  wenn  man  darin  ii=a  setzt«  wodurch  man  erhält: 


6*  a  — X 


Nun  ist  aber 


=  -V^a:«— o«. 


a 


also 


V^a:2_fl2         f   x^a 


woraus  umgekehrt 


X  =:  a 


6^  +  t?» 
6«— 1>* 


folgt;  und  da  nun 


«  =  —  V  or*  —  a* 


Ist,  so  erhält  man  auch  mittelst  leichter  Rechnung: 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  die  Coordinaten  Xf  y  immer  dorcl 
die  Grosse  v  mittelst  der  Formeln 
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rational  ausgedruckt  werden  können.    Hieraus  erhält  man 
und  da  nach  dem  Obigen 


also 


ist,  so  ist 


sin(a  —  d))  sinop 

a?= — \ ^r,  v  =  -v-^r, 

sma  ^      sma 


^ siny 

X  ~~  sin(a — gj) 


sin  g?  26*0 


also 


sin(a  — <p)       a(62  +  o*)' 


tanggj  26*i? 


woraus  leicht 


sin«  —  coscKtangg)       a(6*  +  r2)' 


26*psintt 

tang  9  -  ^  (^2  _j.  ^a)  ^  26«»  cos« 


folgt. 

Weil  bekanntlich 

.        /  X       tanea — taneo) 

tang  (a  —  m)  :=  «—-5 7-^-^ 

^  ^       ^^     1  +  tang  a  tang  9 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  vorstehenden  Werth  von  tang 9 
einfährt,   nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

.        ,  .  a(6^  +  u*)sina 

tang(«_9,)  =  -^g^^_^-__^_ . 

Femer  findet  man  leicht: 

,..  ^  _  g*  (6*  +  v^Y  +  4aAgo  (6* + p*)  cos  a + 46^o« 

+  iangg)  -  | a (6^ +  «?«)+ 26^ cos «P  ' 

l  +  tang(«-v)  -  |a(6Hr')cos«+26«r|« ' 

also : 
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eatwiekeit  werdea  nrass;  d^dmrth  eribik  imb 

^— ^ 

fix""  o^* 

aUo  die  Glricbong  der  Berühreodeo : 

oder,  wie  sich  hieraus  mit  Rückzieht  aof  die  zwisdien  x  und  y 
Statt  findende  Gleichung  bekanntlich  leicht  ergiebt: 

XU     yv  _ 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Dorchschnittspunkts  T 
der  beiden  durch  A  und  Ai  gezogenen  Berührenden  von  dem 
Scheitel  A  des  Durchmessers  AA' ,  nämlich  die  Linie  AT,  durch 
V,  BO  wird  dieses  v  offenbar  aus  der  vorstehenden  Gleichung  er- 
halten, wenn  man  darin  tf=a  setzt,  wodurch  man  erhält: 


Nun  ist  aber 


^      a 


also 


x  —  a         ,4/  ^ — a 
woraus  umgekehrt 

folgt;   und  da  nun 

b     f       ■  ■  . 
y  =  -  Vx^  —  a* 

Ist,  so  erhält  man  auch  mittelst  leichter  Rechnung: 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  die  Coordinaten  Xf  y  immer  darch 
die  Grösse  v  mittelst  der  Formeln 


pon  der  Ellipse  und  von  der  HpperbeL  403 

rational  ausgedrOckt  werden  können.    Hieraus  erhält  man 
und  da  nach  dem  Obigen 


also 


ist,  so  Ist 


sin(cK  —  (p)  sincp 

sina  *^      sma 


^ sin<p 

X      sin(a — gj) 


sin  (p  26*0 


also 


sin(a  — ip)  "  a(6«  +  o«)' 


tang(p  26*1? 


woraus  leicht 


sina  —  cosatangg)       a(6*  +  ü*)' 


26*Dsina 

**"^^~a(6*  +  t>«)+26«rco8ä 


folgt 

Weil  bekanntlich 

tansa — taneop 

tang (a  —  flp) .-=  S-— ? ^   ^^ 

&v       v'/     1  + tangatangg) 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  den  vorstehenden  Werth  von  lang 9 
einfuhrt,   nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 

*^"S(«-^>=a(6«  +  r*)cos«  +  2^- 
Ferner  findet  man  leicht: 

^_  a*(6»+t?y+4a6«p(6*+g«)cosa+46M 
l+tangg)»-  jo(6«  +  tJ*)+26»rco8al« 

-     ,        ,           ^     a«(6« +  r«)*  +  4«6*p  (6« +  p*)  cos  a+46M 
l  +  tang(«^ip)«  = |a(6«-H^ca»a^-26«^P ' 

also: 
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4ÄMsina« 


sing)«=-a 


a*  (6«  +  tJ«)*+  AabH  (6* + v^)  cos  a  +  46*t>* ' 
sin  (a  -  9;  -  ^2  (^2  ^.  ^2)2  ^  iabH  (6*  + 1?«)  cos  a  +  46M ' 


und: 


CO»  9^  —  ^2  (^2  _|.  ^2)2  +  4a6ap  (6*  + 1?«)  cos  a + 464»«  * 

{a(&g+i?g)cosa+26^P 

cos  (a  -  <p)  -  ^a  (^2  _,.  ^2)2  ^  iab^  (6« + tJ«)  cos  a  +  46V  * 

Endlich  erhalten  wir  ans  der  Gleichung 

V  2bHsma 


durch  Differentiation  leicht: 

8<p  2o62(6«— tJ«)sina 


cos  9>«  ""  { a  (6*  +  «>2)  +  26«p  cos  « |2 
aUfo  nach  dem  Obigen: 


Sv,  . 


^^  ""  o« (62+ 1)2)«  +  4o62r  (6«  + 1)*)  cos  a  +  46%*  ^^' 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

N^ = a«  (6* + 1>«)«  +  4a6*p  (6« + «>«)  cos  a + 46  V , 
so  ist 

isin(tt~y))  V     /b^  +  v^y       (  siny  |  «      /26o\* 


und 


j.         2a6«(62— t)2)sina^ 

dgp  = -j^ öv; 


also 

d^ 2a6g(6«— t?2)sin« 


|sin(«— y)|  *_^  1  sinyi  «"~(6«  +  tJ«)«— 
/     er  sin  CK     \  ibsiuci 

folglich,  weil 

(6«  +  !>«)«— 46%)«  =  (6«—  »«)« 
ist: 


46  V  ^^' 
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85p 2«6^8in  a  ^  . 

.  sin(«— y).«       .    siny^«'-    63—1?«    ^' 
^      asina     '         ^6sina' 

and  daher,  weil  nach  dem  Obigen  für  9=0  auch  o=0  ist: 

csin(«-y),'       .    8iny     »'=^°^'«'"«/      6^3^ ' 
ö 

folglich  nach   dem  Obigen: 

Seciq)=:ab^8\naJ      gäz:^- 

o 

Allgemein  ist  nun 


and 


J  63~r«-26  ?J  6+;+/  5^=^^ 


also 


/i 


3»     _  _1 1  ^  +  ^^ 


and  daher  offenbar  auch: 

/^«^      8p  1  .6  +  t? 

0 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

Sectop  =  4a6sinal  t , 

oder 

Sect  g)  =  ia6  sin  a  I . 

Wenn,  wie  in  Taf.  X.  Fig.  8.,  der  Halbmesser  CA^  auf  der 
negativen  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegt,  so  hat  man  die  fol- 
genden Proportionen : 


408  Grüner ti    Zwei  sehr  merkwürdige  Säi%e 

dg>  = ^ä 8»5 


^     asina    '  ^Asioa^ 

folglich,   weil 

(6«  +  tj«)«— 46«ra  =  (6*  -  ü«)« 

Ist: 

dop                                 2a6^sina^ 
80, 


^     asina     '         ?6sina' 


und  daher: 


?     osina     ^         ^6sina^ 


o 
folglich  nach   dem   Obigen: 


/»     8» 


o 
also,   weil  nach  dem  Obigen 

1  .Ä  +  t> 


0 

Ist: 

b  '4'  t? 
Sect  y = — 406  sin  a  I T3- 

oder 

Sect  y  =  iab  sin  al  jq—  > 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  v  negativ  ist. 

Man  hat  also  in  den  beiden  vorher  betrachteten  Fällen: 

Sect  (p = \ab  sin  a  I  j^— 

and 

_.  ,   ,   .     1^ — ^ 

Secty  =  4a6smaiT-j— t 


von  der  Ellipse  und  non  der  Byperbel.  408 

wo  im  ersten  Falle  v  pojsitiv,  im  zweiten  Falle  o  negativ  ist 
Nimmt  man  nun  ab^r  wied^  v  stets  positiv,  so  erhellet»  dass  man 
in  völliger  Allgemeinheit,  der  Halbmesser  CAx  mag  auf  der  posi- 
tiven oder  auf  der  negativen  Seite  des  Durchmessers  AA'  liegen» 


oder 


Sect9=  ia6sinaljr;;;;j- 


Sect9>  =  ;a6sinal  


setzen  kann.     . 

Bekanntlich  gilt  nun  die  Gleichung 

lj3|=2(a;+J:r»+^^»  +  }a:^  +  ....), 


{-I<ar<  +  1) 


1  +  - 


also  ist 


weil  natürlich,  insofern  Sect(p  eine  endliche  reelle  GrOsse  ist, 
vermöge  des  obigen  Ausdrucks  des  Flächeninhalts  dieses  Sectors» 

r  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss;  folglich  ist  nach  dem  Obigen: 
Sect9>  =  a6sina.^^-f-iQ^  ^^\bj   ^^\h)   '^"**i' 

Weil  das  hier  immer  als  positiv  betrachtete  vz^b\      _, 
ist,'  60  ist  nach  dem  Obigen 

Sectg)  =  4a6smttl    ^  — >  > 

also,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  unter  dem  Zeichen 
des  natürlichen  Logarithmus  mit  dem  Zähler  dieses  Bruchs  mol- 
tlplicirt : 

Secta>  =  labsinal ^  =  ia6sinal|  — h  — — ^—  1 

oder,  insofern  ^  als  positiv  angenommen  wird: 
Theil  XXni.  28 
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Sect9>=  Ja6sinal(  — +?-V 

Für  die  Azen  der  H3rperbel  ist  dieser  Ausdruck  unter  der  Form 
Secitp=^\ab\(  —  -\-%-j   längst   bekannt,    und   es    ist  gewiss  sehr 

merkwürdig,  dass  derselbe,  nach  blosser  Multiplication  mit  sino, 
für  jede  zwei  conjugirte  Durchmesser  überhaupt  gilt.  Für  das 
hyperbolische  Segment  ABiAi  (m.  s.  die  Figuren)  erhält  man  aof 
der  Stelle: 

AB^Ai  =  i  sin  a  t  ary  —  «^ '  (f  +  f )}• 

Andere  Betrachtungen  über  diese  interessanten  Gegensübide 
will  ich  jetzt  nicht  welter  anstellen. 


Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen. 


Tob 

Herrn  Doctor  Büttel 

in  Hamburg. 


Durch  den  Aufsatz  Nr.  V.  im  Archiv  Band  XXI.  wurde  idi 
auf  eine  von  mir  früher  bearbeitete  Aufgabe  zurückgeführt,  welche 
darin  bestand,  die  Curve  zu  untersuchen,  deren  Coordioateo 
Uf  V,  w  durch  die  unendlichen  Reihen 

x^  x^  x^ 

"'='*+ 17273  +  r:2X.:nB  + 1,2.3....9+~* 

X  ^       x^  x^  x^^ 

•"^  T  +  1.8.3.4  +  1.2.3....7  +  1.2.3....10  +  ""' 

X^  x^  x^  x^"^ 

•^'^172  +  1.2.3....6  +  1.2.d....8  +  1.2.3....11  ■*■•••• 
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gegeben  sind. 

Da  die  Addition  dieser  drei  Gleichungen  tt-{-t>-f-ti'=6'  ergiebt 
and  die  Differentiationen  nach  ^  unmittelbar  die  Relationen  liefern: 

du  e%  8ü  82p  g^  3«^ 

0^=*^'  äi"5=^5   g-=i*,    g^=to;    g^=t.,    g^=u;  / 

80  erhält  man  durch  Substitution  in  obige  Gleichung  U'\-v-\-w^=^e* 
folgende  drei  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung: 

8*t>       8d 

deVen  Integration  sich  aus  dem  in  Moigno  calcuL  int^grat^ 
trente  septi^me  le^on  248.  III.  i,  dargestellten  Integral  der 
DiffereQtialgleichnng 

Dx^y + AiDxy  +  A^ = X 
einlebt.     Dieses  ist  daselbst: 

y=z  -f-{sintx(Ci  +/A'e-«'co8gar8a:)  +  co8j;ar(Gj— /Jf6-«'sin forSd:)}, 

wenn  die  Hulfsgleichung  v^-f  ^i^  +  ^2  =  0  ^^t,  und  die  Wurzeln 
derselben 5  da  sie  imaginär  sind^  diese  Gestalt  haben: 

Berechnen  wir  hiernach  eine  der  obigen  Differentialgleichun- 
gen, etwa  -K-  +  ö~+M=e*,  so  erhalten  wir  folgende  Beziehun- 
gen   znm  dargestellten  Integrale. 

Da  die  Wurzeln  der  Gleichung  v*+v+l=0  die  Form  haben: 

^iST^  ,      tV3. 

so  ist 

a  =  —  5,   fc —  — 2~  9 

folglicfa 

28* 


419       Bnttei:    h 


ie  lotegnle  en>dMB  «dta»  da 


am6x — 4€««4^ 


1  V  3 

wenn  n»  as.^,    A  =  -^s«*«t,  '••^««fc m^  nach  leichter  Rech- 
xmo%  erbÜt: 

V3  vT    ,     1         Vs 

V^3  V"3  1  V3 


Setzt  man  statt  der  CoMiutan  Ci  +  C^  tmd  ^ ^    w-w-__ 

lieh  C  oncf  C^,  »^  wifd  '^^  »eaög. 


2         2V~3 


I>i6  t<nmt«nttfn  C  und  6^^  b^sttoHWii  skk  au»  An  keid 
diDgangen:   ftf  ^=0  mrd  «=  1  «nd  ^=*;  also 

fiildd  man  d«ti  Ad«dra<}k  ^,  im  «rgMM  «ich: 


xweiter  Ordnut^  %wt»eAen  »»ei  Vatlabeten. 
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Nach   Ausführung    einiger   Reductionen ,    indem  sich   einmal 
—  J  sin -g-^  cos -Q-ar  gegen  +  Isin -g-ar  cos -^-ar   weghebt  und 

1      ys  ^  .  ^sT^  .    1 


=  {cos*-s-ar  +  sin*-5-x}=:— 7^  wird,  erhält  man: 


V3 
1«  ==  je'  -f  j6-i*  cos  -^  a:.  (5) 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  geschlossenen  Ausdrucke 
ffir  f>  und  to  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  finden,  nur  dass  bei 

der  Constantenbestiramung  für  ar  =  0  g-  =  l   wird,    was   bei   der 

du  .Shi 

Berechnung  zu  berücksichtigen  ist.    Da  jedoch  gz=«'  «nd  ö^=» 

ist,  so  lassen  sich  v  und  w  durch  die  Differentialquotienten  erster 
und  zweiter  Ordnung  herstellen.  Fuhrt  man  die  Differentiatiooen 
wirklich  aus,  so  ergiebt  sich: 

g^=Je*— aC-»*cos  -^-ar— -^e-**  sin-^ar=w.       (6) 

8*ii  V3  1  V"3 

g^=Je*— j6-i*cos  -2"ar+  -^e-^^sin  -^a:=:v.       (7) 

Und  hierzu  Gleichung  (5): 

vT 

4«'  +  I«""»*  cos  -o"^  =  ^' 

Diese  Ausdrucke  müssen,  wie  es  auch  der  Fall  ist,  summirt 
die  Gleichung  U'\-v-i-to=  e'^  geben.  Nach  dem  Obigen  mfinseo 
auch  die  Terschiedenen  Differentialquotienten  von  v  und  w  wieder 
auf  tt  zurückfuhren,  wovon  man  sich  durch  die  Rechnung  überzeugt 

Wenn  die  Grössen  u,  v,  to  als  Coordinaten  im  Raum  ange« 
nommen  werden,  so  ist  die  daraus  zu  bestimmende  Curve  eine 
Curve  doppelter  Krümmung.  Durch  Elimination  von  x  ergeben 
sich  zwei  Gleichungen,  welche  zwei  Oberflächen  repräsentiren, 
deren  Durchschnitt  die  Curve  doppelter  Krümmung  giebt.  Be- 
zeichnen wir  die  Gleichung 

M  +  r  +  tr  =  c*,  (6) 

welch«  wir  als  Folge  der  Gleichungen  (5),  (6)  und  (7)  zu  HfiUe 
nehmen,  durch  (8),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  von  (8)  io 
(5),  wenn  man 


»»ei$er  Ordnung  metuAen  %vei  Varia6tlm. 

V  K  +  O  +  UJ 


3Vu+t>  +  » 


«08-3-x=  i(2tt  —  r— m)  Vu  +  r  +  w- 
Polglicb 

Bin^*=V  1-  cos»^:»  =  1  \^4-(2«-t> -«.)•(«+»+«) . 

Setzen  wir  die  Werthe  fflr  coB-q-a:,  ßin-s-«,  e*  uod  «-i« 
in  eioe  der  Gteichuogen  (6)  oder  (7),  etwa  in  (7),  an  ergiebl  sieb: 

^_«  +  i?-fM     (2«— B— «>)V«+p  +  ti. 
3  öVw+o  +  tt 

1 


»der 

1  1 


1V4— CiM— r-w)«(w+c  +  M) 


lV4— (2«— r— »)"(«+!'+«')■ 


Quadriren  wir  diese  Gleichung,   so  linden  wir: 

3(B-«.)*(u+r+«p)  =  4— (2t»-o-«)"(«+«+«J. 
ind  nach  Ansfnbning  der  Rechnang: 

3wB*  +  3wM!'— 6«j)Mi  +  3i)' — So*«? — 3t!«i'+3w' 
=4-4i(«  +  3«t>«+3a«)«+6Mt«— »■— 3c»io-3pw«— 

oder 

— l2t«fw  +  4B*  +  4w>— 4  +  t(«=0 
oder 

«»+»•+"'— 3i»w— 1=0. 
Foner  giebl  die  Sabtractioo  von  (6)  und  (7): 
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nDd   da  x  =  \(u+v  +  k)  iai;  f 


"-V3YST5+;" 

und  die  Addition  von  (6)  und  (7> 


r 
/ 


;dcD  iät 


bat  nu 

rotirendio 

radyi» 

nnige  R«t»- 


^,  — a;,siDa>(i— li^, 

,  von  deren  negativem  oder  posi- 
ie  Bewegung  in  demselben  odec  s 
e  die  der  a;-  und  yAxe  gesdiiekl- 

en  die  beiden  Hauptazeo  m^f 


«erden  die  neun  Coe^cienteni 
-otatoriscb  beweglichen  HauptU« 
-  und  ^Axen  bestimmt  ist,  pent- 
^enn  man  also  eelzt: 

K  %  +  «, 

hfi'y+c't, 

)  und  i)  näher  bestimmten  (nu* 
nd  a,  b,  c,  a' ,  b' ,  c' .  a",  bf,  e* 
gewisse,   vollkommen  angebbv* 

venn  man  die  Positionen  dei  be- 
weglichen Körpers  während  einer  begränzten  Zeit  T  kennt,  man 
daraus  alle  zukOnftigen  und  vergangenen  Positionen  le lebt  ablöten 
kano.  Es  sei  z.  B.  die  Lage  des  Körpers  zur  Zeit  t  gegeben  mid 
man  solle  die  zm  Zeit  t^iT  (wo  >  irgend  eine  ganze  Zahl  isi) 
8lBtt£iidende  bestimmen,  so  drehe  man  den  Körper  KQOiBtnmdii 


RepoUUkmskihrp.  in  PumeHonen^  weiche  äieZeii  expiiciie  eiMaOen.  419 

\  d.  h.  am  die  Riebtang  der  Schwere,  um  einen  coostanten 

\V  mFT\   alsdann  drehe  man  ihn  um  die  ZiAxe,  d.  h.  um  die 
'  seiner  Revolutiousaxe ,  um  einen  Winkel  — OT  (beide 
"L  mögen  in  demselben  Sinne  wie  die  anfängliche  Bewe- 

^^         *<*irpers  geschehen).     Hierauf  wird  man   die   verlangte 
^^  Die  entgegengesetzte  Di^hung  muss  man  anwenden, 

eit  t — iT  gehurige  Position  gefunden  werden  soll 


» _•. 


\ 


II   • 

n  Coefficienfen   der  Bewegung  und 
*^  *^ windisrkeiten  durch  die  Zeit  ver- 

'liptischen   Functionen.  - 

.eil  wir  überall  die  Bezeichnungen  von  Pois- 
^ue  Tom  II.  §.  425—429.)  gebrauchen. 

^  und  C  seien  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  j?i-  und 
^lAxe. 

M  die  Masse  des  Körpers,  g  die  Schwere,  MgsxP, 

y  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  oti^i Ebene. 

n  die  Umdrehungsgeschwindigkeit,  parallel  mit  derselben  Ebene. 

/  das  Moment  der  GrGssen  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die 
vertikale  Axe  der  z. 

h  die  bei  der  Bestimmung  der  lebendigen  Kraft  vorkommende 
•  Constante. 

<^i9  ^f  ^  <ll6  ^r®^  Wurzeln  der  cubisch^n  Gleichung 

(2^PyH-^A)(I-|^)-(Cwg-0*=0, 
0^3  ist  immer  negativ  und  >  I. 

k    der    Modul    aller    vorkommenden    elliptischen    Functionen 


-V 


«1— «2 


«1—03 


K  der  elliptische  Quadrant  s=/ 


n 


d<p 


VJ-ifeVm«y 


i=V=l,    siu2amiax  =  ^^,  sin  «am  (toa  +  Äy  =  ^^ 
=3sin«coamt£r2  oder,   was  dast^lbe  ist: 
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und   da  ar  =  l(M+t>  +  tr)  ist: 

VoVM  +  r+t©  ^ 

und  die  Addition  von  (6)  und  (7): 

\^3 

r  +  fc= «c*  —  1^-i*  cos  -2"  ^  > 

und  nach  Einführung  der  Werthe  von  e*,  e~**  und  a:: 

1  "  V^3 

t?  +  tr=  I  («  + t?  +  w)~  1.77=======  cos -^stK« +  <>  +  ») 

oder 

«»  3Vm+u  +  ii?  ^ 

Dividire  ich  diese  Gleichung  In  die  Gleichung  fär  v  —  u>f  so  er- 
halte ich: 

v-'W  1    ,  »V3,, 


oder 


„.+.+„,=  i«.^{^^}        (10) 


2^ 


als  Gleichung  der  zweiten  Oberfläche. 

Dies  Resultat  stimmt  mit  dem  im  Aufsatze  Nr.  V.  Band  XXi* 
vollständig  libereln.  Die  Diskussion  der  Curve  selbst  erfordert, 
wenn  auch  einzelne  elegante  analytische  Formen  sich  ergeben, 
doch  sehr  verwickelte  ReStnungen,  und  würde  daher  hier  zo 
weit  führen. 
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Losung  des  Problems  der  Bewegung  eines  festen  schwe- 
ren, um  einen  Punkt  der  Umdrehungsaxe  rotirenden 
Revolutionskorpers   in   Functionen,    welche   die   Zeit 

explicite  enthalten. 

Von 
Herrn   Doctor  L ottner, 

Lehrer  der  Mathematik   nnd  Physik   an  der  Realschule  zu  Lippstadt. 


1. 

C.  G.  J.  Jacob i  hat  in  seiner  berühmten  Abhandlung  int 
398ten  Bande  des  Crelle* sehen  Journals  die  Rotationsbewegung 
eines  beliebigen  Korpers  um  einen  festen  Punkt,  %^'enn  keine  be- 
schleunigenden Kräfte  wirken,  bestimmt,,  und  zwar  so^  dass  alle 
zur  Kenntniss  der  Bewegung  nöthigen  Grossen  explicite  durch 
die  Zeit  ausgedrückt  sind.  Er  fand,  dass  dieselbe  sich  aus  zwei 
periodischen  zusammensetze,  deren  Perioden  im  Allgemeinen  un- 
ter einander  incommensurabel  sind.  Diese  Periodicität  ging  klar 
hervor^  wenn  man^  anstatt  die  x-  und  ^Axe  in  der  unveränder- 
lichen Ebene  als  fest  anzunehmen,  denselben  in  dieser  eine  ge- 
wisse gleichförmige  rotatorische  Bewegung  ertheilte.  Dann  werden 
die  neun  Coefficienten ,  durch  welche  die  Richtung  der  Hauptaxen 
bestimmt  wird,  periodische  Functionen  der  Zeit-  Auf  ganz  ähn- 
liche Weise  kann  man  auch  den  Fall  behandeln,  wenn  ein  schwe- 
rer Rotationskörper  um  einen  Punkt  seiner  Rotationsaxe  pendulirt, 
einen  Fall,  den  schon  Lagrange  auf  Quadraturen  geführt  hat. 
Diese  Bewegung  setzt  sich  dann  aus  drei  periodischen,  im  All« 
gemeinen  unter  einander  incommensurabeln  zusammen.  Man  kann 
sieb  dieselben,  auf  folgende  Weise  deutlich  machen: 

1)  Man  ertheile,  ebenso  wie  Jacob! ,  In  einer  horizontalen, 
darch  den  festen  Punkt  gehenden  Ebene  den  Axen  der  j?  «od  y  eine 
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2- 


Da 


= 2«!« 


ist,  80  haben  wir  zar  BesümmuDg  yon  i^  die  Gleichung: 
oder  nach  (4): 


xo    A      Cn~l  r  du 

/   1  f  1 Bin^mtt 


Cn+l 
1  + 


H    /* du 


(5) 


(6) 


y — ^  ist  eine  positive  Grosse,   -yT — ~  *s^  ebenfalls   positiv 
und  kleiner  wie  1,  k^  war  gleich  -^ — -^;    da  aber  —  a.  nach  dem 

Vorhergehenden  grösser  wie  1  ist,  so  ist   }.       >jfc^und  <1.  Man 

muss  also,  um  die  vorstehenden  Integrale  auf  die  Jacobi'scbe 
Form  der  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung  zu  bringen  (siebe 
Fundaroenta  nova.  pag.  170.)»  setzen: 

?ä~3=:  _  ^2  gin  «am  löj  =  —  ife^sin  ^s^ , 

i  ,   ^  =  Ä^sin  *am  (ia^  +  K)  =^^8in^oam  iaj=^*sin*«2' 
Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  leicht  die  folgenden : 

Nach  diesen  Substitutionen  nimmt  die  Gleichung  (5)  die  Form  an : 

(8) 

2(Crtftt — 0        (Cw— Osin^i      /^X;^ingiC08gt^g|Sin^mtiA 
^♦"♦o)2»»J~    j_^^a   *'+(l-fi^)co8«i^/fiJ       1— Ä«sin«^6A8in«ami« 

(Cn+/)  sin  g^      /^A:*sincaC0flga^^8i»*aiPtiifu 
""  (l+«i)co8gj-^«at/         1-— A'sin^sin^tmtf 


0) 


HetehiHoMkörp,  in  Functionen,  welche  die  ZeU  explicite  entkaiten,  4äS 

Es  ist  aber 

sing^ yfcti  —  «3 

(1— «i)  cose,z/ei "-  V"_(i_c^j(i««^)'^iZ::^) ' 

singg     V  cfi  —  «3 

(l  +  ai)cosea^""  V(l  +  «i)  (1  +  «a)  (iT ^' 

ßerjlcksichtigt  man  ferner  den  Werth  von  m  und  macht  von  der 
JacobTschen  Bezeichnung  Gebrauch,  so  verwandelt  sich  (8)  in: 

(9) 

OicTi  — /  u    ^    Cn  —  l  1  X»,     .    V 

CM-/  1 m     •      .IT. 

~V2J-Py\^^T^(l+«»)(l+^  "^"'  "'»  +  *^- 

Die  Grossen 

V^2l^  V-(l-«i)(l-aa)(l-a8)  und  V^7V\^(l+«i)(l+«a)(l+«3) 

werden  erhalten,  wenn  man  in  ^Tß  für  |  respective  +1  und  —1 
setzt;  in  diesen  Fällen  wird  die  Wurzelgrösse  i{Cn — t)  und 
-t(Cit-fO'    Also  ist  das  Resultat: 

Nach  den  Formeln  der  ,^Fundamenta''  pag.  146.  folgt  hieraus: 

Cnui—lu       .dJogÖiffi    rf.logÖ(ta4+Ä')j 

"*■  2»  '^  0(t«  +  ««2  +  K)  B[u  +  tOi )  * 

Es  muss  nun  noch  das  Glied  -= — -*— «-  umgewandelt  werden.  Be- 
zeichnet  man  die  Wurzelgrossen  in  (9)  mit  Rx  und  R-\,  so  ist 

— 2tY=  WYÄVy  (fi,  +  ß-i) ,    2t Ol  =  VfÄPy  {R^  —  Ä-i), 

2i(Cwai  -/)=  V2::?^t  (1  +  «i)  /?!  +(l-«i)Ä-i), 

2i(Cnttt~/) 1^  I    Rx  R-i 

(l_aj2)  V^23^V^^^=^^""'V^^r^^  (l  — «1      l  +  «i 

cos  am  tgj  ^amta,      cos  am  (ina  +  ü^)  ^am  (tCT2  +  ^) 

sin  am  iö^        ^  sin  am  (ia^  +  Ä) 

Theil  Will.  29 
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MtoM^nk— 


'  resten 
"^ultat: 


abeo  wir  zar  Bestimm 
Cncos-Ö»— / 


1      /"Cncc 
'mAj        sin«^ 

h  (4): 


dvL 


Cn  — 


''la+A:) 


> 


■^*o):=^'. 


—  ist  eine  positive 


er  wie  1,  k^  war  gl^i 

banden  grösser  wie  M 

),    um  die  vorstehen  ^ 
elliptischen  Function  ^" 
enta  nova.  pag.  1741> 

— = — Ä*  sin  *am  ifl, 

-5!?»  =  Ä«sin«am(iaft  + 
en  Formeln  ergeben 

«1  — «8 


%^—l 


%= 


«1 


cos 


CO/S 


»en  Substitutionen  d 


4, 
♦     f     , 


(Cn +  /)  sin  g^ 
(1-f  «^i)cosaa^£2 


/ 


(11) 


'  '"  den, 
an. 


•i'so 


''^eit 


T 


pro- 
Zeit  t 


»lindert 


»*> 


^en* 


^*Ue  7»^ 


) 


cu 
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»ebenen  Wertbe  der  a  den  C08#  durch   die 
;en.    Es  ergiebt  sieb: 

_8in*^_-f8m*i, 
'""sin'ei  — sin*^' 

aggfaigaffas  +  jg) 

2H'(ig,-hA:)e»t<ii 


.in9e,—      IPioiÖ2(foa+Ä)— e^'u,Ä»(Mi,+Ä)' 
:1}  Seite  I7S.  der  „Fundanieiita  nova": 

lUsdrücbe  aucb  folgendennassen  schreiben; 

(12) 


2g«i«,^tffg-fg) 


.)sin'aini«=-:— ^ — — ■— i ;— 5 ;— «— sln'aln^ 

-'  sin"«,— sin^Ej     sin%  — sin^Eg 

-  sin  'cgsin^am  w)  +  sin  *£,  (1  —  A'sin'fiSin'am  w) 
sin^Ci — sin^Ej 

IS  der  Formel  (3)  Seite  152.  der  „Fundamenta" 

u — «i)=  (  ~äö~)    (1— Ä'sin'anioBin^ani«) 

halten : 

(13) 

"*=  HOC«,  +oJ  +  «)H(i(o,-"s)-I) 
■ii.+>r)9(ii-io.-A:)+H'(ig.-fg)«(i<+ia,)»(»- 

ificienten  c  und  c*   zu   bestimmen,   moss  inui 
te  ^Functionen  ausdrüclien.    Man  hat 
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sin  «{>  =  (1 — cos  ^)  (1 + cos  B) 
— (I— aj«)(l— ife2sin«fisin2arati)  (1  -k^sm^B^sXnHmu) 

nach  der  ebeo  citirten  Formel 


4sin^Ci8in% 


&*0N 


folglich  mit  Benutzung  von  (12): 

'JiHiai  H(tOa  +  K) VlV 

H[iiat  +  oa)  +  Ä J Ä[.(a, -fla) - K]  ©*m' 

Man  erhält  durch  Multiplication  von  (II)  und  (14)  die  Werthe  »on 


8in^  = 


(14) 


II 


+ 
+ 


I 


+ 
s- 

'S" 

'S" 

I 

^' 

'S" 

I 

l- 

I 


II 

o 

CA 


II 


a 
+ 

r— 

I 
I 


19 

s 


35 

+ 


+ 


I 

I 

8" 

I 

1- 

I 


II 

09 

a 
oe 


-Ol 
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4. 


Wenden  wir  uns  nun  zur  Bestimmung  des  Winkels  9).    Der- 
selbe war  durch  folgende  Gleichung  gegeben: 

Cn  — /cos -^   d^ 


sin^        Vä 

Nach  einigen  Umformungen,  die  denen  In  (2)  vollkommen  analog 
sind,  nimmt  die  Gleichung  die  folgende  Gestalt  an: 


n(A  —  C) 


oder 

<p^9,o=^^^tt  +  jiI(t«,««i)-|jI(«,*a2+«^      (16) 

80  dass  sich  also  der  Werth  von  9  in  Hinsicht  des  Gliedes ,  das 
ao8  elliptischen  Functionen  dritter  Gattung  besteht ,  nur  durch  das 
mittlere  Zeichen  von  dem  Werthe  von  t/;  unterscheidet.    Ferner  ist 

(17) 

Cn(A-C)       Cn-'lai        /dAo^&iai    d.  loge(iaa+ jg)^"| 
mA      \l^ai^)mA    \      da^  5^     JT 

\^       S{u — ia{)  e(u  +  ia^  +  K) 
"*"  2i  '^^  e(u  +  iai)  0(tt  -  tcji—  Ä)  ' 

Darch  eine  ähnliche  Rechnung  wie  im  §•  IIL  findet  man: 

(18) 

Cn — fat     cosam  ioi  J&mioi       cosam(iflt-|-  K)  A  am  (fuj  +  K) 

(l— ai*)m-4  tsinamtai  t  sin  am(iä^Hp7) 

Cn    JBi — R—\  _^  cos  am  tq^z/ am  tat  /| 

wiJ  i^^^^'^  "^        isinamtox        ^        *^ 

cos  am  (tog  +  jg)  ^  am  (tflg  +  K)  ^,         . 
•"  tsinam(tVi,  +  Jf)  (*  +  «i)- 

Nach  einigen  Verwandlungen  ergiebt  sich  hieraus: 
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(19) 
Cn  2  \  ^^Öiä, 

Es  vräre  also  aucb  die  Grosse  Cn  darcb  die  eliiptischen  Functionen 
ausgedrückt. 

Maa  setze  nun  diese  Ausdrucke  in  (17)  ein ,  behalte  aber,  um 

Cn 
Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,    die   Bezeichnung  —»  bei.     Als- 
dann folgt: 

«— o)  ^r^^(J_:^Q      fdAogHiai      dAogU(ia^  +  K)\-l 


'2i'  ^e(u  +  ia,)&(u-ia^^Ki^ 


Bezeichnet  man  die  Grosse  in  den  ecki&en  Klammern  mit  — ,  so  ist 

m 

9>     Vo-tt'C«     <<))  +  2£  '''S0(„  +  £„^)e(„_f^_jf)-      (21) 

2K 

Wenn  «  um  2K  oder  <  um  —  oder  um  T  wächst,  so  ist  (p 

um  07  gewachsen.  q>  besteht  also  auch  aus  zwei  Gliedern,  von 
denen  das  eine  der  Zeit  proportional  wächst,  das  andere  periodisch 
ist.  Nehmen  wir  also,  wie  in  der  Einleitung  gesagt  worden  ist, 
an,  dass  zwei  Hauptaxen  des  Körpers,  die  der  Xi  und  yi,  nicht 
fest  sind',  sondern  eine  der  Zeit  proportionale  ümdrehungs- Bewe- 
gung haben,  so  dass  sie  während  der  Zeit  t  den  Winkel  Ot  be- 
schreiben, so  krmnen  wir  statt  des  Winkels  (p  den  Winkel 

9>'  =  9>  — 9>o-~^(<  — W 

in  den  Ausdrücken  der  neun  Cosinus,  die  jetzt  die  Richtungen 
der  beweglichen  Hauptaxen  der  .rj  und  y,  um  die  Hauptaxe  der  ij 
bestimmen,  einführen,  und  erhalten  dann  mit  leichter  Mühe: 

(22) 
■^^   ö(ti  +  ta,)ö(ii— Wa-iP)' 
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cos  9)'= 


,_   eju-^iai)  S(u  +  iat+K)+  S(u+tai)Siu^ia2—K) 


2VI? 


^  2tViV 

Die  CoefQcieoten  a",  b"  bestimmen  sich  daraus  folgendermaasseD : 
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Die  Werthe  der  Exponentiatgrössen  ergeben  sieb  aus  (11)  und 
(22).  Die  obigen  Ausdrücke  werden  dann  mit  den  AbkiirzuDgen 
der  Einleitung  wie  folgt: 

Xa  =  (1  ~cos^)  J^,  f  (1  +  cos^)  ^;7y,  , 
4ia'=  -(1  -cos»)  ^,^,  +  (1  +  cos»)  ^„^„  . 
4t6  =     (I  _cos»)r^;j^gj (1  +  cos»)     ^„^„    . 

46'  =-(l-c«s»)^^^  +  (l+cos»)^5^. 

Nach  frühem  Formel»  bat  man  auch: 

1  — cos»=  1— «1  +(«1  — «ij)  sin  *am  a=(l— «i)  (1— A«8in*Si  siii»am«) 

''2ir»(ma  +  Ar)  ^'Ä' 

Äli(«,  +  oa)  +  ÄJ  ff L«(«i  -  fla)  -  ÄJ '  "Ö%  ' 

(1  +  cos  »)  =  (1  +  a, )  (1  _  k^  sin  *ea  sin  «am  «) 

2g'»ia,         A''B" 

S[i(ai  +«2)  +  A:]H[iYa,  -a,)  -  K]  "Ö^"" 

Durch  Sobstitution  dieser  Werthe  und  indem  man 

H[i(ai  +  oa)  +  K]H[i(ai  -a^)-K]  =  D 
setzt,  erhält  man  als  Endresultat  die  vier  Coeflicienten : 

ä-l-\msn  ®'(«  +  »«8  f  a:) + ®' («  -  fg. -  Jg ) 

ö-2^  I  ■«  *«!  r p^^ 2 i  \ 

2iZ)(         *  ■       0a„  — 

+  m^^a^  +  Ä)  Q'(«  +  '«.)-e^«-fa.J  j  J 
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om 


6. 

Es  bliebe  nun  noch  übrige  die  Geschwindigkeiten  des  Korpers 
die  Xi'  und  ^|Axe,  die  Poisson  mit  p  and  q  bezeichnet,  zu 

bestimmen.    Die  Geschwindigkeit  um  die  z^Axe  r  ist  bekanntlich 

durch  die  Formel  « 

T:=zCn 

gegeben.    Von  diesen  drei  Grossen  hängt  die  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit um  die  augenblickliche  Umdrehungsaxe 

and  die  Lage  dieser  Axe  ab. 

Die   Gleichungen,    aus   denen  diese    Grossen  zu    bestimmen 
sind,  heissen: 

A  sin  «ö"  («  sin  €p  -f  flr  cos  w)  =  Cn  cos  '9'  —  /, 

(26) 
A  (p^  +  ^2)  =2Pycos^+Ä. 

Wir  erhatten  daraus: 

1  \ 

±cos(p\f  (2APycosd'  +  Ah)8m^d'^(Cncoad"^l)^\, 
1  >(26) 

+  8ing?  Vi^APycosd'  +  Ah)sin^^-'(Cnco8d'-l)^\. 

Es  handelt  sich  also  darum,    7-; — ^ —   und  die  Quadratwurzel 

durch  die  0  und  H  auszudrücken. 

Aus  dem  Früheren  geht  hervor,   dass  die  Wurzelgrosse 

=  V  2AJ^{tti  —  «2)  V^«i  — c»8sinamMCosamti^amt« 
ist.    Ferner  findet  man: 

(ui  —  «2)  si  n  am  ti  cos  am  uA  am  u 

= ö Ä  011,1      •         ' 
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aUo  folgt  mit  Berücksicbtigung  des  Werthes  von  siu<&  ans  IIL: 

^  Ä'ffiaiir(i«2  +  Ä)irt«ir(Ä-tt)©(Ä— ti)      ,,^^ 


Die  Umformungen  von  Cn  und  — /  sind  in  11.  gegeben  worden. 
Man  leitet  daraus  ab: 


Cncos'^-/=^^— 2^{Äi(l+cos^)  +Ä-i(l— cos^^)}. 


Da 


1  +  cos^      J      Hiai       S(U'-ia2—K)S(u  +  ia2+K) 
sin  ^    ""  i  H{ia^ + Ä)  y'iv 

1  —  cos^ _      1  .»(iqa  +  g)    e(t<--tqi)6(tt-htgt) 
sin-d"     "~      i        Äuii       '  VTV 

ist,   so  folgt: 

Cncos'g' — /_    m       -  ^ft  cos  gt       Htgt  ^^ 


^      '      "      tSIDEg  Httti 


oder 


Cncos»-  /       2m   Hioi H(t«a  +  10 ,  ^ .     "'  "^«t«,    ,„ „ 

.  (28) 

Die  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  (27)  und  (28)  in  die  For^ 
mein  (26)  scheint  jedoch  kein  elegantes  Resultat  zu  liefern^  wes« 
halb  wir  die  weitere  Rechnung  übergehen. 

Die  Losung  dieses  Problems  kann  vielleicht  vermittelst  der 
Storungsrechnung  auf  die  des  allgemeineren  fSbren,  .wenn  der 
Körper  ein  ganz  beliebiger  ist.  Der  Jacobi'sche  Fall  scheint 
weniger  dazu  geeignet  zu  sein»  wenn  man  die  Analogie  mit  dem 
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einfachen  Raumpendel  (wo  ein  schwerer  Pankt  an  einem  unans- 
dehnsamen  Faden  ohne  Schwere  oscillirt)  erwägt.  Gesetzt  näm- 
lich, man  wollte  diese  Art  von  Bewegang  durch  die  Methode  der 
Störnngen  aus  dem  Falle,  wenn  keine  Schwere  wirkt,  ableiten« 
go  wurden  die  Gleichungen  der  gestfirten  Elemente  In  Vergleich 
mit  denen  des  ungestörten  Problems  eine  complicrrte  Form  an- 
nehmen, da  ja  die  elliptischen  Functionen  erscheinen.  Ein  äho« 
lieber  Fall  ist  der  unsrige.  Die  Jacob! 'sehen  Formeln  zeichnen 
sich  zwar  durch  grossere  Einfachheit  von  den  o$en  abgeleiteten 
aus;  da  aber  der  hier  behandelte  Fall  nothwendig  in  der  voll- 
ständigen Lösung  des  Rotationsproblems,  wie  sie  die  Berliner 
Akademie  als  Preisaufgabe  aufgestellt  hat,  enthalten  sein  muss, 
so  müssen  die  Reihen,  durch  welche  die  gestörten  Elemente  des 
Jacob l'schen  Falles  ausgedrückt  werden,  augenscheinlich  sehr 
complicirt  werden.  Man  kann  daher  eher  hoffen,  dass  dieselben 
in  unserem  Falle«  wo  die  Formeln  des  ungestörten  Problems  schon 
compUcirter  sind,  einfacher  werden  könnten.' 


De  variis  modis  aequationes    quarti  gradus  solvendi. 

Anctore 

D*"*.  C,  F,  Lindman, 

Lectore  Strengnetiae,   oppido  Sveciae. 


Inter  omnes  'constat,  Italos,  quum  commercio  cum  Arabibus 
docti  et  excitati  in  Algebram  studiosius  elaborare  coepissent,  sub 
medium  fere  seculum  decimum  sextum  vias  solvendi  aequationes 
tertii  quartique  gradus  invenisse.  Postea  vero  tam  multa  tamque 
▼aria  hac  de  re  scripta  sunt,  ut  nullos  fere  llbros  de  Algebra  sis 
i'eperturus ,  ubi  eadem  via  tradatur.    Ob  eam  caussam  et  quoniam 
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compluribos  bujus  Archiv!  locis  agitur  de  biqaadraticis  aequatio- 
Dibus  aliter  atque  antea  solvendis  non  prorsus  inutiie  fore  arbitra- 
tus  sum^  81  initia,  a  quibas  principes  scriptores  de  aequationibas 
quarti  gradus  sunt  profecti,  pro  angusta  et  doctrinae  et  libromin 
capia  breviter  adumbrare  conatus  essem,  sperans  fore»  ut  alter 
ad  rem  melius  instructus  id  perficeret»  quod  ego  taotummodo  po- 
tuissem  iucipere. 

Primum  e  Lexico  Klü'geliano  (Tom.  II.  p.  401.)  cognoscere 
licet,  rationes  vetustiorefi  omnino  esse  tres,  a  Ludovico  Ferra- 
riensi  etCartesio  etEulero  datas,  quae  omnes  ea  tantummodo 
conditione  adhiberi  possint,  ut  dignitas  tertia  quantitatis  incognitae 
Tel  in  aequatione  non  insit  vel  sublata  sit.  Ludovicos  Ferra- 
riensis  posuit 

et  utrique  membro  addidit  ^x^y-{^y^,  quo  facto  sinistrum  membnun 
evadit  quadratum.  Deinde  ita  determinat  y^  ut  dextrum  quoqae 
membrum  fiat  quadratum,  id  est,  ut  fiat 

quae  aequatio  est  reducta  tertii  gradus,  cujus  radix  quaelibet  iih 
venta  dabit  radices  aequationis  propositae. 

Cartesius  aequationem  biquadraticam 

x^  +  hx*^  +  c^i:  +  d  =  0 
ex  multiplicatione  aequationum 

ortam  sumsit.  Multiplicatione  facta  et  comparatis  inter  se  coäfB- 
cientibus  earundem  dignitatum  ipsius  x,  quum  f  et  g  exterminatae 
sunt,  elicitur  reducta  tertii  gradus  respectu  a^,  qua  soluta  radices 
aequationis  datae  facile  inveniuntur« 

Initio  a  metbodo  Cartesii  facto,  Dr.  Dippe  demonstravit *), 
radices  aequationis  biquadraticae  radicibus  omnibus  reductae  ex- 
primi  posse.  Positis  enim  radicibus  reductae  =yi,  y^»  y^  resp., 
radices  aequationis  biquadraticae  banc  sibi  induunt  formam 


*)  Vide  Archiv  der  Mathematik  and  Phyeik,  heraofge- 
geJben  vpn  Grunert  Tom.  VIl.  pag.  334.  Cfr.  Francoeur,  Coari 
fiomplet  de  Math^matiques  pures.  Cinq.  Edition.  Brozel- 
les  1838.    Tom.  II.  pag.  145. 


i 
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nbi  tarnen  signa  sigillatini  determinanda  sunt  Ex  hac  deinon8tra< 
tione  seqoitur,  at  methodus  Euleri,  qui  radices  aeqaationi«  bi- 
qaadraticae  formae 

Vi«  +  W+  Vw 

esse  constitnit,  non  sit  nisi  metbodus  Cartesii  inversa*). 

Methodis  vetustioribus  jani  brevissime  perstrictis^  ad  rationem 
C  Ampere  transeam.  Ille  quoque  aequationeni  biquadraticam  a 
dignitate  tertia  quantitatis  ineognitae  liberatam  constituit.  Quattuor 
118  aequationibas  exscriptis,  quae  e  Gognita  relatione  inter  radices 
et  coiiflficientes  aequationis  oriuntur,  et  reductionibus  quibusdam 
factiSy  ad  reductam  pervenit»  cujus  quantitafiT  incognita  sit  qua- 
dratum  sumniae  duarum  radicum.  Inda  patet,  haue  metboduni, 
quam  Cel"*  Grunert  hoc  Arcbivo  (Tom.  I.  p.  16.)  exposuit,  iis- 
dem  esse  uixam  principüs  atque  Cartesii. 

Deinde  Cel««  Francoeur  **)  in  aequatione 

posuit  ar=y+2;  ***),  quo  valore  substituto  y  et  z  ita  determina- 
?it,  ut  evanescant  ii  aequationis  transformatae  termini,  in  quibus 
iusunt  impares  dignitates  alterius  quantitatis  indeterminatae  ex.  c.  y, 
Valore  ipsius  y  inde  ducto  et  in  aequatione  transformata  substi- 
tuto, reducta  tertii  gradus  respectu  z^  invenitur. 

Dr.  Scblesicke  eandem  rationem  in  hoc  Arcbivo  (Tom.  XU. 
p.  166.)  proposuit.  Postea  vero  ibidem  (Tom.  XVI.  p.  68.)  rationem 
nstendity  cujus  beneficio  aequationera  solrere  iicet,  dignitate  ter- 
tia quantitatis  ineognitae  non  sublata.  Praeterea  transformatione 
sna  effecitj  ut  reducta  termino  secundo  liberata  prodeat.  Miranduro 
sane  non  esi^  si  omnia  iila  commoda  cum  paucis  incommodis  juncta 
sint^  quae  tamen  non  impediant»  quominus  ratio  lUa  methodis  ' 
antea  commemoratis  praeferenda  videatur  \). 


*)  Methoda«  CeU*  Boardon,  qui  x^=y'\r%-{-U  posuit,  est,  ut  facile 
patet,  eadem  atque  Euleri,  etiamsi  haec  magis  qnasi  artificialis  Tidetar. 

••)  1.  c.  pag.  144. 

***)  Gel»*  Bourdon  docet,  Lagrangiuio  quoqae  ita  fecisse,  neqae 
Un'en  aot  hanc  rem  aut  artificia  sua  (judice  Bourdonio)  raaltum  uti-* 
litatis  attalisse,  qoia  calculus  admodum  inolestu«  fiat.  Quo  iibro  La- 
graagiDs  id  fecerit,  nescio,  sed  crediderim  in  additamentU  ad  Alge- 
biam  Euleriannm,  qua  mihi  non  jam  uti  licet. 

t)  Methodum,  quam  dedit  Waring,  «ileotio  praeterii,  qaippe  quae, 
de  seiiteDtia  ealtem  ejus,  adaequatioaeiD  biqoadraticatQ  solaro  non  per- 
tiaeat.     Vide  Klögel,  Mathematische«  Wörterbuch  T.  II.  p.  410. 
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Quia  £  et  C  in  radicibus  quum  positivae  tum  negativae  sunt, 
facile  patet»  nihil  mutari  nisi  ordinem  radicum^  si  signum  -^  quan- 
titati  B  tribuitur.  Quamquam  A  tres  babet  valores»  e  quibus 
quemlibet  eligere  licet,  ratiocinatio  tarnen  commodissima  evadit, 
si  valorem  realem  sumis.  Aequatio  vero  ut  tertii  gradus  ununi 
ejusmodi  valorem  semper  suppeditabit,  interdum  etiam  tres.  Me- 
thodi  suae  commoda  recensens  Simpson  contendit  valorem  ipsius 
A  semper  esse  rationalem;  quibus  tarnen  rebus  in  eam  senten- 
tiam  adductus  sit,  ego  qutdem  intelligere  non  possum,  praesertim 
quam  exempla,  quae  contrarium  probent,  faeillime  reperiantur. 
Quamquam  igitur  cum  Simpsonio  hac  de  re  consentire  non 
possum,  methodus  tamen  ejus  tot  tantaque  commoda  praebere 
videtur,  ut  ab  oblivione  vindicanda  sit,  nisi  forte  studiosior  ejus 
factus  sum,  quippe  qui  ea  fere  semper  uti  consueverim.  Saepe 
tamen  methodis^  quas  vocant,  iudirectis  faeillime  radices  inveni- 
untur,  praesertim  si  magnum  decimalium  nuroerum  habere  velimus. 

Methodum  Lagrangii,  quae  in  theoria  functionum  symme- 
triearum  nititur^  nisi  commemorare  non  possum,  quoniam  expo- 
sitio  ejus  multum  spatii  requirit. 

Cel*^  Schulten  in  tabulis  suis  logarithmicis  ^)  formulas  dedit 
trigonometricas,  quibus  radices  aequationum  biquadraticarum  in- 
veniri  possint,  termino  secundo  non  sublato. 

Cl.  Granlund,  Adjunctus  Math,  ad  Academiam  Lundenv<3em, 
dissertatione  Academica  methodum  quoque  dedit ,  in  functionibus 
symmetricis^  quas  vocat,  partialibus  nixam.  Quia  hae  functiones 
non  antea  usurpatae  neque  multum  cognitae  videntur^  expositio 
bujns  methodi  definitionibus  et  explicationibus  eget,  quas  hoc  loco 
dare  propositum  meum  non  est^  praesertim  quum  ita  oecasionem 
rei  explicandae  **)  auctori  ipsi  praerepturus  viderer.  • 

Methodus  novissima  —  quod  equidem  sciam  —  a  Cel®  BjOr- 
ling  data  est^  qui  methodum  suam  hoc  Archive  (Tom. XIX. 299.) 
ipse  exposuit.    Primum  in  aequatione  generali 

pro  X  substituit  ^tgz.     Deinde  co^fficientes   a,  c,  d   aequationi 
c^=a^d  satisfacere  constituit,    unde  c:=aV^  vel   c= — aV^ 

4    _  4 

Pro  illo  valore  hcii  y^STd,  pro  hoc  y=:fV^  (i==^V — 1),   quo 
facto  invenitur 


*)  Lo'garithmiska  och  Trigonometriska  Tabeller.  Hel- 
singfors  1838.     pag.  210. 

**)  Das«  Herr  Adjnnct  Gran I und  dies  im  Archive  thun  möge, 
woaccht  der  Herausgeber  sehr.  6. 


440  Li  n  dm  an:    Observata  quaeäam  de  EUlpsL 

Arcu  i  invento,  dabitur  x.  Sin  autem  aequatio  c^=:a^d  inter 
oäfBcientes  non  exsistit,  demonstrat,  aequationem  quamcumqae 
biquadraticam ,  posito  x=iXi-\-U9  sie  transformari  posse,  ut  haec 
relatio  inter    co^fBcientes  transforniatae   intercedat. 

Plures  metbodos  in  meis  quidem  libris  commemoratas  non 
inveni,  qaod  tarnen  non  impedit,  qaomtnus  nonnulla  me  fugerit 
Itaque  non  audeo  dicere,  haue  enumerationem  tarn  perfectam  esse 
quam  voiui. 


Obseryata  quaedam  de  Ellipsi. 

Aactore 
D»^«,  C.  F.  Lindmany 

Lectore  Strengn. 
(E  conspectu  actoruio  Reg.  Acad.  Scient.  Holmiens.) 


In  libris  de  catcuto  integrali,  quos  cognoscere  niibi  licuit,  de- 
monstratur,  quomodo  superficies  inveniatur  figurae,  quae  EHips>» 
axi  majori  duabusque  axi  perpendieularibus  ordinatis  terminator. 
Si  idonei  valores  limitibus  Integralis  dantur,  Trapezio  detracto, 
superficies  cujuslibet  segmenti  reperiri  potest.  Triangulo  ad  seg- 
mentum  addendo  vel  ab  eo  subtrahendo  superficies  sectoris  inve- 
Ditur,  sive  centrum  sive  focus  Vertex  ejus  est.  At  vero  quum  de 
sectoribus  agitur^  usus  coordinatarum  polarium  mäxime  Simplex 
et  rel  conveniens  videtur.  Quae  ratio  sectores  quadrandi,  quorum 
Vertex  focus  est»  multifariam  ostenditur  nuperque  Cei"*  Grunert*) 


')  Archiv   der  Mathematik   und  Physik.     Tom.  XVII.  p.  Sl^ 
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haue  rem  copiose  tractavit.  Quanta  affert  commoda  usus  coordi- 
Dataruin  polarium  in  seetoribus  ellipticis  quadrandis,  qaorum  Ver- 
tex est  centrum,  ostendere  nunc  conabor,  quum  praesertim  occasio 
ita  praebeatur  non  solum  demonstrandi  theorematis,  sine  dubio 
multo  ante  cogniti,  quod  tarnen  nusquam  invenire  potui,  sed  etiam 
commemorandi  res  uonnulias,  quae  ad  ejusmodi  sectores  pertinent. 


1. 

Si  in  aequatione  Ellipsis  vulgari 

posnerirous  y=rSing>,  x=^rCo8q),  ubi  ip  est  angulas  inter  posi- 
tivam  axis  majoris  partem  et  radium  vectorem  e  centro  duetuniy 
babebimus 

r^a^Sin^g>+b^Co8^<p)  -aH^,  (1) 

qaae  est  aequatio  Ellipsis  polaris,  quando  polus  in  centro  coUo- 
catar.    Valore  ipsios  r^  ex  (1)  in  formula  usitata 

Substitute,  prodit 

_  o^6*    /*  «  dfp 


u 


obi  ff  denotat  anguHina  inter  positivam  axis  majoris  partem  et  eum 
radiam,  quo  sector  terminatur.  Divisione  per  Cos  ^9  facta  et  In- 
tegratione  instituta,  invenitur 

Sa=lab{  Arctg  ((^))  -  Arctg  ((0)) ). 

atga 
Posito  ti=  minimo  arcui  positive,  cujus  tangens  est  = — r— > 

evadit  Arctg  ff  ^-^y\==:  kn  +  u;    itidem   est   Arctg  ((0))  =  k'n, 

ubi  numeri  integri  k,  k*  ita  determinandi  sunt,  ut  problemati  sa- 
tisfiat.  Sit  7r>a>0;  patet,  esse  tt  >  m,  J?i;a6>jSa>0  vel 
»>u  +  (Ä — ÄO^^'O,  unde  ^  — ä:'  =  0  atque  ideo 

Äa=4fl6Arctg^^,  (2) 

si  Arctg  ?  idem  est  atque  tc  Quando  est  «>«,  facile  appa- 
fet  esse 

TheU  \X\\\.  30 
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Sa=  lab  {tc  +  Arctg^-^}. 

Sit  jam  ß=^  alii  angulo^  qut  conditioni  7r>j3>a  satisfacit;  eodero 
atque  antea  modo  eruitur 


atqae  ideo 


Sß  =  hab  Arctg  ^-f^^ 


Ä^-S«=Ja6|Arctg5^-Arctg^|,  (3) 


quae  aeqaatio  suppeditat  superficiem  sectoris,  qai  duobus  radiis 
vectoribus  e  centro  ductis  includitur,  quando  neuter  angulorum  inter 
positivara  axis  majorU  partem  et  radios  vectores  duos  rectos  superat 

Jam  qaaeri'potest^  quibus  valoribas  angulorum  et,  ß  ille  sector 
quartae  Ellipsis  parti  adaequet.  Quod  ut  inveniatur,  in  (3)  sob- 
stitnamus  inab  pro  Sß—Sa,  unde  oritor  aeqaatio 


^       *     ^    otg/3       .     ,   aiea 
2  =  Arctg  -f^  -  Arctg  -f-  • 


Secundum  ea»  quae  supra  dicta  sunt  de  signo  Arctg,  haec  aeqaatio 
transit  io 

b^i-aHgatgß^O,  vel  tgatg/5  =  -^,  (c) 

« 
quae  est  relatio    cognita  inter  angulos»   qnos  binae  diametri  con* 
JQgatae  cum  eadem  axis  parte  faciunt.     Hinc  jam  eolligitur  boc 
tbeorema:   diametri  conjugatae  Ellipsin  in  quattuor  par- 
tes aequales  dividunt. 


IL    . 

Qnamquam  probabile  non  videtur,  quaerat  fortasse  qnis,  siotoe 
arcus,  quos  diametri  conjugatae  abscindunt>  inter  se  aequales 
necne.    In  formula  igitur  cognita 


A=f  "  dg,^!^ ^^^ 


m 

rfr* 


sditstituantar  ex  (1)  valores  ipsius  r',  7~2>    Tom  habebimu 

./»/»,    4/"  a*S\n*(p  +  b*Cos*tp 
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nbi  est  ß^a  et  hi  anguli  aequatione  (c)  conjuncti.    üt  arcus,  qoos 

diametri  conjugatae  abscindunt^   sint  aequales  pro  oninibas  angu- 

loram  a,  ß  valoribus^   qui  aequationi  (c)  satisfaeiant,    necesse  est, 

sit  s  coDstans  pro  ejusmodi  vaioribus  angulorum  a,  ß.     Assumto 

,      ds 
igitar  or  variabili  mdependente ,   ^  identice  =OpostelhiiiDationem 

ipsiiLS  ß  esse  oportet.    Jam  si  ponitur 


evadit 


(a«  SiD  »g,  +  62  Cos  «g))a  ^  ^^^ ' 


^=«*W)5!-A«)): 


qM  f{ß)  et  -T-   in  a  ope  aequationis  (c)  ejcprimendae  sunt.    Ita  fit 

dß aH^  _       g^Sin^a  +  ft^Cos^a 

rfa'~"a*Sin«a  +  64Cos%*    ^^  ""  ab(a^Siü^a  +  6*Cos««)t 

atqae  ideo 

<i#  __  fl6  (gfe  -  V  g^  Sin  ^g  -t-  fe4  Cos"«^ 
rf«"^         (g«Sin2a  +  6«Cos««)l 

Quia  -T-  Don  est  identiee  =0,  arcus»  de  quibus  agitur,  aeqna- 

ies  Don  sunt,  quamobrera  exquirendum  est.  Dum  maximum  et  mi- 

nimam  admittant.    Ejusmodi  valores  ipsius  a  invenientur  poneodo 

(U 

j;=0,   onde 

^  .         g 

COS«=±  77r===2-=:= . 

Voa  +  6« 

Repetita  differentiatione  elucet,  arcum  esse  maximum  pro  su- 
periore,  minimum  pro  inferiore  ipsius  gvalore.    Hoc  casu  quoque  est 

b  ^         b 

tga=+-,    tg/5=T-* 

Qode  sequitur,  non  modo  ut  diametri  conjugatae  aequales  peri- 
pberiam  Ellipsis  dividant  in  partes  magis  inaequales  quam  aliae 
qQaecnoque  diametri  conjugatae,  sed  etiam  ut  ex  bis  arcubus  ille 
Sit  maximus,  qui  ab  axi  minori  secatur,  ille  autem  roinimus,  quem 
^ecat  axis  major. 

30* 
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HI. 

Quoniam  de  sectoribus  ellipticis  agitur,  qaaeramus  quoqae, 
quemnam  valorem  angulas  a  habere  debet,  ut  sector  Sa  per  ordi- 
natam  puncti  arcus  extrenii  et  per  chordam  arcus  in  duas  partes 
aequales  dividatur.  Utroque  casu  diniidium  sectoris  est  triangn- 
ium.  Prius  triangalum  est  rectangulura ,  cujus  hypotenusa  est  =r 
et  angulus  ordinatae  oppositus  =:  a.  Superficies  (==  T)  igitur  bojus 
trianguli  est  =ir^SiDaCosa,  vel  valore  ipsius  r^  ex  (l)  substitato, 

_, a^6'SinaCosa 


Quia  T^z^Sa  erit^  invenimus 

oft  Sin«  Cos  a       atango 

aaSinaa+ft2Cos2ä  —  ^  ^""^^^       F  "" ' 

quae  aequatio^   posito  Arctg—-?— =  1/;,   abit  in 

1  +  !^2^=  ^^  ^^'  Sifi2if;=:i/;. 

Eadem  aequatio  apud  Ealerum*)   occurrit  et  inTenit 

i(;  =  54o  18'  6",8786, 

unde  a  facillime  inveniri  potest. 

Abscissa  puncti,    in  quo  r  secat  Ellipsin,   est 

aftCosa 
Va^Sin^a+ft^Cos^a  ^ 

vel  ab  axi  minore  independens,  unde  colligitur^  eam  ejusdemesse 
magnitudinis  ^    dummodo  axis  major  sit  =2a. 

Casu  posteriore  est  T=iarSinct,    et  qaia  erit  T=:^Sa9  Bob* 
stitulo  valore  ipsius  r,  habebimus 

2aSintt  ^     ^    atga 

r  =  Arctg-x-- 

Posito  Arctg— -^=:a>,  invenitur  2 Sin  (0=00  vel«  (o=:2^  facto« 


*)  Introdactio    in  Anal,  infin.    Tom.  II.  Cap.  XHII.  Probl.  H* 
Cfr.  quoqae  Cagnoli,    Trigonometrie.    Paris  1786.    pag.  SIS. 
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SiD2^  =  ^. 

flaec  aequatio  eadem  est  atque  antea»  et  Euler us  ejusmodi 
probleraa  de  circulo  solveos  ad  eara  pervenit.  Abscissa  pancti» 
io  quo  r  Ellipsin  secat,  nunc  est  =:aCoso)  atque  ideo  ab  axi 
minore  dod  pendet. 

Quuni  haec  problemata  de  circulo  soivuntur»  invenitur  ttsc^ 
eta=2tf;  respective.  Perpendiculo  deiude  a  puncto  extreme  unius 
radiorum,  qui  sectorem  includunt,  ad  alterum  ducto  Ellipsique 
super  bunc  radiuoi  ut  semiaxem  majorem  descripta»  punctum« 
in  qqo  perpendiculuni  EUipsio  secat,  idem  plane  est«  quod  in  bis 
probleraatis  quaeritur  *).  • 


Adnotationes  quaedam  de  yariis  locis  hujus  Archiyi. 


Auetore 

ly*.  C.  F.  Lindman, 

Lect.  Strengn. 


Tomo  XIX.  legitur  dissertatio  D>.  Scbulze  de  integralibus 
ellipticis  in  series  evolvendis.  Auetor  ipse  docet,  dissertationem 
snain  in  Tomo  I.  relegendam  esse.  Quod  quum  facerem,  baec 
Terba  inveni:    „es  sei  ferner  vorgelegt  das  sich  nicbt  direct  in- 

tegriren  lassende  Differential  \  x-i- 2^ a:d^  cett*^  Si  sententiaejus 
est,  integrale,  nisi  forma  mutata,  inveniri  non  posse,  probe  dixisse 
mihi  Tidetur.  Ita  autem  locutus  ad  usitatum,  ut  opinor«  et  vulga- 
rem loquendi  modum  orationem  suam  parum  conformavit:  credi- 
derim  enim,  ea  quoque  integralia  directe  esse  inventa«  quae  sim- 
plici  et  inventu  facill  substitutione  reperiuntur,  quod  genus  est  In- 
tegrale« de  quo  agitur.    Posito  enim  V^  =  2;«    invenitur 


*)  Ich  habe  mich  beeilt ,  yorstehenden  schönen  Aufsatz  «ogleich  nach 
leinem  Empfang  noch  in  diesem  Hefte  abdrucken  zu  lassen,  weil  er  einen 
to  Ton  mir  in  dem  Aufsatze  Nr.  XXI.  behandelten  Gegenstande  ganz  nahe 
verwandten  Gegenstand  betrifft.    M.  s.  unten  unter  den  Mitcellen.        G. 
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Eodem  modo  multa  alia  eademque  multo  generaliora  integralia 
inveniuotar.    Enimvero  integrale 

per  formulas  cognitas  exhibere  licet,  dummodo  ejnsmodi  faoctio 

alterius  variabilis  z  substituatur  pro  ^  ax  +  ß,  ut  quantitas  sab 
signo  V  ad  forniam  Az^  -t-  Bz  +  C  mutetur.  Simplicissimum  est 
ponere 

quo  facto  evadit 

J  =  2a-l  fzdz  Vaz^  +  az  +  bct  —  aß, 

Haec  ratio  tarn  simplex  tamque  facilis  est,  ut  omnino  indigna 
Qoo  Tideatur,  cui  in  libris  de  elementis  Caiculi  integralis  locus 
detur,  nisi  forte  res  ipsa  simplicior  judicanda  est,  quam  cujus 
explicatio  praeceptis  iillis  egeat  Praeterea  patet,  rationem  pro- 
positam  usui  esse  posse,  quum  funetiones  sub  signis  radicalibos 
sint  secundi  gradus.  Enimvero  postquam  alia  variabilis  introdncta 
est,  ita  ut  radicalis  inferior  rationalis  evadat,  obtinetur  funetio 
hojas  formae 

^Az*  +  Bz^+Cz^  +  Dz  +  E.  f(z)dz. 

(jXz)  est  funetio  quaedam  rationalis),  cujus  integrale  per  funetiones 
ellipticas  exprimi  potest.  Quoniam  vero  haec  r^tio  ad  calcolum 
longum  et  raolestum  ducit,  non  nihil  Interesse  mihi  visum  est 
examinare,  num  ille  calculus  uniquam  evitari  possit,  et  reperi  id 
fieri  sl  in 

est 

(aa:*+6a?  +  c)*  — (aa;*  +  /?a?  +  y)=  quadrato  vel  =  (nwr^+nap+f»)*» 

ubi  determinandae  sunt  quantitates  m,  n,  p.    Co<$fBcientibu8  canin- 
dem  dignitatum  ipsius  üc  comparandis  habebimus  aequationes 

m*=a\  mn=ab,  n*+2iiij9=Ä*+2ac— a,  2np='2bc—ß,  p^c*-y' 

Aequatio    prima   et  secunda   suppeditat  ms±a,  ns^db^  ^ 
ultima  docet  quantitatem  c^>7  esse  debere.    Deinde  invemtar 
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et  prodeunt  aequationes  conditionis 

6a=a/3»    a^=:ia{ccc — ay), 
qaibus  constantes  satis£äcere  debent.    Tum  fit 


Tomi  II  pag.  122.  seqq.  Dr.  Rädell,  Berolinensis»  solutionem 
dedit  Dumericani  aequationiis 

^  =  (l+ar)«(l+.6ar), 

quando  est  :r=  fractioni  adinodum  parvae  et  6<1.  Ratio  quidem 
ejus  elegans  est  et  commoda;  at  postquam  dissertatioDem  suam 
edidit,  alia  ratio ,  cujus  beneficio  aequationes  hujusmodi  omnes 
solvi  possunt,  data  est  a  claro  illo  viro^  cujus  ingenio  fecundis- 
simo  tarn  multa  debet  Mathesis.  Eiiimvero  abhiac  paucis  annls 
III"»«  Gauss  (Beiträge  zur  Theorie  der  algebraisch.  Glei- 
chnngen.  Göttingen  1849.  p.  15.)  protulit  methodum  quandam  in- 
directam  reperiendi  radices  omnes  omnium  aequationum  trinomialium, 
io  quarum  formam  aequationum,  de  qua  nunc  agitur^  facillime  mu- 
tare  licet.    Posito  enim  a;=y — 1,  invenitnr 

in  qua  praeterea  aequatione  solvenda  ex  methodo  III*"'  Gauss 
neque  6  <  1  neque  y  paullo  tantum  unitate  majorem  ponere  opus  est. 


Tomi  XX   p.  247.    legitur   observatum    quoddam    Professoris 
Wolfers  de  inveniendo  integrali 

- xe^dx 


(l+o:)«* 
Eulerus  posuit 


J  = 


1  +  x' 


nbi  est  z  functio  quaedam  indeterminata  ipsius  x.    DiffereDtiatione 
invenitnr  aequatio  differentialis 

(1  't'x)dz  +  a:xdx:=:^xdx. 
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,»abi^',  üt  alt  Eulerns»  „statlm  patet  esse  z  =  l,  qaod  nisi  per 
se  pateret»  ex  regulis  diflTiculter  cognosceretur.'^  Cel"'  Wolfers 
integrale  J  direete  invenit,  functione  z  non  introducta.  Vestigia 
autem  Euleri  sequenti  aequationem  differentialem  nuper  allatam 
integrandam  arbitror»  id  quod  facillimo  usque  negotio  fieri  potest. 
Haie  enim  aequationi  dare  possumus  formaDi 

1 — z~  1  +iF* 

unde,  integratione  facta«   invenitur 

1 

lj^=;r~  1(1+0:) 

vel 

X  =  1 — A:  (1  +ar)  er-'    (k=  Const). 

Ita  reperimus 

e  quo  integrale  ab  Eulero  datum  prodit,   posito  A;=0. 


De  aliquot  integralibus  definitis. 

Aiictore 

D»^«.  C.  F.  Lindman j 

Lect  Strengt!. 


I. 


Tome  XVI.  pag.  53.  hujus  Archivi  Professor  DieDger,  motas 
acns  magneticae  exquirens»  pervenit  ad  integrale 


=/" 


-y  da 


V^Sina  —  Siny 
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in  qno  tarnen  ulterias  I.  c.  versari  el  non  placuit     Hoc  integrale 
mihi  contigit  ad  fuDctionem  ellipticam  transformare,  ita  ut  seqaitur. 

Primum  patet  integrale  quaesitum  ob  formulam  notissimam 

J     q>(a:)dx:=J     q>(x)da: ^  r\{x)dx 
am  h 

in  duo  disjungi  posse«    nnde  fit 


71 


/^  da  P  n-v  da 

V^Sina  — Siny    %J 


VSina-Siny    J  V^Sina— Siny' 


2 


Substituto  n — o  pro  a  invenitur 


t/         VSina^Siny         t/      V"Sina-Siny    J      V^Sina^Siny' 


2  2 

N 

S 

atqne  ideo 

n 


'-''S 


^  da      _ 

V^Sina — Siny 


Si  posaerimus  Siny=:a,  Sina  =  aa:9  habebimas 
VI — a^ar* 

'    I 

Ad  limites  .a=y,   ^^^'^  respondeixt  resp.  limites  a;:=l»   a:  =  — , 
quamobrem  ,ievadit 


1 
^       V^(ar— 1)(1  — a«ar< 


5 


Postqnam  integrale  ad  hanc  formam  reductum  est,  liquet»  id  per 
bnctionem  ellipticam  exprami  posse.  Ut  hanc  functionem  inveni- 
'em,  primum  posui  1 

\l X — l=y,  undea:=l+y*,  dx=2ydy. 

Quoniam   est  y=0  pro  x=l  et  y  =  Y 1  pro  0?=:—,    ■■- 

venitar 
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«/  Afn—a 


Factore  \  --^  disjuncto  positoque  y=«Y  "~a~'  ^""*"' 

4  /*!  rfz 

Jam  si  introducamus  Siny  pro  a,  babebimus 

^         4     _    /** dz 

vel  beneficio  fürmularum 

l  +  Siny=2Cos«(j— 1^), 

1  +  Siny      ^^   V4        V* 
2V^2"  /**  d« 

Posito  denique  2=  Cos  9)»    habebimus 

QuoDiam  est  ^=0,  si  j=1,   et  9)  =  2  ♦   si  2=0,    limitibus  coa- 
▼ersis»   prodit 


J= 


n 
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IL 

Tomo  IV.  pag.  316.  seqq.  Ce\^  Schio milch  eleganter«  ut  solet, 
demonstravU,  quarito  ad  iotegralia  definita  cognoncenda  sit  usui« 
ea  in  alia  arctiorum  limitum  dividere.  Inter  exempla,  quibus  me- 
tbodum  8uam  iliustravit«  est  quoque  integrale 


J         Vl-tgy/  '  y 

0 


qnod  beneficio  methodi  suae  reperit  esse  aequafe  integrall 


/»»  dg,    /l  +  tsyV 

J  tF?\i-tg9.y  ^'^ 

o 

Integrale  (1)  postea  Tom.  VII.  pag.  101.  inter  «»Uebungsaafgaben** 
ad  inveniendum  proposait  Quooiam  mihi  exciderat»  integrale  (1) 
Tom.  IV.  jam  tractatum  fuisse,  proprio  Marte  id  reperire  conatus 
snm.  Rationem  roeam  hie  proferre  liceat»  quia  paullo  siropUcioc 
ratione  Cel*  Schlumilch  videtur. 

IntegEali  (1)  per  J  designato  positaque  tgtpz^:tf   invenitar 

o 

Ope  formulae  notissimae 

tp{x)dx  =  /      q>{x)dx  +  #      g>(x)dx, 

m    '  a  b 

in  qua  nititur  metbodus  Cel<  SeblSmilch»   evadit 

,      /*!      dx      ,/H-^V  ,    r"^        dx      ,/1+^V 

o  * 

1 

Substituendo  —  pro  x  fit 

Jam  ambo  ipslus  J  termini  eosdem  habent  limites,    quamobrem 
in  unwn  contrahi  possunt.     Elxsistente  praeterea 
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L_4.«^ 1 


iD?eniDius 


-=/"^<}^:)*=i/"t'({^:)- 

•    0  o 

Functio  l(  I J    in  seriemconvergenteroeTolvi  potest«  dum- 

modo  Sit  ]>a7>  —  1.     Quia  igitur  limes  superior  integralis  qaae- 
fiiti  est  =],   cautc  tractandum  est  integrale.    Itaque  ponamus 


Jam  est 


l(j42)=2t^  +  ^'  +  ^  +  etc. 


atque  ideo 


0 

uDde  denique  invenitar 

J=4{l  +  ~  +  p+etc.|. 

Eülerus  ?ero  demonstravit  (lotrod.  in  Anal,  infin.  Tom.  I. 
§.  175.)«  summam  terminorum  inter  uncos  esse  =-ö-«     Itaqae  est 


""J      tg<p'U-tg9/  -  2" 


SpUner:  ItOeffrat.  der  GMck.  Xydx-\^,dXy-\-xtdXt-^dx^-=».ASA 


Integration  der  Gleichang 
Xidx  +  x^x  +  x^dx^  +  xdsc^  =  0. 


Herrn  Simon   Spitzer, 
PfiTatdocentenderMathematibaiii  k.k.  poljtechniachea  loititute  in  Wii 


Ich  fahre,  den  von  Pfaff  Torgezeichneten  Weg  befolgend,  in 
die  vorgelegte  Gleichung  fiSr  x,,  x^  und  .Tg  Functionen  ein  von  x 
und  dreien  neuen  Variablen  Oi,  ng,  oj  mittelst  Substitutionen,  die 
eich  ei^eben  al«  Auriöaung  nachfolgender  Differentialgleichungen: 

(00)+(OI)^+((B)^"+(03)'^'=M, 
(10)+(lI)^  +  (12)^*  +  (13)^=2Vi:... 

(3<l)+(3I)'^  +  (32)^  +  (33)^=Äi.. 

in  denen  N  eine  HQIbgrüsse, 

JT,    Xi,    X^,    X, 

respectipe   die   GrüsseM 

Xit     Xf,     Xft     X 

bezeichnen,  nnd 

,   .      SATr       8X. 
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ist;  Bezeichnungsweisen,  welche  von  Jacob i  eingeführt  sind,  wie 
man  im  zweiten  Bande  von  Crelle's  Journal  ersehen  kann. 

« 

Der  Zweck  dieser  zu  machenden  Substitutionen  ist,  die  Glei* 
chung  (1)  auf  die  Form 

(2)  Ai  doi  -{■  A^da^  -f  A^  da^  =  0 

zu  bringen,  unter  A^  A^,  A^  Functionen  von  01,02,08  verstanden. 

In  dem  speciellen,  uns  vorliegenden  Beispiele  hat  man: 

//\i\      ^^     ^^1      1 


«B)=  !?■- V  =«. 


und  folglich  sind  unsere  vier  Gleichungen,  ao«^  denen 

xV,      J?i,      J?29      ^8 

bestimmt  werden  sollen,   folgende: 

'S^      Sa:  ** 

(3) 

Durch  Addition  der  ersten  und  dritten  ergibt  sich: 
und  durch  Addition  der  zweiten  und  vierten: 


Beiden  ^emSt^  mm  ale»  H^ 
(4)  Ä=a 

Setzt  maa  dieseB  Wertb  Te«  A  ui  die  OlticIiiinyMi  (3),  M»  «tlilill 
man  bloss  zwei  twi  giwiadejr  iwjjüiieJIftiie  Ckiciiwigt»^ 


woraas  sich 


(5) 


ergibt,  die  nun  nicht  hinreichen  zor  Bestimmung  von  jti,  Jt^  und  «r|« 

Wir  sehen  also,  dass  «ms  hier  der  von  Pfaff  gelehrte  Weg 
nicht  ganz  zum  gewünschten  Ziele  führt,  aus  dem  Grunde  nitm« 
lieh,  weil  aus  den  vier  Gleichungen  (3)  nicht  die  vier  GrUsetn 

iV",     Xit     JT^,     x^ 

bestimmt  werden  können. 

Ich  verfahre  nun,  um  die  Gleichung  (1)  lu  Integriren»  folgen* 
deraiaassen:  Ich  substituire  in  derselben  einstwellen  blo««  statt 
OT]  und  ^2  <^>6  äu^  (^)  folgenden  Werthe,  nttmllcht 

^1  =  Ä|  +  ^3  • 
^{1  =  02  "F^» 

a^  ond  a^  als  neue  Variable  betrachtet,  und  drbalt6  dadurch 

Jetzt  ist  noch  för  a^  eine  solche  Function  von  w,  Oi,  a^,  a^  iti 
sabstitoiren,  auf  dass  diese  Gleichung  die  Form 

(2)  Jidai+A^^+Agdaii=0 

amiiBimt  nnd  folgüch  identisch  auf  0=0  flihrt,  wsnn  man  Oi,  a^  a$ 
als  Coastaateo  ansieht. 

UsCer  dieser  Voranssetzong  also,  nftmlicb,  daas  mati  «i*  %#  ^ 
C^Bstaateo  ansieht,  soll  ffir  ein  sebicklieb  gewühltes  a^  als 
▼OD  ;r  die  Gleichong  (0)  identisch  aaf  0=0  ffibren;  di« 
(S)  ist  aber  vnter  Voraossetzopg  coiistsiitsr  a^  Mid  a^i 


482  Rmsmann:  Ueäer  die  kleinste  Sehnt,  die  sich  durch  einen  in  der 

Dur^  Differentiation  von  u  nach  a,  welches  bekanntlich  die 
MgoBometrische  Tangente  des  Winkels  bedeutet,  den  die  Gerade 
mit  der  Abscissenaxe  bildet,  wird  man  das  Minimum  der  Sehne  u 
bestimmen  können. 


1 1 


§.  2. 

Die  gegebene  Curve  sei  ein  Kreis  a;*+y*=r*. 
Auflösung.     Wir  haben    also  aus  den  beiden  Gleichungen 
y:=y-f  a(ar — a;')  und  x^-{-y^=^r^ 
die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  zu  bestimmen. 

(1  +  a^)x^—'2a(cuc'-y')x  +  (aar'  -y)«— r«=0, 

(6)    ^  folglich 

y  =  -  (i^'  -y )  +  j-?-^  [«(«:r'-y')+ V"r«(l+a^)~  («0:'-^ )«]. 

Die  Coordinaten  der   beiden  Durchschnittspunkte   unserer    durch 
den  Punkt  {x'  9  y')  gezogenen  Geraden  mit  dem  Kreise  sind   aJjso 

fiir  den  einen: 


f  y,  =  - (aa;' -y')  +  iq:^[«(aa:'-2,')+  Vr«(l+«a)-(«j:'-y)«]  ; 

fär  den  anderen : 
«a  =  rp^  [«(«^'  -y')  -  V"r«(l+«»)  -  (««'  -y')«]. 

ya=-(«x'  -y')+r:f^[«(«^'-y')-V"r2(I+a«)-(aa:'-.y')*]. 
Demnach  haben  wir  nach  Gleichung  (3); 


Eättu  einer  ebenen  Curve  gegeä.f^nkt  In  derseUeu  »ieken  Uut.  463 


und 


m  .^^V^-ö^^". 


1+ 

indem  wir  daa  doppelte  Vorzeichen  wegUssen  können^  da  ta  uns 
hier  nur  auf  die  Länge»  nicht  aber  auf  die  Richtung  der  Sehne 
ankommt. 

Damit  die  Sehne  u  überhaupt  möglich  und  nicht  etwa  Imagli- 
Där  werde,   muss 

sein. 


§.  3. 
Wir  haben  nun  zu  differentiiren.   Aua  Gleichung  (6)  ergieM  sich 

folgKcb 

„  8« 2(«u:' -y)  («y  +  x')  _ 

und 
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(i; 


Note  über  die  ^ummenformel 

/     ,       .  »>  wÄ         ,     „  wi(m — l)(m — 2)A* 


Von 

Herrn   Simon  Spitzer^ 

PriTatdoc.  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  ku  Wien. 


In  der  Gleichung  (1)  stellt  C  eine  willkührliche  Constante  vor, 
oder  eine  solche  periodische  Function  von  a^,  welche  die  Eigen- 
schaft hesitzt,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  x  um  h  wächst;  fer« 
Der  sind  j0^,  B^,,„.  die  bekannten  Bernoulli'schen  Zahlen. 

Ich  habe  gefunden ,  dass'^sich  die  Gleichung  (1)  auch  so  schrei- 
ben lasse: 

(2)     ^  ^».(m-l)(m-2)A»^,^^_A^^_, 

.  i>t(w-:i)(w-2)(m-3)(m-4)AM,  A 

T '  2«  ^        2*^       +....» 

wo  C  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  der  Gleichung  (1),  und  wo 
Ai9  A^,  A^,..„  Zahlen  sind,  deren  Werth  sicli  aus  der  Auflosung 
folgender  Gleichungen  ergibt: 

Theil  XILIII.  31 
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1!  +3!-"' 


(3) 


1!  +  3!  +5!-"' 
4p  A.-dit4ii  1 n 

1!  "•'31  +  5! +7!—"' 

— t  j.  ^  j.  da  u.  ^'   I  i_n 
1!  +  3!  ^  5!  +  7!  +9!—"' 

Der  Beweis  ist  sehr  einßtch.     Nimmt  man  nämlich  von  bei- 
den Seiten  der  Gleichung  (2)  die  endlichen  Differenzen,  so  hat  man: 

.  CT(m-l)(TO-2)(m— 3)(m-4)AMa  .  ,       h         , 
oder 

*"  =  (^l)Ä[<^+2)"+'-<^-2>^'H-2ä-[(*+2^"-*-(^-2)"-'l 
^>nO.-l)(^-2)A3^3^(^^A)„_3_,,_A)„.,] 

^».(».-l)(».-2)(g-3X».-4)AM,,^^^A^„_,_^^_A^„.,^^ 

Entwickelt  man  die  in  der  eckigen  Klammer  stehenden  Ausdrücke, 
so  bat  man: 


.h  .  /m— 3\  ,Ä» 

.  /m-3\    „  ,A»         -i 

.  in(m— l)(»n— 2)(ni-3)(m-4)ÄM5r/»»— 5\        .Ä 
+  — 2^— \X    ,    j^—ä 


und  da  diese  Glaichung  nur  identisch  statt  ßnden  soU^    so  mu^s 

erstens 

sein,  ferner  muss  der  CoeÜGcient  einer  jeden  Potenz  von  x  für 
sich  verschwinden.  Die  Gleichung  (4)  findet  wirklich  statt;  was  fer- 
ner den  mit  x"^—*^^  muitiplicirten  Coefficienten  betrifft,  so  ist  derselbe: 

(m+l)A  \2r+ 1/  22^+^  +     2     \2r-lJ  22r-i 

m(m--l)(m— 2)^3^3  /m-  3\Ä2r-8 
+  2*       ^..  ,    \^2r-3/22r-3 

.  iit(m— l)(7ii~2)(m-3j(m— 4)AM5/m— 5  \  A^ 
oder  anders  geschrieben : 

and  ist,    in  Folge  der  Gleichungen  (3),    gleich  Null. 

Die  in  dieser  Rechnung  auftretenden  Zahlen  Ai,  A^,  A^,..,, 
erscheinet!  in  der  Analysis  auch  noch  bei  andern  Gelegenheiten. 
'So  ist  z.  B.  ■ 

cosecar= AiX  +  A^x^  —  A^x^ -i- Ayx'^ — .... 

Denn  schreibt  man  diese  Gleichung  in  folgender  Form: 

11 

=  — — Aix-\'A^x^ — A^x^+Ajx^-^  ...., 


x^     x^     x^     x^  X 

so  hat  man,    wenn  man  beiderseits  mit  dem  Nenner  des  ersten 
Theils  der  Gleichung  multiplicirt: 

1  =  1—^1   )  +^3  j  -^5  )  +^r 

1        x^+    Ai  /  /I3  j  Jß 

"^3!    )  ZI   >  x^        3!  f  "*"  3! 


1  .dl 

7!    /         +7! 

1 


"  r» 
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was  identisch   ist,    weil  die   Coefficienten  von  x^,  x\,  x^,  ar*,.... 
vermöge  der  Gleichungen  (3)  8änimflich  Null  sind. 

Aus  dieser  Analyse  folgen  auch  die  merkwürdigen  Gleichungen: 
i  :  2:a:2r+i=r  C -\- '^(x^  -  hx  f  ~). 


Ueber  die  kleinste  Sehne,  die  sich  durch  einen  in  der 
Ebene   einer  ebenen  Curve  gegebenen  Punkt  in  der- 
selben ziehen  lässt. 

Von 
Herrn   Dr.  G.  Emsmann, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Frankfurt  a.  d.  O. 


Durch  eine  geometrische  Untersuchung,  die  ich  vor  einiger 
Zeit  anstellte,   veranlasst,    legte  ich  mir  folgende  Aufgaben  vor: 

I.  Durch  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve 
gegebenen  Punkt  die  kleinste  Sehne  in  derselben  zo 
sieben. 

IL  Durch  einen  in  der  Ebene  einer  ebenen  Curve 
gegebenen  Punkt  eine  3ehne  so  zu  ziehen,  dass  der 
gebildete  Abschnitt  ein  Minimum   wird. 

III.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  die  kleinste 
Sehne  in  einer  Oberfläche  zu  ziehen. 


Ebene  einer  ebenen  Curve  ffepeb,  Punkt  in  derselben  %iehen  lässt,  tßl^ 

des  Durchmessers.  Es  kann  also  eigentlich  hier  von  einer 
kleinsten  Sehne  nicht  die  Rede  sein>  da  sie  alle  gleich  gross 
sind  und  eben  so  gut  grösste  genannt  werden  können^  und  in 
der  That  ergiebt  die  Rechnung  för  diesen  Fall  u  =  2r  auch  als 
Maximum  der  Sehne. 

Der  gegebene  Punkt  {x* ,  y')  liege  auf  der  ^Axe,  alsoa:'=ar' 
und  y  =  0,    dann  ist 

X'  X' 

80  lange  x'  positiv,  aber  or=-|'<X)»  so  lange  x*  negativ,  d.  h. 
^'=2700  oder  ÖO»,    und 

(17)  M =2  Vr^—x*^— 2  V(r  +  x')ir-^), 

Die  Coordinatenaxen  können  aber,  ohne  die  Gleichung  des 
Kreises  zu  ändern,  jede  beliebige  Lage  haben,  wenn  sie  nur 
ihren  Anfangspunkt  im  Mittelpunkte  behalten  und  rechtwinkelig 
bleiben;  daher  können  wir«  weil  wir  jedesmal  den  durch  den  ge- 
liehenen Punkt  gezogenen  Durchmesser  zur  ^Axe  nehmen  können, 
aus  Gleichung  (17)  den  bekannten  Kreissat^ herleiten :  Die  halbe 
kleinste  Sehne,  die  sich  durch  einen  gegebenen  Punkt 
im  Kreise  ziehen  lässt,  ist  die  mittlere  Proportionale 
aus  der  Summe  und  aus  der  Differenz  des  Halbmessers 
und  der  Entfernung  des  gegebenen  Punktes  vom  Mit- 
telpunkte. 

§.6. 

K-  kann  aber  auch  Null  werden ,  wenn 
da 

du 
h)    der  Nenner  in   dem  Werthe  für    k-    unendlich    wird* 

(ax' yi)^ 

*'^ 1  V   2^=0*^*    Dieser  Ausdruck  kann  aber 

ibr  jedes  beliebige  x'  und  y'  nur  oc  werden,  wenn  tt=Qt>,  also 
tg9=oo  ist,  d.  h.  wenn  die  Sehne  einen  Winkel  von  90^  mit 
der  JITAxe  bildet,    und  wir  wissen  schon,   dass  dann  die  Sehne 

«=2Vräi:^  ein  Minimum  ist. 

Für  fv=Qc  wird  nach  Gleichung  (9)  wirklich 

h  2.00.00  1  ^  .^,    .,n\  ^     ■!— lA 

5-= j— ==:^=:^=— — -^:5=— 0  u.  uach  Gl.  (10)  5-5=+— :=i+0. 
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§.  7. 
Endlich   ist  noch  ^-  =  Qt>  zu  untersuchen. 

Dieser  Fall    könnte   eintreten,    wenn  entweder  der  Zähler  oo 
oder  der  Nenner  0  wird. 

Der  Zähler    kann    aher  nur  od  werden  für  jedes    beliebige 
{x* 9  y*)»  wenn  a=OD  wird,  wofür  in  §.  6.  die  weitere  üntersuchunir 

schon  angestellt  ist,  welche  ergeben  hat,  dass  dann   k-   nicht  CC| 
sondern  0  wird. 

Der  Nenner  kann  0  werden,    entweder  wenn   (l  +  a2)*=0, 
also  «  =  4:  V  ~1,  d.  h.  tg^  imaginär  würde,  was  nicht  muglich; 

oder  wenn  r^^^-j-^=0,  also  a=^;^-^(:ry±r V or'^+ya,,.^. 
Dieser  Werth  von  cc  ist  nur  dann  reell,   wenn  a:'*+y'^_.A    Ist 


.'-.'  ^fA,* 


^/2+y^^2,  also  x'^^r^=:-y^,  dann  ist  a=-|l^-^=-'^|=--. 

was    unser  schon   gefundenes  Minimum  giebt,    aber  nur  für  den 
Fall,    dass  der  gegebene  Punkt  auf  der  Peripherie  liegt. 

Ist  a:'^  +  ^'^  >  i*^»  d.  h.  liegt  der  gegebene  Punkt  ausserhalb 
des  Kreises,  so  wird  die  Sehne  u  =  0  nach  Gleichung  (7).  Um 
ihre  Richtung  zu  bestimmen,  wollen  wir  die  XA.xe  durch  den  ge- 

r  V^a:'^ r^  r 

sebenen  Punkt  legen ,    so^  dass  a  =  ± ;ö ö —  =  +  — = 

wird.    Bezeichnen  wir  die  beiden  durch  den  gegebenen  Punkt  an 
den  Kreis  gezogenen  Tangenten  zwischen  dem  gegebenen  Punkte 

und    ihren   Berührungspunkten  mit  t,   so  ist  V:r'* — r^=/,  also 

a=  +  -  =  tg9.    Der  Winkel  cp  hat  demnach  zwei  Werthe;  setzen 

^  • 

wir  den  einen  (p,    so  ist  der  andere  180®— <p,    und  die   beides 

vom  gegebenen  Punkte  an  den  Kreis  gezogenen  Taa- 

genten   sind  es,    welche  die   kleinste   durch  den  Punkt 

gehende  Sehne  t<=0  mit  dem  Kreise  bilden. 


§.  8. 


Für  die  Ellipse  ^+||ä1  wird 
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Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  ftff  ^    den   Zähler    sieicfi    Näfl, 
80  erhJilt  man  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade  für  cc. 


Uebungsaufga^ben  fiir  Schüler. 


Von  Herrn  Lector  Lindman  in  Strengnas  in  Schweden. 

1.  Si  tres  circuli  extra  se  mutuo  tangentes  dati  sunt,  tan- 
geotes  rectae  per  puneta  contactus  ductae  in  unüm  idem<|ire  pune«* 
tum  convenient,  quod  est  centrum  circuli  inscripti  ejus  trianguli, 
CQJus  laferibus  centra  trium  circulorum  conjuncta  sunt. 

2.  Demonstrare  forraulam  integralem 

0 

(Z'(«)  ex  notatione  C  Legendre  = — ZT     )' 

^    Invßqire  integrale  aequationis  differeatialia 

y^Dx^y  =  Dxy\ 

"  * 

4.  Sit  /9=  angulo  inter  axem  et  generatricem  qioarocunque 
cooi  recti ;  invenire  arcum  pectoris  cirjcularis  (radius  =  generatrici). 
cujus  superficies  sit  =  superficiei  coni  convexae. 
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noch    einmal  ZShIer  und   Nenner   differentiiren  mflssen  und  daDD 
im  Zähler  0  erhalten. 

Es  ist  demnach  auch  für  0:= t  wd  dann  a;'''+y=r'  ge- 
setzt der  wahre  Werth  von  5-  =0,  so  dass  also  auch  ISr  a= — ; 

Sa  S 

.bfli  jeder  Lage   des  Punktes  {x' ,  y')   unser  g~=0  wird. 


§.4. 

1)  a:=—,-  Setzen  ivir  it^tgq),  tfo  also  9  der  Winkel  ist,  den 
die  Sehne  u  mit  der  JfAze  nach  der  positiven  Kicbtang  zu  bildet, 
so  haben  wir  demnach  a=i%tp:=^,,  A.  h.  die  Sehne  u  geht 
durch  den  Coordinatenanfang,  also  durch  den  Mittel- 
puiibt  des  Kreises,  nird  also  Durchmesser,  and  wirlclidt 
wird  hier 

Setzen  (Vir  a=^  in  den  unter  (10)  dargestellten  Wertb  von  fj 
ein,    so  erhalten  wir; 

einen  Ausdruck,  der,  da  r  als  HalbmeHser  nicht  negativ  sein 
Bsen  aber  positiv  sein  mfissen,  wegen  des 
negativ  isL 

V* 
welchen  Werth  u  für  0  =  ^  annimmt,  eia 

erhalten  den  bekannten  Kreissatz:  Der 
ie  grüssle  Sehne,  die  sich  dnrch 
I  in  der  Ebene   des  Kreises  liehen 


Eöene  ehter  ebenen  Ourpe  getfeb.  Punkt  in  derselben  %iehen  iäest  46t 
2)  «  =  --  -7.  Setzeit  wir  diesen  Werth  von  a=:tg9',  so  haben  wir 

x' 
also 

9'  =  900+9) +2ii.90o=(2«  +  l).90o+ 9, 

wovon  der  kleinste  Werth  90^  -|-  9  i^t.  Die  durch  den  Punkt 
{^'9  y')  gehende  Gerade,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der 
AAxe  den  Winkel  97' =90'* -f  9  bildet,  erhält  man  leicht,  wenn 
man  auf  dem  durch  den  Punkt  (x' ,  y')  gezogenen  Durchmesser 
in  diesem  Punkte  eine  Normale  errichtet.  Diese  Normale  ist  die 
verlangte  Gerade.  Mit  dieser  Geraden  fallen  alle  die  anderen, 
welche  einen  um  2n.90^  grösseren  Winkel  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  JCAxe  bilden,  zusammen. 

Dasselbe  Resultat  lässt  sich  auch  aus  der  unmittelbaren  Be- 

x' 
trachtung  von  tg9)'=  —  —7    herleiten. 

%f 
Diese  Sehne  selbst  wird 

(15)  M  =  2  Vr«— (a?'2  +  y23. 

x' 
For  a= :  wird  aber 

y 

8«M  _          2(— 2ar^^— 3^'^-yg)    ^  2y^^(a:^^+2a:^Yg-f  y4) 
%l'\x'^-\-y'^)^ 2y^ 


ein  Ausdruck»  welcher,  da  ^r^  —  {x'^-\y'^)  nach  (15)  in  diesem 
Falle  die  halbe  Sehne  darstellt  und  als  solche,  so  lange  sie  über- 
haupt reell  ist,  nicht  negativ  sein  kann,  offenbar  positiv  ist. 

Mithin  ist  w=2  Sff^—ix'Hy'^s  welchen  Werth  u  filr  «=— -, 

annimmt,  ein  Minimum,  und  wir  kommen  so  auf  den  bekannten 
Kreissdtz:  Übter  allen  Sehnen,  die  sich  durch  einen  in 
der  Ebene  eines  Kreises  gegebenen  Punkt  in  dem 
Kreise  ziehen  lassen,    ist  diejenige,    welche  auf  dem 
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durch   dep  Punkt    gezogenen    Durchmesser    senkrecht 
steht,    die  kleinste. 


§.  5. 

Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Lagen  des  gegebenen  Punk- 
tes ix'  f  y')  in  Betrachtung  ziehen. 

Nach  (8)  wird  u  imaginär,    wenn  r^<— V^p"  2""' 

Was  das  Maximum  der  Sehne  betrifft,  so  ist  sein  Werth 
2r  von  der  Lage  des  Punktes  (a:',  y')  unabhängig;  es  wird  mit- 
hin stets  eine  grosste  Sehne  geben,  der  Punkt  mag  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kreises  oder  auf  seiner  Peripherie  liegen. 
Es  ergiebt  sich  dies  auch  aus  dem  obigen  Ausdruck  für  r^,  denn 

-  x' 
den  sollte,    r^<0  sein,    was  unmSglich. 


da  hier  a  =  —,  ist,  so  müsste,  wenn  diese  Sehne  imaginär  wer- 


x' 


Für  das  Minimum  der  Sehne,  welches  eintritt,  wenn  «= — 77 

ist,  haben  wir  t£  =  2  V  r^ — {x'^-\-y'^)  oben  gefunden. 

Wenn  r^  <^x'^-\-y'^ ,  d.  h.  wenn  der  gegebene  Punkt 
ausserhalb  des  Kreises  liegt,  wird  die  kleinste  Sehne  ima- 
ginär, d.  h.  es  kann  da  von  einer  kleinsten  Sehne  gar 
nicht  die  Rede  sein. 

Ist  r®=a:'^+y*,  d.  h.  liegt  der  gegebene  Punkt  auf 
der  Peripherie,  so  wird  t£=rO,  der  Richtung  nach  aber 
fällt  diese  kleinste  Sehne  in  die  im  gegebenen  Punkte 
an  den  Kreis  gezogene  Tangente,-  nur  dass  ihre  beiden 
Durchschnittspunkte  mit  dem  Kreise  in  einen,  in  den 
Berührungspunkt,    zusammenfallen. 

Liegt    endlich    der  gegebene   Punkt   innerhalb  des 

*    Kreises,    so   gilt  eben   der  am  Schlüsse   des  §.  4.   angefahrte 

Lehrsatz  in  seiner  vollen  Wahrheit.    Fällt  hier  der  gegebene 

Punkt   mit   dem  Mittelpunkte   zusammen,   ist  also  a:'=0 

und  y=0,    so  wird 

o?'         0 

a= /= — n  und  te^2r, 

d.  h.  die  Lage  der  kleinsten  Sehne  ist  in  diesem  Falle  unbestiminit 
oder  m.  a.  W.  jede  durch  den  Mittelpunkt  gezogene  Sehne 
ist  kleinste    fiir   denselben,   und  »war  von  der  Grösse 
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k 
gefunden,    in  welcher  C(aif„..€Cm)  die  Summe  der  Combinationen 

w 

ktev  Klasse  mit  Wiederholangen  aus  den  Elementen  e^»  a^,.,..atm9 
jede  Combination  als  Product  aufgefasst»   bedeutet. 


Von  H«mi  Prefesaor  Dr.  He«  «ei  %u  Mai  barg» 

Es  ist  gegeben  der  Durchmesser  einer  Kugel,  in  deren  Ober- 
fläebe  die  acht  Eckpunkte  eines  von  sechs  vierseitigen  ebenen 
Flächen  begrenzten  Körpers  liegen.  Man  soll  diesen  Körper  be- 
stimmen, z.  B.  durch  zwei  zu  einander  senkrechte  oder  graphische 
Projectionen  ihn  darstellen,  wenn  er  die  weiteren  Eigenschaften 
haben  soll,  die  in  den  folgenden  einzelnen  Aufgaben  näher  ange- 
geben sind: 

1)  Seine  sechs  Flächen  sollen  einander  congruent  sein.  Die- 
jenigen zwei  Seiten  einer  Grenzfläche,  die  in  einer  Ecke  zusam- 
menlaufen ,  welche  von  drei  nicht  gleichen  Winkeln  eingeschlossen 
ist,  sollen  sich  verhalten  wie  1  zu  2. 

2)  Der  Körper  soll  drei  Arten  von  Flächen  haben  un4  z^s^r 
von  jeder  Art  zwei,  welche  einander  congruent -sind,  er  soll  vier 
Arten  ron  Ecken  besitzen,  von  jeder  Art  zwei  sokhe,  die  einan- 
der congruent  sind,  zwei  seiner  Flächen  sollen  einander  parallel 
sein,  aber  die  Kantenlinien,  welche  nicht  In  diesen  beiden  Gren^ 
flächen  liegen,   sollen  keinen  Parallelismus  darbieten. 

Unter  diesen  vier  Kanten  soll  eine  sich  vorfinden,  an  welcher 
zwei  Grenzflächen  unter  einem  rechten  Neigungswinkel  sich  schnei- 
den.   Alle  übrigen  Flächenwinkel  sollen  schiefe  sein. 

An  einem  Ende  der  rechten  Kante  ist  der  eine  anliegende 
Grenzwinkel  als  ein  spitziger  Winkel  gegeben,  z.  B.  =60^.  Unter 
den  Grenzwinkeln  (welche  Peripheriewinkel  der  Grenzflächen  sind) 
sollen  vier  rechte  Winkel  vorkommen,  alle  übrigen  Grenzwinkel 
aber  schief  sein.  Die  Länge  der  rechten  Kante  ist  gegeben, 
z.  B.  =2  des  Durchmessers  der  Kugel. 


Theoremata    et    Probleroata. 
Auetore  D**«.  G.  F.  Lindnian,    Lect.  Strengn. 

1.    Diagonalibus  Parallelogrammi  dati  ductis,  prodeunt  quattuor 
triangula,   quorum  omnkun  latera  sant  dno  iatera  Parallelogrammi 
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et  altera  diagonalis.  Conjungendis  primum  punctis»  ubi  altitadi- 
nes  horum  triangulorum  conveniunt,  invenitur  parallelogrammum 
dato  äequalo.  Deinde  centris  gravitatis  triangulorum  conjungendis 
prodit  parallelogrammum  dato  siniile  et  cujus  latus  est  tertia  pars 
lateris  homologi  parallelogrammi  dati.  Si  denique  latera  parallelo- 
grammi  dati  in  duos  partes  aequales  dividuntur  et  rectae  iis  per- 
pendiculares  ducuntur  per  haec  puncta,  prodit  parallelogrammum 
dato  simile^  quod  est  ad  datum  =Cot^a:1,  ubi  est  «-=  angulo 
parallelogrammi  dati. 

2.  Quaerantur  termini  progressionis  arithnieticae>  numero  et 
summa  terminorum  atque  summa  cuborum  cognitis.  (Quomodo 
eligendae  sunt  quaotitates  incognitae»  ut  aequatio  finalis  tertii 
gradus  evitetur?) 

3.  Si  terminus  primus  progressionis  arithmeticae  est  =ff, 
differentia  ^=id  ei  numerus  terminorum  =n  et  a' ,  d\  n  easdem 
quantitates  alterius  progressionis  designant,  summa  (s)  produeto- 
rum,  quae  terminis  ejusdem  ordinis  inter  se  multiplicandis  orion- 
tar,   est 

,^„„a,+;i(l^^„d'  +  a'd)  +  "("  ~^;f  "^^  dd'. 

Sin  autem  inter  se  multiplicantur  termini  progressionis  arithmeticae 
prioris  et  termini  ejusdem  ordinis  progressionis  geometricae,  cujus 
primus  terminus  est  b*  et  ratio  q^  summa  productorum  n  termino- 
rum est 

i.    Oemonstrare  formulam 

o 

6.  Invenire  qnadratum  minimum,  quod  sie  construi  possit,  at 
tres  ex  verticibus  angplorum  ejus  in  lateribus  trianguii  aequilateri 
dati  Sita  sint.  ^ 

6.  Determinare  x,  y,  x  ex  aequationibus 

7.  Si  est  tg(a  +  j3)=3tga,  semper  sunt  Sin2(a  +  /3),  Sin2ft 
Sin  2a  in  progressione  arithmetica  vel 

Sin  2(«  -f  /3)  +  Sin  2a  =  2SiD  2/?. 
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8^  Qoamqoam  superflciera  triangali  sphaeriei  ratione  a  Cag* 
noii  (Trigoo.  pag.  281.  Paris  1786.)  tradita  faclUime  atque  commo« 
dbsime  cognoscere  licet  >  iDventio  tarnen  hajus  auperficiei  ope  cal« 
coli  integraiis  proponatur. 

9.  loveiiire  radices  aequatioois 

Cos  (a  +  Ji/;)  =  Cos  a  Cos  i/;. 

10.  Demonstrare  formulam 

11.  A  puncto  dato  lineam  rectam  normalem  ad  Parabolam 
AppolloDianam  datam  ducere. 

12.  Enodare  proprietates  curvae»  qaae  ad  coordinatas  ortho- 
gonales relata  continetur  aequatione 


Miscellen. 


Schreiben  des  Hrn.  DIrector  Strehlke  in  Danzig  an  den  Herausgeber. 

Die  Seite 473  im  vierten  Hefte  XXII.  Bandes  Ihres  Archivs 
erwähnte  Ungewissheit  in  der  Berechnung  der  Zahl  n  hat  Pro- 
fessor Richter  in  Elbing  schon  vor  mehreren  Monaten  gehoben. 
Nach  zwei  verschiedenen  Methoden  hat  er  dasselbe  Resultat  er- 
halten, das  mit  dem  Seite  473  des  Archivs  angegebenen,  mit  Aus- 
nahme der  331sten,  332sten  und  333sten  Decimalstelle  übereinstimmt 
Diese  drei  Stellen  sind  nicht  098,  sondern  962.  Ich  mochte  aber 
^t  he«  der  geftlligen  Bekanntmachung  in  Ihrem  Archive  vorschla^ 
gen,  die  ganze  Zahl  %  mit  dieser  Verbessening  noch  einmal  veU- 
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ständig  abdrackeD  zu  lassen,  damit  man  doch  mit  Bestimmtheit 
sagen  könne»  an  dieser  bestimmteo  Stelle  steht  die  richtige  Zahl 
bis  2ur  angegebenen  Grenze. 

Dan  zig,  den  20.  August  1854. 

Indem  ich  dem  von  Herrn  Director  Strehlke  ausgesproche- 
nen Wunsche  gern  entspreche,  lasse  ich  die  Zahl  n  mit  der  an- 
gegebenen Verbesserung  hier  unten  noch  einmal  abdrucken.    G. 

TT =3,  14159  26535  89793  23846  26433  83279  50288  41971 

69399  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20899  86280 

34825  34211  70679  82148  08651  32823  06647  09384  46095 

50582  23172  53594  08128  48111  74502  84102  70193  85211 

05559  64462  29489  54930  38196  44288  10975  66593  34461 

28475  64823  37867  83165  27120  19091  45648  56692  34603 

48610  45432  66482  13393  60726  02491  41273  72458  70066 

06315  58817  48815  20920  96282  92540  91715  36436  78925 

90360  01133  05305  48820  46652  13841  46951  94151  16094 


Schreiben  lies  Hrn.  Director  Strehlke  in  Danzigan  den  Herausgeber. 

Sie  werden  wohl  schon  bemerkt  haben,  dass  die  Seite  474 
des  vierten  Heftes  XXII.  Bandes  Ihres  Archivs  von  Herrn 
Professor  Dr.  Wolfers  mitgetheilte  Formel  für  die  Oberfläche 
des  Rotation^s •  Sphä'roids  auch  in  KlugeTs  mathematischem 
Wörterbuche  Tbl.  4.  Seite  394  steht*). 

Um  diesen  Zeilen  etwas  Positives  beizufügen^  lege  ich  eine 
Aufgabe  bei»  die  Bessel  im  Jahre  1819  einigen  seiner  Schüler  gab. 

Aufgabe. 
Es  seien  die  positiven  Grossen  a  und  6  gegeben ;  man  setze 

6''  =  V«^S 


*)  9«iseniMigeaGhtet  schien  et  mir  aber  hurner  gat^  diese  Fennel)  ^ 
Herr  ProfeM«r  Wolfers  nnzweifdhaft  fior  «ich  seihst  gefönte  hst» 
ivMer  hl  firbnerong  an  hfiBgen.  €1 
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wa«  wird  aus  a(*>  iii»4  ^")  ? 


Es  sei 


ist 


a(<»):=^»)=- 


Für  a=0,  6=1  ist  7r=-^. 


Auflösung. 

a=6.cos9» 

a'  =6.  cos  29^9 
^   =6.cosi9, 

h"  =6.  cos  i^).  cos  $9  9 

2-teng(|)     2-.tang(|j) 

2».sin(|)     2».«..(|) 
V.6a— a« 


9> 


Wenn  a  >  6,  so  wird  durch  Einfiahrung  de»  ImagiDären 

log  6 — log  (a  ^  VflälZÄ^  • 
Für  a=5,   6=4  ist  log2:?:^. 
För  a=5,    6=3  Ist  log3=^. 
Dan  zig,  den  6.  September  1854. 


Von  dim   Heraus  gell  er. 

Ich  habe  den  Aufsatz  Nr.  XXVI. ,   sogleich  nachdem  ich  ihn 
empfangen,  noch  in  diesem  Hefte  abdrucken  lassen,  weil  er  einen 


478  Miscetten. 

dem  von  mir  in  dem  Aufsatze  Nr.  XXI.  behandelten  Gegenstande 
ganz  nahe  verwandten  Gegenstand  betrifft.  Natürlich  war  es  mir 
interessant 9  zu  untersuchen,  ob  das  von  Herrn  Li  n dm  an  gefun- 
dene Resultat  mit  dem  von  mir  erhaltenen  Ergebnisse  überein- 
stimmt oder  vielmehr  aus  demselben  sich  ableiten  lässt,  indem 
die  von  mir  gefundene  Formel  allgemeiner  ist.  Dass  diese  lieber- 
einstimmung  wirklich  Statt  findet,  will  ich  hier  nachträglich  noch 
ganz  in  der  Kürze  zeigen.  Ich  habe  für  die  Ellipse  in  Bezug 
auf  jede  zwei  conjugirte  Durch niessser,  die  den  Winkel 
a  einschliessen^  auf  Seite  392.  die  folgende  Formel  erhalten: 


Sectio  =  «6 sin «ArctangT-  oder   Sect9  =  a6sinaArctang V      ,    » 

Herr  Lind  man  findet  nur  in  Bezug  auf  die  beiden  Axen 
der  Ellipse  auf  Seite  441.  die  Formel 

-m        ,    ,  A     .        atanga 
Sa  =  iaö  Arctang — r^* 

d.  h.  in  meinen  Zeichen: 

a  tang  oo 
Sectg)  =  ia6  Arctang — r 

Aus  meiner  vorhergehenden  Formel,  in  welcher  für  das  System 
der  beiden  Axen  der  Ellipse  a=90^  zu  setzen  ist,  ergiebt  sieb 
fär  dieses  System: 


Va — X 


und  soll  also  diei^e  meine  Formel  mit  der  vorhergehenden  Formel 
des  Herrn  Lectors  Lind  man  tibereinstimmen,   so  muss 


oder 


4/  a— a;      ,  ^     ,        atangoo 
ArctangY  ^j^  =  4Arctang — g — 

Va — X       ^  atanso) 

^qp^=  Arctang — f"-^ 


sein.  Um  nun  zu  untersuchen ,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist,  be- 
merken wir  zuvorderst,  dass  für  die  Axen  ^=j;tang9>,  also  wegen 
der  Gleichung  der  Ellipse 

tanggy_ 
b      )  -* 


©■+(- 


ist,  woraus  leicht  ar==  ^^  ^         o     .«  folg**    Also  ist 

Va*sing)*  +  6*co«y* 


a  —  x        V^n*  Bin  y^ + 6*coa  g^~b  cob  9 

und  die  zu  veriGcirende  Gleichung  ist  folglich: 

2ATctang'{-v-         ^,  ■--_Jl.    ■-■ ^S  =ArctaDg — r^^ 

oder  • 

(  V^o*sinv^  +  fiSfOsg)*  —  6coBq))i         atangv 

Nun  ist  aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Eleroentarformel : 


ili9)'H-&'cns7;^  — 6ci 


~    V  fl*8in  9«  +  ftäcosg)»  +  b  cos"^ 
so,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

(  Va*sinflj'  +  6''cosgi"  +  ocoH9J  J 
iVa«siiiy'+&'cosy'— 6cosyiMV"o'8iny''-f6»coay'  +  6co8yii 


„  "siny  _atangjp  ^ 
6cAe9>  6        ' 

welches  die  zu  verißcirende  Gleichung  nar,  so  dass  also  zwischen 
den  von  uns  beiden  gefundenen  Resultaten  in  der  That  vOllige 
Ueberein Stimmung  Statt  flndet,  nur  dase  (tie  von  mir  gefundene 
Formel  weit  allgemeiner  und  des  Herrn  Lectors  Lindman  Foi- 
nel  unter  dersemeo  als  ein  besonderer  Fall  enthalten  ist. 

Der  Satz,  dass  {ede  zivei  conjugirte  Durchmet 
die  Fläche  der  Ellipse  in  vier  gleiche  Theile  eint 
len,  Icommt  in  unseren  beiderseitigen  Abhandlungen  S.  3U5. 
S.  442.  vor,  und  ist  von  Herrn  Lindman,  indem  er  auf  di< 
■annle,  zwischen  den  Winkeln,  welche  die  conjugirten  Dian 
f'l  demselben  Tbeile  einer  der  beiden  Axen  einscbliessen, 
findende  Relation  zurückgebt,  auf  sehr  schöne  Weise  bewii 
KJi  freue  mich  sehr,  bei  dieser  Untersuchung  mit  Herrn  L 
l'indraan,  der  mich  zu  meiner  grössten  Freude  schon  längs 
^ner  mir  flberans  wertben  rrenndschaft  lieehit  bat,  so  gan: 
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föllig  zusammengetroffen  za  sein,  wobei  ich  nochmals  wiederhole, 
dass  ich  zu  der  von  mir  angestellten  Untersuchung  lediglich  durch 
die  von  mir  im  Eingange  zu  meiner  Abhandlung  angeführte  Stelle 
aus  Leibnizens  Briefen  veranlasst  worden  bin.  Herrn  Lind- 
man's  Abhandlung  enthält  noch  viele  andere  sehune  Bemerkun- 

gen  über  die  Ellipse ,    und  erlaube  ich  mir  hier,  die  Leser  noch 
esonders  zu  ersuchen  ^   diese  schöne  Abhandlung  ja  nicht  unbe- 
achtet zu  lassen. 


D  r  a  c  k  f  e  h.l  e  r. 

Theil  XIX. 

Seite  297.  Z.  6.  statt  We^teras  setze  man  Westeräs. 
301.  „   9.  fehlt  (18). 
304.  „   8.^  zwischen  „  pas  '^  und  ,,  Tun  ^*  setze  mau  das  Wort  d  i. 

„     305.   „   7.  statt  1/2744  setze  man  V2744. 
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Theil  XXL 

Seite   LZ.  7.  v.  u.  statt  reclue  s.  m.  reelle. 

2.  „    8.  V.  o.     „     d'appendre  „    „  d'apprendre. 

2.  „  23.  V.  o.     „     (l($!)  „    „   l(^). 

2.  „    4.  V,  u.     „     valeur  „    „  valeurs. 

3.  „    6.  v.  o.     „     c^H*)  „    „  ev'i'). 
10.  „    2.  iT  o.     „     6^i(a+^0  „    „  ef^^^'^ß'^. 

¥i  JR 

10.   „    3.  V.  u.    „      ^=3r— Arctg-^r,,    „  '^'=7t+ Arctg-j» 

{in  der  Note)  ^  ^ 

3        4  _ 

19.  „  11.  V.  o.     „      ^  d4-|d2ce  „    „  ^  d*  —  ^d*ce. 
21 .  „    2.  T.  o.  statt  am*  s.m.  a* ,  S.  21.  Z.  3.  t.  o.  statt  am*  s.  m.  ai- 

in  ^ 

m     in-l-l 

2L  „    6.  V.  o.  statt  V^       s.^m.   w/ 

„   23.  Z.  2.  V.  o.  statt  am-i^s.  m.  a^^  S.  23.  Z.  4.  v.  o.  statt  Om^s.  m.  a*  • 
„    24.  Z.  6.  V.  0.  statt  Um^  s.  m.  o^. 

...  ^  <.  1  I.       .      X  1      f+flCOSV 

„    26.    „  o,  V.  u.  fehlt  ein  )  nach   — i -• 

"  '*  ^  a  +  r  cos  V 

setze  man    # 
«   29.   „  4.  V.  u.     „     /      —. setze  man  /      •  .      'zz^) 

(ohne  die  Note)         J         a+rC08X  J         a+TCOSX 

woEU  noch  kommt ,  dass  man  die  «rstere  der  awei  Noten  aiU' 
Seite  30.  hier  heruherfnhrcn  ond  mit  **)  verseheo  ronss. 

,y   30.  Z.  7.  V.  o.    Das*)  fällt  weg;  die  Note  (die  erstere  untfo) 

gehört  der  vorigen  Seite  29.  zu. 
„   33.  Z.  6.  v.  o.  statt  Va«— 6«— c^  setze  man  V6«+c*— «». 
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Uterartteher  Berteht  LXXMX. 


Literarischer  Bericht 


LXXXIX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Briefe  von  Leonhard  Euler  und  von  Job.  Alb.  ßuler 
an  Wenzeslaus  Johann  Guistav  Karsten. 

(Allgemeine  Monatsschrift  für  Wissenschaft  und  Literatur.  Mai  1854.) 

Wenzeslaus  Johann  Gustav  Karsten,  geb.  den  15.  De- 
cemberl732  zu  Neu -Brandenburg  in  Mecklenburg- Strelitz,  gestor^ 
ben  im  Jahre  1787  als  Professor  der  Mathemattk  und  Naturlehre 
an  der  Universität  zu  Halle ,  der  leider  den  jetzigen  Mathemati- 
kern nur  noch  wenig  bekannt  ist,  hat  sich  im  vorigen  Jahrhundert 
durch  seine  Lehrbücher:  seinen  grossen  Lehrbe griff  der  ge-^ 
sammten  Mathematik,  seine  aus  drei  Theilen  bestehenden 
vortrefflichen  Anfangsgründe  der  mathematischen  Wis- 
senschaften, und  seinen  aus  sSwei  Theilen  bestehenden  Aus- 

I 

zug  aus  den  Anfangsgründen  der  mathematischen  Wis- 
senschaften, welcher  letztere  auch  eine  für  daqialige  Zeit  sehr 
gute,  kurze  Darstellung  der  in  den  beiden  ersten  grösseren  Wer- 
ken nicht  behandelten  astronomischen  Wissenschaften  enthält,  um 
die  Verbreitung  und  gründlichere  Darstellung  der  mathematischen 
Wissenschaften  ein  sehr  grosses  Verdienst  efworben,  und  hat  in 
Halle,  wie  uns  alte  Leute  erzählt  haben,  für  einen  so  ausgezeich- 
neten Lehrer  der  Mathematik  gegolten,  dass  selbst  nicht  wenige 
Männer  aus  den  verschiedensten  Ständen,  die  gar  keine  soge- 
nannten Gelehrten  waren  und  werden  wollten,  aus  Neigung,  zu  ihrer 
-Ansbildung,  an  seinen  Vorlesungen  Theil  nahmen*).    Ausser  den 


*)  Als  ein  Beispiel  hierzn  kann  der  Heransgeher  seinen  eigenen  Vater 
anfahren,  der  Bachdracker  war,  sich  aAjjy  in  seinem  späteren  Leben  immer 
noch  mit  dem  grouten  Interesse  an  Karsten'«  Vorlesungen  ednoerte. 

Thl.  XXIll.  Hft.  1.  1 


3  meratischer  Bericht  LXXlilX. 

oben  genannten  Werken  Karsten*s  zeichnet  sich  hauptsächlich 
seine  schon  weit  früher  erschienene  Mathesis  theoretica  ele- 
mentaris  atque  sublimior.  Rostochii  et  Gryphiswal- 
diae  1760,  durch  ungemeine  Strenge  und  Präcision  aus,  ein  Werk, 
welches  u.  A.  auch  das  Verdienst  hat,  dass  darin  (8. 146.)  In  der 
Stereometrie  der  Unterschied  zwischen  Congruenz  und  Symmetrie, 
um  mich  des  neueren  Sprachgebrauchs  zu  bedienen,  in  sehr  be- 
stimmter Weise  hervorgehoben  wird,  ein  Unterschied,  den  seihst 
Kästner  gar  nicht  gekannt  zu  haben  scheint,  und  d^r  bekannt- 
lich zu  sehr  begründeten  Anfechtungen  von  Enclid.  Elem.  XI.  28. 
vielfache  Veranlassung  gegeben  hat.  Karsten  hat  daher  auch 
das  grosse  Verdienst,  dass  er  wohl  zuerst  die  jetzt  gebräuchlichen 
Beweise  durch  die  *  Exhaustionsmethode  oder  die  Methode  der 
Gränzen  in  die  Stereometrie  eingeführt  hat.  Bekannter  als  diese 
von  uns  hier  hervorgehobenen  Verdienste  Karsten 's  um  die 
reine  Mathematik  sind  seine  Verdienste  um  die  bessere  und  gründ- 
lichere, auch  namentlich  für  die  praktische  Anwendung  geeignetere 
Darstellung  der  mechanischen  Wissenschaften,  worüber  vrlr  uns 
daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten  brauchen. 

Wegen  des  schon  aus  dem  Vorhergehenden  gewiss  deutlich 
hervorgehenden  Interesses,   welches  wir  immer  an  Wenzeslaus 
Job.  Gust.  Karsten's  Schriften  genommen  haben,   und  wegen 
der  vielfachen  Belehrung,  die  wir  sell>st  aus  denselben  geschöpll 
2»  haben  dankbar  bekennen,    hat  es  uns  eine  ungemeine  Freude 
gemacht,  dass  sein  würdiger  Verwandter,  Herr  Prof.  G«  Kar fiteü 
in  Kiel,  durch  die  Herausgabe  der  obigen  Briefe  diesen  sehr  ver^ 
dienten  älteren  Mathematiker  den  jetzigen  Mathematikern  wieder 
ia's  Gedächtniss. zurückgerufen  hat    Schon  als  mit  einem  Leon* 
bard  Guler  und  seinem  Sohne  i«  Albrecht  Euler  gewechselte 
Briefe  sind  diese   Briefe  an  »«ich  höchst   interessant.     Dieselben 
sind  aber  auch  für  die  Geschichte  der  Mathematik  von  Bedeutung» 
«•4  ^ir    erkennen   vollkommen  da«  nicht   geringe  Verdient  an, 
das  Herr  Professor  Karsten  sich  darch  ihre  Publication  um  diese 
Wit^enscbaft  erworben  hat.    Wir  lernen  z.  ß.  aus  diesen  BriefeSi 
wie  es.  gekommen  ist,   dass  W.  J.  G.  Karsten  der  Hefausgebec 
▼«Mi  £uler*s  berühmtem  Werke:    Th*eoria  motus  corpor«» 
selidorumseu  rigidorura.  Ed.  nov.  Grypbi^w.  1790,  -^ durch 
dessen  vorzüglicbe  Uebersetzung  (Greifswaldl  853, )  sich  neuer*' 
liehst  Herr  Professor  Wo I fers   in   Berlin    ein  buchst  antsrken^ 
nungswerthes  Verdienst  erworben   bat,  —  wurde,    und   hören  zu 
unserem  Erstaunen,  dass  Euler  keinen  Verleger  zu  demselben  finden 
konnte  und  Karsten   sich  ^Ifache  Mühe   geben  muaste^   um 
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•ff&faren  «iis  dbsen' Btieftn  die  iralii  lieh  dlohi  e^freolichcik  Vr- 
mdbeos  weleb^  Euler's'iiohneUea  Weg^^aag  Ton  Berlin  nadb 
PeleTsburg  ber^eiAlirten',  „nit  «^iber  gaatsen  sltii^  ISSee- 
len  besteilenden  famille*''  Diese  Briefe  bringen  wm  ferner 
mtiM^he  interessante  Dinge  über  nicht  n^'enige  verdiente  und  unver* 
diente  Mathematiker  der  damafigen  Zeit,  z.  B.  über  Herro  Fre» 
deipj«  de  Castillon,  der  von  J.  A.  fiuler  in. einem  vom  Ittsteä 
Afpril  1765  datirten  Briefe  bezeichnet  »ird  als  „ein  Barsehe  V^n 
tö  Jahren,  der,  wenn  er  das  hiesige  Joachimsthalische  Gymna** 
simn  fireqoentifen  wollte,  b5chstens  in  Seconda  zu  sitzen  kommen 
vrfirde'^,  dessenungeachtet  aber  „Professor  Maliieseos"  geworden 
sei.  Aoefa  in  wissenscliaftlicber  Rdeksicbt  lassen  uns  diese  Briefe 
keifi«swegs  leer  ausgehen:  So  theilt  z.  B.,  mancher  anderer  in^ 
terressanter  Dinge  nicht  zu  gedenken,  J.  A.  Euler  eih^  „tob 
seinem  Schwager  und  Schüler,  einem  hiesigen  Bombardir,  ge* 
fondene  Trisecttenem  anguli  mit,  die  nicht  uneben  ist  und  bei  nicht 
aUzugrossen  Zeichnungen  die  Probe  bält^S  sowie  eine  von  Lam«» 
bert  angegebene  geometrische  ^)  „Rectifioationem  circuli''  die  Be- 
achtung verdient.' 

Wir  glauben^  dass  das  Obige  hinreichen  wird,  die  Leser  des 
Archiv's  auf  diese  interessanten  Briefe  aufmerksam  zu  machen^ 
und  sagen  Herrn  Professor  Karsten  in  Kiel  für  deren  Publica- 
tioD  unsern  wärmsten  Dank,  möchten  auch  den  Wunsch  aus- 
sprechen, dass  die  Verlagshandlung  der  Allg.  Monatsschr.  f.  Wiss. 
u.  Lit.  einen  Abdruck  dersehfoen  in  einem  besonderen  Heflchen, 
mit  besonderem  Titel  versehen ,  veranstalten  liesse,  und  ersuchen 
schliesslich  Herrn  Professor  G.  Karsten  recht,  sehr^  auch  die  in 
seinem  Besitz  befindlichen  Briefe  von  W.  J.  G.  Karsten  mit 
Aepinus,  Lambert,  Lagrange,  Kästner  u.  A<  dem  mathema- 
tischen Publicum  nicht  vorzuenthalten,  wenn  sie,  woran  kaum  zu 
za zweifeln  ist,  eiti  ähnliches  Interesse  wie  die  jetzt  veröffentlichten 
Euler' sehen  Briefe  darbieten  sollten. 


Geometrie. 

Zur  Lehre  vom  Dreiecke  mit  dem  umschriebenen 
Kreise  und  den  berührenden  Kreisen.  Von  Job.  Rog» 
ner.  Aus  dem  Jahresberichte  über  die  st.  st.  Ober» 
Realschule  in  Grats  för  das  Studienjahr  1852— 53  beson- 
ders abgedruckt.    Gratz.  1853.    4. 


*)  Naturlich  annähenide. 
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So  viel  und  so  oft  auch  scboo  das  ebene  Dreieck  nebst  setoeiii 
umschriebenen  und  seinen  Berührungskreisen  betrachtet  werden 
ist»  hat  doch  der  Herr  Verfasser  des  vorliegenden,  6ehr  lesens- 
und  beachtenswerthen  Programms  diesem  Gegenstande  eine  neue 
Seite  abzugewinnen  gewusst.  Ausser  den  vorher  genannten  Krei- 
sen zieht  der  Herr  Verfasser  nämlich  noch  jene  in  Betracht,  welche 
zwischen  jeden  Tangirungskreis  und  den  ihm  zunächst  liegenden 
Scheiteln  des  Dreiecks  so  eingetragen  werden  können,  dass  sie 
wechselweise  einander  und  zugleich  auch  zwei  Dreiecksseitea  be- 
rühren. Diese,  den  ersteren  Hauptberührungskreisen  gegen- 
über, von  dem  Herrn  Verfasser  Nebenberühruneskreise 
genannten  Kreise  sind  es,  welche  ihm  zu  verschiedenen  neuen 
interessanten  und  auch  f(if  Schüler  lehrreichen  Betrachtungen, 
namentlich  auch  zu  verschiedenen  bemerkenswerthen  Reihensum- 
mirungen,  Veranlassung  gegeben  haben.  Es  werden  nach  einan» 
der  folgende  Fragen  beantwortet:  1.  Nach  welchem  Ver&hcen 
können  die  Nebenberührung^kreise  verzeichnet  werden?  — -  2.  Nach 
welchem  Gesetze  folgen  die  dem  nämlichen  Winkel  eingeschrie- 
benen Nebenberührungskreise  aufeinander?  —  3.  Wieviele  Neben; 
berührungskreise  lassen  sich  zwischen  einen  Hauptberührungskreis 
und  einen  der  ihm  zunächst  liegenden  Scheitel  des  Dreiecks  ein- 
tragen ?  •—  4.  Wie  gross  ist  die  Summe  der  Umfange  aller  im  näm- 
lichen Winkel  liegenden  Nebenberührungskreise?  —  5.  Wie  gross 
ist  die  Summe  der  Flächenräume  aller  im  nämlichen  Winkel  lie- 
genden Nebenberührungs kreise?  —  6.  Das  Wievielfache  von  dem 
Umfange  des  inneren  Hauptberührungskreises  ist  die  Summe  der 
Umfönge  der  inneren  Nebenberübrungskreise  ?  —  7.  Das  Wieviel- 
fache von  dem  Flächenraume  des  inneren  Uauptberöhrungskreises 
ist  die  Summe  der  Flächenräume  der  inneren  Nebenberübrungs- 
kreise? —  8.  Das  Wievielfache  von  dem  Umfange  des  umschri^ 
benen  Kreises  ist  die  Summe  der  Umfange  der  sämmflichen  berüh- 
renden Kreise?  —  9.  Das  Wievielfache  von  dem  Flächenraume  des 
umschriebenen  Kreises  ist  die  Summe  der  Flächenräume  der 
säuimtlichen'  berührenden  Kreise? 

Die  als  Beantwortungen  dieser  Fragen  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser gefundenen  Resultate  zeichnen  sich  durch  Einfachheit  nod 
Eleganz  aus,  so  dass  wir  dieses  Programm  allen  Lehrern  an  höhe- 
ren Lehranstalten  zur  sorgfaltigen  Beachtung  zu  empfehlen  uns 
gedrungen  fühlen ,  indem  wir  zugleich  der  Meinung  sind ,  dass  sein 
Inhalt  auch  zu  Uebungen  für  vorgerücktere  Schüler  sehr  ;Zweck- 
mässig  benutzt  werden  kann. 
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Mechanik. 

Vor  Kurzem  erschien  die  erste  Lieferaog,   Text  und  Tafeln 
eines  Werkes: 

Constructionslehre  ffir  den  Maschinenbau  von  C.  L. 
Moll  und  F.  Reuleauz^  Civil  «Ingenieuren,  Braun- 
scbweig  bei  Vieweg,   1864.", 

i^elches  in  so  naher  Beziehung  zu  den  Werken  und  Vorträgen  des 
Herrn  Professor  Re d tenb ach erv steht,   die  derselbe   seit  einer 
Reihe  von  Jahren  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe 
über  denselben  Gegenstand  hält,    dass  es  in  dieser  Hinsicht  die 
sor^föltigste  Vergleichung  mit  letzteren  verdient,  besonders  da  die 
Verfasser  noch  vor  24  Jahren  Redtenbacher*s  Schüler  waren. 
Jedem,  der  an  seinem  unterrichte  Theil  nahm,  muss  auf  den  ersten 
Blick  die  grosse  Uebereinstimmung  der  Tafeln  mit  dessen  Vorla- 
gen  und    des  Textes   mit  seipem  Werke  „Resultate  für  den 
Maschinenbau"  und  seinen  Vorträgen,  von  denen  ich  als  frühe- 
rer  Schüler  desselben   ein    treu  nachgeschriebenes  Heft  vor  mir 
liegen  habe,*  auffallen.     Die  nähere  Vergleichung  bestätigt  dieses 
mit  wenigen  Ausnahmen  bis  in  die  Einzelnheiten  hinein. 

Ich  fühle  mich  sowohl  gegen  meinen  Lehrer  als  gegen  das 
gelehrte  und  technische  Publikum  verpflichtet,  die  Art  der  Ueber- 
einstimmung und  die  Entstehungsgeschichte  des  obigen  Werkes, 
so  weit  es  vorliegt,  in  Folgendem  darzulegen,  damit  das  Verdienst 
der  Verfasser  und  ihr  Benehmen  gegen  Professor  Redtenbacher 
richtig  gewürdigt  werden  könne.  ' 

• 

Der  erste  Abschnitt  handelt  von  der  Festigkeit  der  Mate- 
rialien.   Die  ganze  Anordnung  und  das  Einzelne  im  Anfange  des 
Abschnittes   ist   dieselbe,    wie  in   den  „Resultaten",    und  ich 
führe  als  Beispiel  die  Nr.  35.  über  Arbeitsgrosse  zur  Verlängerung, 
Verkürzung,    Drehung   und  Biegung    eines   Stabes   an,    die  fast 
wörtlich  mit  der  Nr.  55.   der  Resultate  übereinstimmt.     Am  Ende 
dieses  Abschnittes  dagegen  findet  die  einzige,  einigermaassen  er- 
hebliche Abweichung  von  Redtenbacher  statt,  indem  die  Ver- 
fasser  statt    der   gebräuchlichen  Bruchco^fficienten   die  so  wenig 
genau  zu  ermittelnden  Coäfficienten  für  stabile  Festigkeit  anwandten, 
d.  b.  statt  von  der  Kraft ,  welche  zum  Bruche  eines  Stabes  nothig 
ist,  von  derjenigen  ausgingen,  welche  seine  Form  bis  zur  Elasti- 
citätsgrenze  verändert.    So  lange  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Dimensionen  eines  Querschnitts  von  gegebener  Gestalt  handelt, 
erscheinen  die  gewöhnlichen  Resultate  und  nur  eine  andere  Sicher-^ 
heit,  als  die  gegen  Bruch;  sobald  aber  die  yortheilhafteste  Clestalt 
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des  Querschnitts  bestimii|t  w^ifd^ii  soU^  tritt  die  grosse  Unsicher- 
heit  der  Elasticitätsgrenze  mit  ihrem  gaozeu  Gewichte  auf  und 
macht  die  Folgerungen  ebenso  unsich^. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  die  Einleitung  in  die  Con- 
sthictionslebre  fär  den  Maschinenbau.  Es  sind  darin  überall  die- 
selben Grundgedanken  ausgesprochen^  welche  Redteh'Uächer 
in  seiner  Einleitung  aufstellt  und  bei  jeder  Geleglenheit' der  An- 
wendung wiederholt.  Ganz  dem  Gange  des  Heftes  folgend,  .sind 
die  Grundbegriffe  der  Mechanik  auszugsweise,  die  Gesetze  des 
geometrischen  Zusammenhangs,  des  Beharrungszustandes,  die  all- 
gemeinen Regeln  zur  Anordnung  von  Maschinen  und  zur  Bestim- 
mung ihrer  Dimensionen  aus  einander  gesetzt.  Dabei  ist  stets  auf 
Dasselbe  das  Hauptgewicht  gelegt,  was  Redten  b ach  er  als  be- 
.  sonders  wichtig  hervorhebt,  wie  auf  den  Begriff  der  Wirkungs- 
grusse,  auf  die  Ursachen,  welche  den  Beharrungszustand  noth- 
wendig  herbeiführen  müssen ,  die  Bedingtheit  fast'aller  Dimensionen 
bis  in's  Kleinste  durch  ein  verlangtes  Maximum  von  Zweckmäs- 
sigkieit,  besonders  aber  die  Professor  Redtenbacher  eigen- 
tbümliclie  Methode  der  Verhältnisszahlen,  von  denen  nachher  weiter 
die  Rede  sein  soll. 

,  Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Constri^ction  der  Ma- 
schinentheile*  Man  findet  hier  genau  dieselbe  Reihenfolge ,  wie 
in  den  Resultaten,  dieselben  Erwägungen  wie  in  den  Vorträgen 
und  dieselben  Regeln,  mit  wenigen  Ausnahmen.  Das  eine  Mal  ist 
ein  Coefficient  geändert,  wie  bei  der  Berechnung  der  Wellen,  das 
andre  Mal  die  Regel  eines  anderen  Autors  angenommen,  wie  bei 
der  Construction  der  Schrauben;  dann  sind  noch  einige  wenige 
Constructionen  zagefägt,  wie  die  eines  hohlen  Zapfens  und  einer 
hohlen  Welle,  einer  anderen  Kuppelung  und  einiger  Wand«*  und 
Hängelager. 

Die  Tafein  sind  der  grossen  Mehrzahl  nach  nichts  anderes, 
als  Abbildungen  von  den  Vorlagen,  weiche  Professor  itedteo- 
Uacher  construiren  liess  mit  derselben  Bezeichnung  der  Abhän- 
gigkeit der  Dimensionen  und  derselben  Art  der  Ausfuhrung;  die 
wenigen  Abänderungen  sind  denen  des  Textes  entsprechend» 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  stellt  sich  heraus,  dass  das 
ftagliche  Werk  gröss^entheils  die  Resultate  Redtenbacher's 
enthält»  versehen  mit  den  von  demselben  in  seinen  Vorträgen  ge^ 
gebenen  Umleitungen  und  aufgestellten  Grundsätsen^.  Beide^  , 
sfimmen  der  An^^rdnung,  dem  Inhalte  und  theilweisft 
dem  Wortlaute  nach  übeDein*  -^  Das  grosse  Verdienst»* 
weleiies  sieb  Redtenbaofaer  sbhon  alldu  durch  seine  ..Resnln 
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täte*'  um  den  Mascbinenbaa  erworben  Jiat,  ist>  dass  er  die  ?or- 
bandenen  Regeln  sammelte ,  die  mit  den  besten  Erfahrungen  fibeN 
einstimmenden  beibehielt »  die  anderen  verbesserte,  die  ylelen  nödl 
feblendefi  nach  Vergl^ichung  der  bewährten  Constnrctionen  nnd 
»vsgehend  von  einer  theoretischen  Omndlage  bildete  uttd  sie  dani( 
—  was  sehr  wesentlich  ist  ^—  in  einer  solchen  Retfa^nftflge  airf' 
stellte,  wie  sie  der  Constructeur  nach  einander  bedarf.  Die*Be« 
wäHtgung  dieses  ganzen  Materlhls  und  eine  solche  Vereinfachung 
aHer  Regeln,  dass  sie  zum  praktischen  Gebrauche  {irirklich  taug- 
lich sind,  gelang  4hm  jedoch  nur  durch  die  ihm  eigenthümliche 
Methode  der  Yerhältnisszahlen,  wonach  nur  einzelne,  meist 
von  «inander  unabhängige  Hauptdimensionen  nach  m5gltchst  ver- 
ehnfachten  Regeln  der  Festigkeitslehre  berechnet  und  die  andern 
ans'  ihnen  dnrch  die  Verhfiltnlsszahlen  bestimmt  werden,  welche 
Abhängigkeit  beider  von  einander  meist  durch  einen  Factor  attein 
ausgedrückt  wird.  Diese  Methode  entwickelt  Redtenbacher  Va 
seinen  „Prinzipien  der  Mechanik  und  des  Maschinen- 
bau es'*  im  Allgemeinen  und  zeigt  in  seinen  Vorträgen  bei  jedei* 
Dimensionsbestimmung  ihre  Anwendung.  Ueber  die  praktische 
Bedeutung  dieser  Lehre  spricht  er  sich  in  seinen  „Prinzipien*^ 
Seite  291.  folgendermaassen  aus:  „Ich  bediene  mich  dieser  Me* 
tbode  seit  einer  Reihe  von  Jahren,  and  der  Erfolg,  den  ich  dnrclr 
EjofOhruBg  derselben  in  der  Schule  erreicht  habe,  ist  von  der  Art, 
dass  dagegen  das,  was  ich  in  früherer  Zeit  durch  andere  Metho- 
den z*a  Stande  brachte,  als  Null  und  Nichtig  erscheint. *'  Dieses 
gaaze  ausgebildete  System  haben  aber  die  Verfiasser  geradezu  in 
ibr  Werk  aufgenommen  und,  indem  sie  die  wahre  Qnelle  dessel- 
ben vel'seh wiegen,  fuhren  sie  in  Nr.  77.  an,  was  sie  von  Redten- 
bacher selbst  in  seinen  Vorträgen  gebort  haben,  dass  Watt 
seine  Maschinen  mit  Benutzung  von  Verhältnisswerthen  gebaut 
hat  und  dass  in  der  Fabrik  von  Sharp  und  Roberts  Tabellen 
mit  Benutzung  von  Vediältnissfornieln  für  verschiedene  Maschi«' 
B^otheile  aufgestellt  worden  sind.  Die  Ansicht  der  Watt'schen 
Maschinen  und  jene  Tabellen  standen  Vielen  zu  Gebot,  aber 
Niemand  bildete  danach  ein  System,  bis  Redtenbacher  diese 
M/etbode  acbuf,  sie  klar  aussprach  und  allgemein  und  systematisch 
anvandte.    « 

Hiermit  ist  die  Abhängigkeit  des^  vorliegenden  Werkes  von 
denen  Professor  R^edtenb  acher 's  ausgesprochen.  Eine  freie 
Benutzung  publicirter  Werke  steht  zwar  Jedem  zi;i ,  aber  hier  liegt 
nicht  eine  nur  freie  Benutzung  vor  usd  die  Vorträge  sind  nicjiit 
pubjicirt. 

i     Die  klanste  Einsieht  In  den  «rund  dieser  Abhängigkeit 
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gibt  aber  die  Entstehangsgeschichte  des  Werkes.  Nach* 
dem  die  beiden  Verfasser  im  Herbste  1851  die  polytechnische  Schale 
iB  Carlsruhe  verlassen,  fassten  sie  den  Vorsatz,  die  „Resul- 
tate för  den  Maschinenbau''  von  Redtenbacher  durch  ein 
Werk ,  eine  Ausarbeitung  seiner  Vorträge ,  zu  erläutern ,  -  damit 
dieselben  auch  von  solchen,  welche  letztere  nicht  gehurt,  mit  Leich- 
tigkeit benutzt  werden  konnten.  Nachdem  sie  Redtenbacher 
uro  seine  Einwilligung  ersucht,  dieser  sie  aber  im  Jahre  1853  ver- 
weigert, weil  er  selbst  eine  weitere  Bearbeitung  einzelner  Theile 
beabsichtigt,  so  benachrichtigten  sie  ihn  bald  darauf,  dass  sie 
ihren  bisherigen  Plan  ganz  aufgegeben  hätten  und  die  Aufgabe 
von  einem  fSr  den  Maschinenbau  ganz  neuen  Gesichtspunkte  aus 
I5sen  wollten.  In  weniger  als  einem  Jahre  erschien  darauf  die 
vorliegende  Lieferung ,  in  der  man  nach  dem  ganz  neuen  Gesichts- 
punkte vergeblich  sucht,  uni  so  augenfälliger  aber  und  nicht 
verhüllt  durch  einige  kleine  angebrachte  Veränderungen  Ihren  ur- 
sprdnglichen  Plan  der  Ausarbeitung  der  Vorträge  des  Professor 
Redtenbacher  ausgeführt  findet. 

Nachdem  ich  hiermit  den  Sachverhalt  dargelegt  habe,  kann 
ich  nicht  umhin,  auch  mit  einigen  Worten  das  Benehme nzu 
beleuchten,  welches  die  Verfasser  ihrem  Lehrer  giegeuüber 
beobachtet  haben.  Eine  Vergleichung  wird  hier  das  hellste  Licht 
gewähren.  A.  Burg  in  seinem  „Supplenientbande  zum  Com- 
pendium  der  populären  Mechanik  und  Maschinenlehre, 
Wien  1850",  sagt  in  der  Vorrede:  „Dass  der  Verfasser  auch 
hier  wieder,  wie  es  seine  Pflicht  war,  die  vorzüglichsten  der  ihm 
bekannten  Autoren  benutzt  habe,  wird  aus  den  gelegentlich  im 
Texte  angeführten  mehr  oder  weniger  berühmten  Namen  hervor- 
gehen ,  und  er  steht  nicht  an ,  diesen  Männern ,  wohin  auch  jene 
geboren ,  welche  die  Wissenschaft  in  irgend  einer  praktischen  Rich- 
tung, wie  z.B.  J.  Eytelwein,  F.  Redtenbacher,  J.  Weis- 
bach u.m.A.  gef5rdert  oder  erweitert  haben  >  seinen  wärmsten 
Dank  im  Interesse  der  mechanischen  Wissenschaften  auszusprechen.'' 
Ausserdem  aber  nennt  er  Redtenbacher  im  Texte  aufs  Gewis- 
senhafteste  an  jeder  Stelle,  wo  er  etwas  aus  seinen  Werken  be* 
nutzte.  So  verfuhr  Burg,  ein  Mann,  dem,  wenn  er  auch  überall 
seine  Hülfsquellen  nennt,  doch  das  ungeschmälerte  eigefie  Verdienst 
bleibt.  Anders  aber  die  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes. 
TIacfadem  sie  in  der  Vorrede  zwar  Redtenbacher  unter  den 
benutzten  Schriftstellern  genannt,  auch  die  Spezialität  angeßihrt» 
worin  sie  sich  an  ihn  anschlössen ,  nämlich  in  dem  Ausfuhren  der 
Zeichnungen  in  gleich  starken  reinen  Linien,  sagen  sie,  dass  sie 
im  Texte  die  Quellen  in  der  Regel  nicht  namhaft  machen  würden. 
Unter  den  Namen,  die  sie  dennoch  nicht  selten  im  Texte  betaich- 
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oen,  ist  aber  der  Redtenbacber's  nie  zu  linden;  er  hätte  ja 
an  der  Stirne  fast  jeder  Seite  stehen  mdssen.  Wenn  sie  freilich 
diese  Qaelle  überall  angegeben  hätten,  was  wäre  dann  als  ihr 
Verdienst  übrig  geblieben?  —  Redtenbacher  siigt  in  seiner 
„Theorie  und  Bau  der  Turbinen  und  Ventilatoren, 
Mannheim  ]844''  in  dem  Vorworte,  dass  er  das,  was  die  bis- 
herige Theorie  der  Maschinen  nicht  geleistet,  erstrebe,  nämlich 
dem  Praktiker  unmittelbar  und  leicht  anwendbare  Resultate  zu 
geben;  dass  er  nicht  eher  mit  einer  Einzelheit  hätte  hervortreten 
wollen,  bis  er  das  Gan^  durchgearbeitet  und  praktisch  geprüft, 
■od  dass  er  jetzt  eine  Reihe  von  Monographien  Ober  die  einzel- 
nen Partien,  des  Maschinenbaues  mit  der  oben  angeführten  er- 
offne. Indem  er  nun  einige  herausgegeben  hat,  mit  anderen  aber 
Doch  zurückhält,  um  sie  erst  zur  vollen  Reife  gedeihen  zu  lassen, 
ergreifen  zwei  seiner  Schüler  den  ganzen  Schatz  theils  fertiger, 
tfaeils  vorläufiger  Bearbeitung,  wie  die  Vorträge  ihn  geben,  und 
fangen  an,  ihn  dem  Publicum  als  ihr  Product  vorzulegen.  Sie 
sind  Lehrjungen  zu  vergleichen,  die  kaum  dem  Meister  die  Ein- 
,richtang  einer  tiefangelegten  Maschine  abgelauscht,  an  deren  Voll- 
endung er  begriffen  ist  und  in  deren  Einrichtung  und  Gebrauch  er 
sie  einführte,  als  sie  davon  laufen,  eine  gleiche  Maschine  auf- 
stellen, statt  eines  gelben  Rädebens  oder  Stiftchens  ein  rothes 
einsetzen  und  damit  als  Erfinder  vor  die  Welt  treten. 

Mögen  sie  die  Früchte  ernten,  die  ihrem  Thun  zukommen! 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k«  äpost.  Majestät  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte,  u.  s.  w.  Dritter  Folge  dritter  Band« 
Jahrgang  1853.    Wien.  1854.    8. 

Der  zweite  Band  der  dritten  Folge  der  Annalen  der  k.  k.  Stern- 
warte zu  Wien,  welcher  den  aus  Argelander's  Zonenbeobach* 
tnngen  abgeleiteten  Sterncatalog  abschüesst,  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  LXXIV.  S.  940.  angezeigt  worden.  Je  mehr  sich  die  Wiener 
Sternwarte  durch  ihre  unausgesetzte  praktische  Thätigkeit  und 
durch  die  Regelmässigkeit  ihrer  Publicationen  auszeichnet:  desto 
mehr  freuen  wir  uns,  schon  jetzt  wieder  das  Erscheinen  eines 
neuen  Bandes  der  Annalen  anzeigen  zu  können.  ^Derselbe  besteht 
MiS'zwei  Abiheilungen:  I.  Beobachtungen  der  neuen  Planeten  am 
R^actor  in  den  Jahren   1846  bis  1853»   redigirt    von   C.  Hörn- 
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stein,  AdjuDcten  der  k.  k.  Sternwarte;  II.  Zusätze  zu  deii  Ver- 
besserungen zu  dem  Kataloge  der  Dordiicben  Argelander' scheu 
Zonenbeobachtungen  von  Wiiheim  Oeltzen,  Assistenten  der  Wie- 
ner Sternwarte.  In  der  Einleitung  giebt  Herr  Director  v.  Littrow 
eine  lehrreiche  Naqhricht  über  die  bei  der  Reduction  der  Planetenbe- 
obachtungen gebrauchten  Verfahrungsweisen  und  die  dabei  in  Anwen- 
dung gebrachten  Formeln.  Wieviel  erfreuliche  Früchte  von  der  fortge- 
setzten Thätigkeit  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  sich  noch  erwarten  las- 
sen, geht  aus  diesem  Theile  der  Annalen  von  Neuem  deutlich  hervor. 

Neues  Zeitbestimmungswerk  von  M.  Eble,  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  an  der  Real  anstatt  zu  Ellwangen, 
für  Schulen,  Gemeinden,  Techniker,  Forst-  und  Land- 
wirthe,  Mathematiker  und  Freunde  der  Himmelskunde. 

Dieses  für  Nichtastronomen  bestimmte  instrumentale  und  gra- 
phische Hülfsmittel  zur  Bestimmung  der  Zeit  ist  schon  von  Herrn 
Professor  Zech  in  Tübingen,  Herrn  Professor  Reuschle  in 
Stuttgart  und  Herrn  Professor  Encke  in  Berlin  mehrfach 
empfohlen  worden,  und  scheint,  so  viel  wir  bis  jetzt  dasselbe 
kennen  gelernt  haben,  diese  Empfehlung  allerdings  auch  zu  ver- 
dienen. ]ßine  besonders  deutliche  Anschauung  von  demselben  wer- 
den aber  die  Leser  des  Archivs  aus  der  Anzeige  gewinnen,  welche 
Herr  Professor  v.  Littrow  in  Wien  in  den  „Oesterreichi- 
sehen  Blättern  für  Literatur  und  Kunst.  Beilage  zur- 
Oesterreich.-Kaii^erl.  Wiiener  Zeitung.  27.  Februar  1854. 
Nr.  9.  über  dasselbe  geliefert  hat,  weshalb  wir  diese  Anzeige  eines 
so  competenten  Richters  unsern  Lesern  im  Folgenden  wörtlich  mit- 
theilen, und  zugleich  wünschen,  dadurch  etwas  zur  Verbreitung  der 
genannten  verdienstlichen  Hülfsmittel  zur  Zeitbestimmung  beizutragen. 

„Neues  gemeinfassliches  Mittel  für  Regulirung  von 
Uhren.  Öie  bisherigen  wahrhaft  unzählbaren  Versuche  dem  Nicht- 
astronomen Mittel  zur  Regulirung  der  Uhren  zu  Gebote  zu  stellen, 
hat  Herr  M.  Eble,  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der 
Realanstalt  zu  £llwangen  (Würtemberg) ,  durch  sein  „  Neues  Zeit- 
bestimmungswerk (Tübingen  1853)"  bei  Weitem  übertroffen,  was 
leichte  und  allgemeine  Anwendbarkeit  mit  verhältnissmässiger  Ge- 
nauigkeit verbunden  betrifft.  Wir  können  daher  nicht  umhin,  es 
allen  Jenen,  welchen  daran  liegt,  ihre  Uhren  unmittelbar  zu  prü- 
fen, auf  das  Angelegentlichste  zu  empfehlen. 

Die  Sonnenuhr,  immer  noch  das  populärste  Mittel  dieser  Art 
leidet  an  bedeutenden  Mängeln,  da  ihre  Aufstellung  an  gewisse 
Oertlichkeiten  gebunden ,  und  in  den  seltensten  Fällen  yollkommen 
verbürgt  ist,   überdies  auf  diesem  Wege,   wenn  nichts besondaf^ 
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und  daher  schwer  za  eirdcbende  Einriehtangen  getroffen  werden» 
Dor  sehr  rohe  Resultate  zu  erhalten  sind.  Mau  war  deshalh  von 
jefier  bemuht,  eigentlich  astronomische  Methoden  für  Jedermann 
zugänglich  zu  machen.  Unter  diesen  Methoden  bUibt  die  yorzug- 
liebste,  weil  in  wenigen  Minuten  ausführbare  und  nicht  gerade  an 
den  Mittag  gebundene,  immer  die,  bei  welcher  man  aus  der  Hohe 
oder  sonstigen  Stellung  eines  gewissen  Gestirnes,  z.B.  der  Sonne, 
zu  irgend  einer  Zeit  auf  die  eben  stattfindende  Stunde  schliesst. 
Es  galt  aber  dabei,  zwei  Vereinfachungen  einzufuhren :  einmal  Mittel 
auszudenken,  durch  welche 'die  Stellung  des  Gestirnes  ohne  Korn« 
plikationen,  denen  nur  der  Astronom  gewachsen  ist,  sicher  genug 
erkannt  wird,  und  dann  die  zur  Ableitung  der  Zeit  aus  der  Beob- 
achtung nutbige  Rechnung  möglichst  zu  erleichtern.  In  ersterer 
Beziehung  beschränkte  man  sich,  wenn  von  den  an  sich  sehr 
genauen  und  praktischen,  .aber  im  Gebrauche  ausser  dem  Meri- 
diane doch  immer  schön  gewisse  Kenntnisse  voraussetzenden  Er- 
findungen Dent's  (Dipleidoskop)  und  Steinheil's  (Passagen- 
prisroa)  abgesehen  wird,  mit  Recht  im  allgemeinen  auf  Hohen 
messende  Werkzeuge  und  leistete  in  Herstellung  solcher  Instru- 
mente von  der  hier  erforderlichen  Einfachheit  manches  Erspriess- 
liehe.  Herr  Eble  hat  diesen  Theil  seiner  Aufgabe  gehörig  berück- 
sichtigt, und  an  seinem  Sextanten  gegen  frühere  Einrichtungen 
wesentliche  Verbesserungen  angebracbt.  Sein  eigentliches  Ver- 
dienst aber,  durch  das  er  eben  allen  Vorgängern  den  Rang 
abgewonnen,  besteht  in  der  Erleichterung  oder  besser  völligen  Um- 
gehung der  Rechnung,  indem  er  alte  und  so  zu  sagen  verschol- 
lene Methoden,  geometrische  Aufgaben  graphisch  zu  berechnen, 
sehr  sinnreich  modificirte  und  zu  dem  hier  verfolgten  Zwecke  in 
einer  Weise  benutzte,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Sein 
astronomisches  Netz  ist  eine  Art  von  Rechenstab ,  durch  ivel- 
ehen  alle  Schwierigkeit  dieses  Theiles  der  Arbeit  auch  für  den 
Ungeübtesten  völlig  beseitigt  und  eine  Genauigkeit  (bis  auf  etwa 
eine  halbe  Minute)  erreicht  wird,  wie  sie  bisher  kein  hierzu  er- 
dachtes, ebenso  leicht  anwendbares  Mittel  bietet.  Die  Klarheit 
der  beigegebeneu  Gebrauchsanweisung  und  die  Billigkeit  des  Prei- 
ses (in  drei  Sorten  zu  3  Thlr.,  3  Thlr.  18  Ngr.,  4  Thir.  10  Ngr.)  ver- 
mehrt die  Zugänglichkeit  di^eses  nützlichen  Apparates,  dessen 
Präcision  durch  Ausführung  in  grösseren  Verhältnissen  und  auf 
Metali  sich  bedeutend  steigern  Hesse ,  und  der  durch  die  von  Herrn 
Eble  gegebenen  Nebenanwendungen,  z.  B.  für  beiläufige  Bestim- 
mungen von  Zeit  und  Azimut  zur  See  auch  in  wissenschaftliche- 
ren Kreisen  Beachtung  zu  finden  in  hohem  Maasse  verdient 

K.  V.  Littrow.« 


L^ 
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Physik. 

Herr  Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule 
zu  Halle,  hat  uns  nachstehende  Anzeige  übersandte'  die  wir  um 
des  edlen  Zweckes  willen,  wegen  dessen  die  Herausgabe  des  an- 
gezeigten Buchs  unlternommen  worden,  nicht  auf  dem  umschlage, 
sondern  im  Literarischen  Berichte  selbst  abdrucken  lassen,  und 
den  Wunsch  aussprechen ,  dass  durch  recht  viele  Abnehmer  dieses 
Buchs  der  in  Rede  stehende  Zweck  kräftigst  gefördert  werden  möge. 

In  Commission  bei  H.  W.  Schmidt  in  Halle  a.  d.  S.  ist  er- 
schienen : 

Pbysikaliscbe  Anfgaben. 

Mit    Auflosungen    herausgegeben 

von 

Dr.  Au|^st  HTfe^and, 

Oberlehrer   an   der  Realschule   zu   Hallte 

Mit  eingedruckten  Holzschnitten. 

Der  Reinertrag  der  ganzen  Auflage  ist  forden  Bau  eines  neuen 
'  Realschulhauses  in  den  Franckescben  Stiftungen  bestimmt. 

Preis  lO  iSgpr. 

Wenn  der  Unterzeichnete  hofft,  durch  Herausgabe  vorgenann- 
ter Schrift  einen  Theil  der  fehlenden  Geldmittel  zu  dem  so  dringend 
noth wendigen  Bau  eines  Realschulhauses  in  den  Franckescben 
Stiftungen  aufzubringen,  so  beseelt  ihn  hierbei  die  Ueberzeugung, 
dass  die  Stiftungen  Aug.  Herrn.  F.rancke's,  welche  seit  Jahr- 
hunderten so  segensreich  gewirkt  haben,  einen  wohl,  begründeten 
Anspruch  auf  die  Theilnahme  und  Unterstützung  aller  Freunde 
christlicher  Schulbildung  sich  erworben  haben  durften  und  dass 
die  Nachwelt  des  grossen  Stillers  als  ihr  heiligstes  Vermächtniss 
die  Pflicht  erkennen  werde ,  an  seinem  grossen  Werke  zum  Segen 
des  Vaterlandes  immer  fortzuarbeiten. 

Aufträge  nimmt  jede  Buchhandlung  an. 

Dr.  August  Wiegand, 
Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Halle  a.  d.  S. 


Berichtigung. 

In  dem  Auftatze  Nr.  XXXI.  in  Thl.  XXII.  S.  444 —  S.  44T.  Ut  statt 
(f  überall  0  zo  setzen.  Wenn  (f  auch  durchaus  zu  keinem  Missrerständ- 
itiss  fuhrt,  so  ist  doch  an  der  Steile  de^  „mathematischen  Wör» 
terbuchs'',  worauf  sich  der  Aufsatz  Nr.  XXXI.  bezieht,  überall  0  ge* 
braucht  worden.  Ferner  setze  man  noch  S.  445.  Z.  12.  in  dem  Ausdrucke 
Ton  25  am  Ende  desselben  statt  8  einige  Punkte,   nämlich  .... 

Wegen  dieser  grösseren  Anzahl  Ton  Aendemngea  sind  der  yorlie* 
genden  Nummer  des  Literarischen  Berichts  am  Ende  zwei  Cartoni 
beigegeben  worden,  die  in  Tbl.  XXII.  Heft  IV.  statt  dor  beiden  Blätter 
Bog.  29.  S.  443.  und  S.  444.  und  Bog.  30.  S.  445.  und  S.  446.  eingeheftet 
werden  können. 


UlerofiscAer  Berickt  XC. 


Literarischer  Bericht 


XC. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Phvsik. 

Eztrait  du  Fakhri,  Traite  d'Algebre  par  Aboü  ßekr 
Mohammed  ben  Alha^ao  Alkarkhi  (Manuscrit  052,  sup- 
pi^raent  arabe  de  la  Bibliotheque  imperiale);  pr^cedö 
d'un  .Memoire  sur  i*A]gebre  indeterminee  cfaez  les  Ara- 
be*^   Par  F.  Woepcke.    Paris  1853.    a     . 

Herr  Doctor  Woepcke  hat  sich  schoii  durch  so  viele  vor- 
EÜgliche  LeistuDgen,  die  auch  fast  sämmtlich  ita  dem  Literarischen 
Berichte  uosers  Archivs  angezeigt  worden  study  um  die  Geschichte 
der  Mathematik  verdient  gemacht,  dass  man  jedem  n^uen  Werke 
desselben  erhühete  Aufmerksamkeit  zuwenden  muss. 

Ueber  die  Algebra  der  Araber  besitzen  wir  schon  eine  grus- 
sere  Anzahl  von  Publicatiooen,  welche  der  Herr  Verfasser  des 
vorliegenden  Werkes  in  der  demselben  vorangeschickten  „Notice 
sur  le  Fakhri^'  namhaft  macht  und  etwas  genauer  charakteri- 
8irt.    Im  Jahre  1812  erschien  zuCalcutta: 

The  Khoolasu't'ool-Hisab,  a  Compendium  of  Arith- 
metic  and  Geometry,  in  the  arabic  language,  by 
Buhae-ood.  Deen  of  Amool  in  Syria,  with  a  translation 
ioto  persian  and  commentary.  by  the  late  Muolowee 
Ruoshun  Ulee  of  Juonpoor,  to  which  is  added  a  Trea- 
tise  on  Algebra  by  Nudjm-ood-0een  Ulee  Khan  etc. 
Caicutta»  printed  by  P.  Pereira  in  the  hindoostatiee 
press,   1812. 

Wir  kennen  diese  Schrift,  welche  der  Herr  Terfiasser  ,,le 
Khil^cet  AlblgAl»  de  JBehi  EddlB  (+1622)^  nennt,  nidit; 

Tbl.  XXUI.  Hf t.  2.  2 
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Dach  Herrn  Dr.  Wopcke's  sachkundigem  Crtheil  kann  dieselbe 
aber  keinen  Begriff  geben  von  den  Fortschritten^  welche  die  Ara- 
ber in  der  Algebra  gemacht  hatten. 

Später  gab  Rosen  zu  London  die  Algebra  des  Moham- 
med Ben  Moü^a  unter  dem  Titel: 

The  Algebra  of  Mohammed  ben  Musa,  edited  and 
translated  by  Frederic  Rosen.    London.  183L 

heraus  und  wies  in  diesem ,  auf  Veranlassung  des  Rhalifen 
Almamoün  verfassten  Werke  deutliche  Spuren  indischen  Ein- 
flusses nach,  welcher  sich  erklärt  durch  das  Ansehen,  das  die  in- 
dischen Gelehrten  an  dem  Hofe  der  ersten  Abassiden  als  Astro- 
nomen, Mathematiker  und  Aerzte  genossen. 

Durch  dieses  Werk  gewann  die  allgemein  angenommene  Mei- 
nung, dass  die  Araber  nicht  über  die  bestimmten  Gleichungen  des 
ersten  und  zweiten  Grades  mit  einer  unbekannten  Grösse  hin- 
aus gekommen  seien ,  neue  Nahrung,  bis  der  berühmte  Sedi  Not  auf 
der  Kaiserlichen  Bibliothek  zu  Paris  ein  Fragment  der  Algebra  des 
Alkhayyämi  entdeckte,  aus  welchem  der  Nachweis  geführt  wf^ 
den  konnte,  dass  die  Araber  sich  auch  schon  mit  der  Auflösung 
der  bestimmten  Gleichungen  des  dritten  Grades  beschäftigt  haben. 

Dass  Herr  Dr.  Wöpcke  durch  die  Herausgabe  des  vollstän- 
digen Werkes  von  Alk  hayy  Ami  sich  «in  besonderes  Verdienst  am 
die  Geschichte  der  Mathematik  erworben  hat,  ist  den  Lesern  des 
Archivs  aus  dem  Ltterar.'Ber.  Nr.  LXVH.  bekannt.  Audi  bat 
Herr  Dr.  Wüpcke  in  diesem  Werke  nachgewiesen,  dass  die 
Araber  den  Durchschnitt  zweier  Kegelschnitte  zur  Construction 
der  bestimmten  Gleichungen  des  dritten  und  auch  des  vierten 
Grades  angewandt  haben. 

Nach  diesen  Arbeiten  war  nun  noch  eine  wichtige  Lücke  a«»> 
zufull^,  indem  es  immer  noch  zweifelhaft  blieb,  ob  die  Araber 
sich  auch  mit  der  unbestimmten  Analytik  beschäftigt  haben.  Herr 
Dr.  Wopcke  war  so  glucklich,  auf  der  Kaiserlichen  Bibliothek 
zu  Paris  ein  Manuscript  zu  entdecken,  dessen  Inhalt  ihm  die 
Mittel  an  die  Hand  gab,  die  Fortschritte  zu  ermitteln,  welche  die 
Araber  am  Ende  des  lOten  Jahrhunderts  in  dem  genannten  wich- 
tigen Theile  der  Algebra  gemacht  hatten.  Dieses  Werk  bat  zum 
Verfasser  den  Aboü  Beqr  Mohammed  Ben  Alha^an  At- 
karkhi,  war  von  ihm  gewidmet  dem  Aboü  Gh&lib  Moham- 
med Ihn  Khalaf,  mit  dem  Beinamen  Fakhr  Almoulq,  Vezif 
des  Fairsten  BouiTdeBehi  Aldaouiah,  Sohn  des  berfibmten 
A41iad  Aldaoaiab^   «nd  bat  auch  J^d««faUa  tv  Ebraa  di«Mf 
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l^eilra  den  Titel  Alfakbri  eriialten.  Dasselbe  wurde  vrahrs(Aelii- 
lieh  am  Anfange  des  Uten  Jahrhunderts  verfasst  und  liefert  uns 
die  emzige  Theorie  des  algebraischen  Calcals  bei  den  Arabern, 
welche  wir  bis  jetzt  besitzen,  wird  aber  noch  weit  wichtigev  und 
interessanter  durch  eine  Sammlung  von  Aufgaben,  welche  als  eine 
fast  genaue  Reproduetion  mehrerer  Bucher  des  Diophant  bu  be* 
trachten  sind.  Herr  Dr.  Wöpcke  hat  sich  nun  die  von  ihm  nach 
unserer  Meinung  auch  vollständig  und  mit  grossem  Scharfsinne 
geloste  Aufgabe  gestellt,  nachzuweisen: 

P.    Que  les  Arabes  connaiesaietit  Talg^bre  Ind^tefOitn^e. 

2^.  Que  leurs  travaux  sur  ce  sujet  sont  basäs  sur  l'ouvrage 
de  Diophante. 

3^.  Qn*ils  ont  ajout^  ä  Talg^bre  de  Diophante,  tant  en  inven- 
tant  de  nouveanx  proc^d^s,  qu'en  proposant  des  probl^mes  de 
degres  plus  öleväs. 

4^.  Que  jusqu'ä  la  (in  du  X^  si^cle  ils  ont  ignor^  -les  methö- 
des  d'analyse  indetermb^e  qu'on  trouve  ehez  \e9  Indiens* 

5^.  Que  les  traranx  de  Fibonacci  n'ont  pas  le  degr^  d'orlgi* 
nalit^  qu'on  a  ^t^  tente  de  leur  attribuer ;  mais  qa'ils  sont  en  grande 
partie  empruntes  aux  Arabes,  et  particuli^rement  ä  Alkarkhl. 

Wir  mjissen  uns  leider  hier  mit  der  vorhergebenden  kurzen 
Anzeige  dieses  neuen  wichtigen  Beitrags  zur  Geschichte  der  Ma- 
thematik, wofür  die  Leser  mit  uns  Herrn  Dr.  Wöpcke  den  wärm- 
sten Dank  sagen  werden,  begnügen,  machen  aber  nicht  bloss  in 
allgemeiner  historischer  Beziehung  die  Leser  auf  denselben  auf- 
merksam, sondern  auch  in  mathematischer  Beziehung  wegen  der 
grossen  Anzahl  interessanter  Probleme,  die  Herr  Dr.  Wöpcke 
aas  dem  von  ihm  entdeckten  wichtigen  Werke  hier  mitgetheilt  hat. 

MOge  Herr  Dr.  WHpcke  nicht  ermüden,  das  lange  brach  ge- 
legene Feld  der  Geschichte  der  Mathematik  fortdauernd  zu  be- 
bauen, wie  er  so  ruhmvoll  angefangen!  Dass  hier  noch  viel  zu 
ernten  ist,  lässt  sich  nach  den  bisher  gemachten  Funden  kaum 
bezweifeln,  und  Dank  und  Anerkennung  Seitens  der  Mathematiker 
kunnen  und  werden  solchen  in  jeder  Beziehung  trefflichen  Bestre- 
bungen nicht  fehlen. 

Auf  dem  Titel  trägt  das  Werk  den  Zusatz:    „Imprimö  par 
aatorisatlon  de  l'Enipereur,  k  Timprimerie  imp^riale^S 
woiatis  das  Interesse  hervorgeht,  welches  die   Kaiserlich   frans«* 
M<che  Regierung  an  diesen  Publicationen  ans  den  reichen  Schät'^i' 
Hiref  Bibliothek  nimmt,    und  die  Förderung   u»d  Unterstüt^**^» 
wilobe  sie  denselben  in   liberalster  und  ruhmreichster  W^^o  zu 
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Tbe9  werden  lässt 9  W4»ffir  die  Mathematik;  welche  in  Frankreich 
▼on  jeher  y  vorzüglicb  abef  seit  der  Zeit  Ni^oleon  I.  bis  jetzt,  sieh 
einer  grösseren  Forderung  als  in  glieicher  Weise  in  wenig  anderen 
Ländern  zu  erfreuen  gehabt  hat,  der  Kidserlich  franzüsischen 
Regierung  zu  dem  grünsten  Danke  sich  auf  das  Lebhafteste  Ter- 
pflichtet  halten  muss. 


Sy^teme^  Lehr-  und  Wörterbücher. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  denSchul-  und  Selbst- 
unterricht bearbeitet  vdn  Dr.  Hermann  Gerlach,  Leh- 
rer der  Mathematik  und  Physik  an  der  Handelsschule 
zu  Dessau.  Erster  Cursus  der  Arithmetik.  Elemente 
der  Planimetrie.    Dessau.  Katz.  1853.    8.    2  Bändchen. 

Diesei^  im  Allgemeinen  nur  kurze,  aber  doch  ziemlich  reich- 
haltige Lehrbuch  muss  ¥on  der  Handelss<ihule  zu  Dessau»  lur 
welche  es  jedenfalls  zunächst  bestimmt  ist,  einen  sehr  vortbeil- 
haften  Begriff  erwecken.  Bei  aller  Eihfachheit  der  Darstellung  ist 
der  Strenge  nirgends  etwas  Wesentliches  vergeben,  und  besonders 
in  der  Geometrie  findet  steh  ein  grosser  Reichthum  von  Uebungs- 
aufgaben,  die,  so  wie  das  Büchlein  Oberhaupt,  auch  anderen  Leh- 
rern zur  Beachtung  empfohlen  werden  können. 


Arithmetik. 

Elementarny  Wyklad  Matematyki  przez  Jana  Kan- 
tego Steczkowskiego,  Professora  Wszechnicy  JagieU 
lonskiej.  Czel^l.  Arytraetyka.  W  Krakowie.  185L  CzeicU. 
Algebra.    W  Krakowie.  1652. 

Wenn  wir  uns  auch  nicht  rühmen  dürfen,  der  polnischen  Sprache 
so  weit  mächtig  zu  sein,  um  das  vorliegende  Werk  vollständig 
lesen  zu  können,  so  ist  uns  doch  das  allgemeine  Verständniss 
desselben  mit  Hülfe  eines  Freundes  sehr  wohl  möglich  geworden, 
was  wir  ausserdem  namentlich  auch  der  Allgemeinheit  der  mathe- 
matischen' Zeichensprache  verdanken,  von  welcher  natürlich  in 
diesem  Werke  in  sehr  ausgedehnter  Weise  Gebrauch  gemacht  ist. 
Eine  Anzeige  dieses  Werkes  liefern  wir  aber  in  diesen  literariseheo 
Berichten  um  so  lieber ,  weil  in  polnischer  Sprache  verfasste  mathe- 
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malische /Werke  faii  GunzeD  nicht  hä^  sind  5  da  die  yieltn  ava^ 
gezeichneteD  Mathematiker,  wie  s.  B.»  um  nur  ein  Paar  zq  neonetl^ 
der  treflfliche  Sniadecki*),  Poczobut  u.  A.»  welche  die  Polen 
immer  besessen  haben,  sich  bei  ihren  Vorträgen  wohl  vielfach 
französischer.  Lehrbdeher  als  Compendien '  bedient  haben. 

Das  vorKegepde  Werk  ist  jedenfalls  ein  sehr  griindliches  und 
vollständiges  Lehrbuch,  der  Arithmetik  und  Algebra  in  äusserst 
deutlicher  Darstellung,;  so  dass  wir  nur  bedauern  können,,  dasi 
es  dem  Herrn  Verfasser,  was»  nach  dem  allgemeinen  Titel. zu 
nrtheilen,  jedenfaU«  seine  ursprüngliche  Absicht  war,  bis  jetzt 
nicht  mSglich  .gewesen  ist,  auch  die  übrigen  Tbeile  der  so- 
genannten Eienv^ntar-*  und  vielleicht  auch  der  höheren  Mathema- 
tik  in  gleich  ansprechender  und  lehrreicher  Weise  zu  behandeln. 
Um  dem  Leger  einen  Begriff  von  der  Reichhaltigkeit  dieses  Wer* 
kes  zu  verschaffen,  wollen  wir  im  Folgenden  seinen  Inhalt  etwas 
genauer  angeben. 

Der  erste  Theil  enthält  ausser  den  gewöhnlichen  arithmeti- 
schen Lehren,    die  sich  in  jedem  Lehrbuche  finden,    lehrreiche 
allgemeine  Betrachtungen  über  die  Theiler  der  Zahlen,   die  ubs 
besonders  angesprochen  haben,  und  eine  sehr  gründliche  Behand- 
lung ist  aach  den  Decimalbrüchen,  zugleich  mit  Rücksicht  auf  die 
abgekürzten  Rechnungen,  und  den  Kettenbrüchen,   deren  Anwen- 
dung zur  Worzelausziehung  auch   gelehrt   worden  ist,   zu  Theil 
geworden.    Die  Combinationslehre  ist  für  den  beabsichtigten  ZWeck 
ziemli^  vollständig  behandelt  worden,  und  bei  dem  binomischen 
Lehrsatze  hat  der  Herr  Verfasser   auch    dessen  Anwendung  auf 
die  Wurzelausziehung  in  sehr  instructiver  Weise,  wie  man  die^^ 
CSegenstand  nur  selten  behandelt  findet,  gezeigt,  so  wie  nach  nri« 
serer  Meinung  im  Allgemeinen  als  ein  V(»rzug  dieses  Lehrbuchs 
jedenfalls  hervorzuheben  ist,   dass  dasselbe  mit  sehr    richtigem 
Takte  und  grosser  Umsicht  auch  auf  die  Anwendungen  zurückgeht, 
welche  sieb  von  den  theoretischen  Lehren  in  so  reichem  Maasse 
machen  lassen.    An    das   Binomial- Theorem   scfaliesst  sich    eine 
kurze  Behandlung  des  polynomischen  Lehrsatzes  an,  ond  hieratlf 
folgt  die  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht  auf  gleich  tdt<- 
zügliche  Weise  behandelte   Lehre  von  den  Logarithmen,    wobei 
auch  die  Einrichtung  und  der  Gebrauch  der  Gauss'schen  Tafeln 
isehr  deutlich  gezeigt  worden  ist.  Den  Beschluss  dieses  ersten  Theiles 
macht  die  Lehre  von  den  Proportionen  und  deren  Anwendung  auf  di^ 
sogenannten  höheren  praktischen  Rechnungsarten,    welchem  M.^- 


.<•)  Der  aber  aoch  «elbtt  mehrere  in   polnischer  Sprache   /ecfiiMle 
mathentaftltclie  LehiMcber  heraaegegeben  hat 
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«OT«n  CcgemImJe  gMehfüis  eine  sehr  grtbMUke  muA  omfäMei^ierer 
Behandlmg  ni  Thetf  gew«rd«o  ist  Iki  z 

Der  zweite»  die  eigentlidie  Algebra,  d.  h.  die  Lehre  tod  iV^ 
GleichoDg^n  luid  deren  ADweDdung,  eothalieode  Theil  beginnt  im^ 
eiDer  kurzen  Geschichte  dieser  Wissenschaft  und   der  Entwiclcr 
htng  fbres  Begriffs.     Abireichend  ron   dem  gew^nfichen  Gan 
der  a^braischen  Eiementarbffcher  werden  dann  zuerst  die  wi 
tfgsten  aügenieinen  Eigenschaften  der  Gteichnngen  bewiesen  u 
\A)e    bauptsScUichsten    Transformationen    derselben   gelehrt,   wi 
natirKch  toq  dem  Standpunkte  der  strengen  Theorie  aus  nur  toI| 
stXndig  gebilligt  werden  kann.    Dem  Rationalmachen  der  Gleichud 
gen  ist  besondere  Aufoierksamkeit  gewidmet  worden,  und  wir  sidI^ 
dabei  auf  viele  Susserst  lehrreiche  Beispiele ,  an  denen  das  Weil '"^ 
Überhaupt  reich  ist,    gestossen,    die  wir  Lehrern   der  Mathematit"'^' 
dringend  zur  weiteren  Beachtung  empfehlen.    Dann  folgt  die  Aoff^° 
lusung  der  Gleichungen   des  ersten  ^   zweiten   -*  diese  aach  mW^ 
Bulft  der  Kettenbriiehe  —  und  dritten  Grades  mit  einer  iiobe<||j^ 
iMmleH  Grosee«  und  die  Auflusung  der  höheren  Gleichungen  Dulp 
einer  unbekanoten  Grosse  durch  Näherung»    welchem   letvtereil^i 
GegenstanKte   besondere   Aufmerksamkeit   gewidmet   worden  is^^^i 
Bieian  scbliesst  sich  die  Theorie  der  Eliniiuatiöo  für  Gleicbuogep ,  | 
des  ersten   Grades  und  5    weit  ausführlicher  als  in  den  meisten  ^|, 
devtacben  Lehrbüchern  der   A^ebra,    ffir  Gleichoageb  höherer  ^,. 
firade»   so  dass  wir  aach   die  Bebandluug  des  letzteren  Gegeo-  ^j, 
i^tendes  zur  Beachtung  besonders  empfehlen  können.    Dann  wen-  ^^ 
idet  sich  der  Herr  Verfasser  zu  der  nnbestimi^ten  Analytik  uod 
kommt  endücb   zu  einer  ziemlich   aasfuhrlicben  Darstellung  der  ^, 
J)^erensenrechnung»  welche  sodann  in  vortrefflicbster  Weise  ivs    j 
Entwickeking  der  Theorie  der  arithmetischen  Reiben  der  ersten   ^ 
päd  höherer  Ordnungen  ^  zur  Summirung  der  Reihen  der  Poteoieu   ^ 
dtr  natürlichen  Zahlen,  der  Berechnung  der  Kugelbaufen,   andi 
«—  was  wiederum  «ehr  mit  unrecht  nur  selten  in  Schriften  dieser    , 
Art  geschieht  —  auf  die  Theorie  des  Einschaltens»  überall  durch 
viellache  Beispiele   erläutert,  angewandt    wird.     Den  Bescblotf 
«acht  die  Theorie  der  geometrischen  Reihen  und  deren  Anwen- 
dung auf  die  Zins-  und  Rentenrechnung. 

Es  hat  und  besondere  Genngthuung  gewährt,  dieses  10 
\iehreren  Beziehungen,  namentlich  durch  den  Reichthum  lehr- 
^cher  Beispiele  und  seine  buchst  instructive  Rie|itung  auf  die 
J'^freiche  Anwendung  der  Theorie  ausgezeichnete  Werk  unseren 
*^®®S  hier  etwas  näher  bekannt  machen  zu  können.  Auch  der 
P^I'^i^Sni  Sprache  ganz  unkundige  Le^r  und  Lehrer  werden 
von  den^ielen  lehrretcben  Recfamugsbeispielen,  die  eeUM  in  rie- 
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QDserer  AjurgabensanuDlungea  fehleD,  bei  \\^fm  }3ut^^^4^ 
elfaebeo  zweckmässigen  Gebrauch  inacben  können»    Qljick  wün^ 
^eo  wir  der  pobii^cben  raatbematiscben  Literatur  su  dem  Be^ 
.Kie  eines  so  ausgezeichoeteu  Lebrbucbs,    und  Glück  wunsebdp 
'  der  Universität  zu  Krakau  zu,  den  Besitze  eine»  se  4fsgf| 
ineteu  Lebrer$,  wie  des  Herrn  Veifassers  die$06  Werken ! 


IT 


Geometrie. 


hT  Sammlung  von  stereometrischen  Aufgaben,  tur 
ymnasien  und  Gewerbeschulen  bearbeitet  von  Frie- 
rieb  Hofmann,  Professor  der  Matfiematik  am  k.  Gyni^ 

•  lasium  zu  Bayreuth.    Bayreuth.  Grau.  1854.    8. 

Die  empfeblenswerthe  Sammlung  algebraischer  Aufgab^U^(|eiS| 
Bfterrn  Professor  Hofmann  ist  im  Literar.  fier.  Nr.  LXXVI.  iina 
LXXXVHI.  angezeigt,  und  es  sind  dort  zugleich  die  Principien 
angegetben  worden,  welche  den  Herrn  Verfasser  bei  der  Heraus- 
gabe dieser  Aufgabensammlung  geleitet  haben»  Die  vorliegende 
Sammlung  stereometrischer  Aufgaben  ist  als  eine  erste  Fortsetzung 
jener  algebraischen  Aufgabensanunlung  zu  betrachten,  und  im  Ali- 
gemeinen  ganz  nach  denselben  Principien  bearbeitet,  auf  welche 
wir  daher  hier  nicht  von  Neuem  eiozugehen  brauchen.  Die; An- 
zahl dieser  stereometrischen  Aufgaben  ist  sehr  gross  und  beläuft 
steh  Mif  634.  X Dieselben  haben  zum  Theil  sehr  zweckiAässig  eine 
auf  das  Praktische  gerichtete  Tendenz ,  und  auf  de«  Gebrauch  d^^ 
Dechnah  und  Ouodeciniakiiaasses  ist  gleichmässig  ROoksicht  ge^ 
Dommen  worden.  Auf  unreine  quadratische  Gleichungen  fahrende 
Aufgaben  sind  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  (*)  bezeichnet^ 
fach  fuhren  auch  mehrere  der  nicht  so  bezeicbn^ten  Auljgaben 
anf  solche  Gleichungen,  wenn  die  Unbekannten  nicht  auf  die  g^r 
eignetste  Weise  gewählt  werden;  ein  grosser  Theil  der  q^adm^r 
9chen  Gleichungen  giebt  r£^tton^le  Resultate.  Der  Inhalt  na^h 
seinen  Hauptabschnitten  ist  folgender:  1.  Würfel«  U<  Pa^dlle^ 
pipedon.  UI.  Prisma.  IV*  Cylinder.^  V..' Pyramide^  VI.  Kege^f 
VIL  Abgekürzte  Pyramide.  VIII.  Abgekürzter  ^egel.  1^  Kug^L 
X.  Kugel -Ausschnitt,  Abschnitt  und  Zone.  XI.  Regelmässige 
Körper.  XII.  Vermischte  Aufgaben.  XIII.  St'ereometriscbe  Av 
gaben  vom  dritten  oder  vierten  Grade.  d  . 

Ehe»  ao  wiedteSamnAuig  aigebraischfer  Aufgabe»  lU^J^ 
aveli  diese  SaiMkilaDg  steMometrbcfaer  A«lii;dbea  fllr!«ib  ^^  ^•^ 
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treffenden  Unterricht  sehr  zu  fördern  geeignetes  Hülfsmittei  und 
machen  daher  alle  Lehrer  auf  dieselbe  aufmerksam ,  ind^m  wir 
zugleich»  ebenso  wie  bei  den  algebraischen  Aufgaben 9  den  Wunsch 
aussprechen  9  dass  es  dem  Herrn  Verfasser  gefallen  mSge,  auch 
die  Resultate  der  Aufgaben,  welche  die  vorliegende  Sammlung 
noch  nicht  enthält,  bald  in  einem  besonderen  Hefte  zu  verOffen^ 
liehen,  wofär  sich  ihm  alle  Lehrer  gewiss  zu  Dank  verpflichtet 
halten  werden.  • 

(Jebungsaufgaben  über  die  Anwendung  der  Lehre 
vom  Maximum  und  Minimum  auf  die  Kegelschnitts- 
linien und  die  Theorie  der  ebenen  Curven  überhaupt 
Von  «Johanto  Rogner.  Aus  dem  Jahresberichte  der  st.  st 
Ober-Realschule  in  Gratz  für  das  Studienjahr  1853/4 
besondere  abgedruckt.    Gratz.    Kienreich.    1854.    4. 

Die  Anzahl  recht  zweckmässiger  und  instructiver  Aufgaben 
f&r  die  Lehre  von  dem  Maximum  und  Minimum  ist  nicht  i^ehr  gross, 
und  jeder  neue  Beitrag  dazu  ist  mit  Dank  aufzunehmen.  Herr 
Professor  Rogner  an  der  st.  st.  Ober- Realschule  zu  Gratz  hat 
in  dem  vorliegenden,  eine  weitere  Verbreitung  verdienenden  Pro- 
gramm einen  solchen  Beitrag  geliefert,  auf  den  wir  die  Leser 
unserer  Zeitschrift,  namentlich  die  Lehrer  der  Mathematik,  auf- 
merksam zu  machen  nicht  unterlassen.  Die  Anzahl  der  mitgetheil- 
ten  Aufgaben  ist  14;  sie  allemitzutheilen,  fehlt  uns  hier  der  Raum, 
weshalb  wir  uns  mit  der  ersten  und  letzten  begnügen: 

Aaff^alie  I«  Es  seien  ein  Kreis  und  auf  demsel- 
ben zwei  Punkte  gegeben.  Man<  bestimme  .die  Lage 
jener  Tangente,  auf  welcher  von  den  verlängerten 
Ordinaten  jener  Punkte  das  kleinmuglicbste  Segment 
abgeschnitten  wird. 

Auffalle  XIT.  Man  soll  aus  einer  gegelienen  El- 
lipse durch  eine  Parabel  und  die,  durch  die  Durch- 
schnittspunkte  beider  Curven  bestimmte  Sehne  die 
grosstmo gliche  Fläche  schneiden,  wobei  der  Herr  Verfiis- 
ser,  wie  aus  der  Auflösung  hervorgeht,  annimmt,  dass  die  gesuchte 
Parabel  durch  den  einen  Scheitel  der  Ellipse  gehen  und  mit  der« 
^Iben  die  Hauptaxe  gemein  haben  soll. 

Neu  scheinen  die  Aufgaben  alle  zu  sein,  und  die  Auflusuo|[en 

Sedigen  vollkommen,  indem  auch  der  zweite  Differentialquotient 

^  vollständig  entwickelt,  und  mittelst  desselben  das  Maxi- 

^  ™  Ad'Minimiim  gehörig  von  einander  unterschieden  werden  ist 

^"^  '^kbong  tmDifferenäirmi  istind  diese  Anfgabm  ifehr  gäei 
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Da  nach  dem  Vorwort  der  Herr  Verfasaer  diese  Aofgabaa  jeden«* 
falls  auch  fiir  seine  Schüler  bestimmt  za  haben  scheint,  so  legt 
dies  zugleich  Zeogniss  ab,  dass  die  Mathematik  auf  der  st.  st 
Ober- Realschule  zu  Gratz  bis  zu  einer  ziemlich  beträchtlichen 
Höhe  mit  steter  Rücksicht  auf  Anwendung  getrieben  wird,  woza 
wir  dieser  Lehranstalt  unter  der  Leitung  eines  so  ausgezeich- 
neten Lehrers,  wie  des  Herrn  Verfassers,  nur  Cilück  wän- 
scheo  können. 


Trigonometrie. 

Die  Elemente  der  ebenen  und  sphSrischen  Trigo- 
■ometrie.  Nebst  vielen  Aufgaben.  Von  Dr.  T.  Franke, 
Professor  und  zweitem  Director  der  polyteeholschen 
Schule  zn  HannoTer.  Mit  einer  Kupfertafel.  Zweitf 
vermehrte  Auflage.    Hannover.    H^iwing.    1854.    S. 

Ein  deutliches  und  ziemlich  vollständiges,  die  goniometrischen 
and  cyclometrischen  Reihen  jedoch  nicht  enthaltendes  Elementar- 
Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  das  nach 
einer  gemischten,  theils  geometrischen,  theils  analytischen  Me- 
thode verfasst  ist  und  auch  eine  ziemliche  Reihe  von  Aufgaben 
und  eine  hinreichende  Anzahl  ganz  vollständig  ausgerechneter  nume- 
rischer Beispiele  enthalt,  ^s  enthält  auch  das  Legendre'sche 
Theorem,  jedoch  noch  ganz  eben  so  bewiesen  und  entwickelt,  wie  schon 
Legendre  that,  obgleich  man  jetzt  viel  bessere  und  lehrreichere 
Beweise  besitzt;  auch  über  den  Flächeninhalt  sphärischer  Drei- 
ecke ist  das  iNothige  beigebracht.  AnfTaliend  ist  es,  dass  der 
Herr  Verfasser  die  neuesten  Bearbeitungen  der  sphärischen  Tri- 
gonometrie gänzlich  ignorirt  hat,  wodurch  die  Darstellung  dieser  ^ 
Wissenschaft  so  ungemein  erleichtert  und  vereinfacht  worden  Ist, 
dass  zur  vollständigen  Entwickelung  der  Grundformeln  jetzt  ein 
Paar  Stunden  ausreichen,  und  der  Gebranch  des  so  fatalen  Sup- 
plementär-Dreiecks  ganz  unndthig  gemacht  wird.  Das  völlige 
Ignoriren  dieser  neuen,  anerkannterroassen  einen  wesentlichen 
Fortschritt  bedingenden  Darstellungsweise  ist  aber  um  so  auffal- 
lender, weil  schon  eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Schriften  er- 
schienen sind,  welche  sich  die  weitere  Entwickelung  dieser  neue*^ 
Methode  der  Darstellung  der  sphärischen  Trigonometrie  zur  ga^ 
besondbrn  Aufgabd  gemacht  haben,  woraus  der  Werth  Ae9^ 
htrvorgtiMt«  -welchen  die  Lehrer  der  Mathematik  auf  dies'**®.  ^ 
fegen  gieoeigt  sind,  eia  Ignoriren  derselben  daher  kün^S  ^'^^ 
ntbr  i»takthafl  sein  lUtrfte  luid  fii»  ein  RackschrUt  b^tr-^^^^  ^^^' 
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geneme  Nireau  der  Me^re.  —  S.  743«  Littrow:  Die  Cuüiinia- 
tioDspoükte  der  SstlicheD  Central  -  Alpee.  —  S.  750.  Kenngott: 
Mioeralogiscbe  Modzen.  --  S.  773.  Fritscb:  Die  Lvfttempera* 
tor  steigt  und  fallt  binnen  efaier  analogen  eilQihrigeo  Periode »  in 
welcher  sich  die  Sonnenfleckeo  Termindem  and  Teffmefaren.  — 
S.  774.  Bericht  des  w.  Bl.  Herrn  Prof.  Petz val  über  eine  Abband- 
lang  des  Herrn  Ober- Ingenieure  Jobana  Arcarl  (betrifft  das 
folgende,  ?on  Herrn  Arcari  gelüste  Problem:  „Es  aeien  frei  im 
Ranme  die  zwei  Massen  m  und  M  im  Zustande  der  Rnbe»  es  sei 
a  ein  materieller  elastischer  Verband  ohne  Gewicht,  dessen  nr- 
sprunglicbe  Länge  gleich  a  ist,  es  sei  Q  eine  dritte  Masse,  welche 
mit  der  Geschwindigkeit  c  in  der  Richtong  mM  die  letzte  Masse 
M  so  stusst,  dass  eine  Verlän^^erong  x  des  Verbandes  a  binnen 
der  Zeit  t  erfolgt,  und  es  sei  die  Bewegung  von  m  und  M  anzu- 
geben.''  Der  Bericht  des  Herrn  Professor  Petz  val  spricht  sich 
in  sehr  sachkundiger  Weise  über  die  Arbeit  des  Herrn  Arcari 
ans.)  —  S.  817.  Grailich:  Bewegung  des  Lichts  in  optisch  ein- 
axigen  Zwillingskrystallen. 

Jahrgang  1853.  XI.  Band.  5.  Heft  S.  943.  Vintsch- 
gao:  Rjcerche  sulla  struttura  microscopica  della  Retina  dell'  Uomo, 
degli  Animali  ?ertebrati  et  de  CefalopodL  —  S.  1006.  Unger: 
Einiges  über  die  Organisation  der  Blätter  der  Victoria  regia  Lindl. 
-  S.  1015.  Haidinger:  Die  grüne  Farbe  der  oxaUauren  Eisen- 
oxyd-Alkalien und  die  weisse  Farbe  der  Eisenoxyd -Alaune.  — 
S.  1023.  Engel:  Ueber  die  Entwickelung  des  Auges  und  des 
Gehurorganes.  —  S.  1052.  Oeltzen:  Ueber  die  Bahn  des  Pla- 
neten Thalia.  —  S.  1070.  Brücke:  Ueber  den  Dichroismus  des 
Blutfarbestoffs. 

Jahrgang  1854.  XII.  Band.  1.  Heft.  S.  3.  Haidinger: 
Beitrag  zur  Erklärung  der  Farben  der  Polarisationsbüscbel  durch 
Beugung.  —  S.  9.  Haidinger:  Tabelle  der  Eisbedeckung  der 
Donau  bei  Galacz  in  den  Jahren  1836  bis  1853.  —  S.  11.  Horn- 
8tein:  Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre 
1853  aus  sämmtlicben  Beobachtungen.  —  S.  22.  Kenngott:  Mi- 
neralogijscbe  Notizen.  —  S.  44.  Littrow:  Bahnnähen  zwischen 
den  periodischen  Gestirnen  des  Sonnensystems.  —  S.  SO.  Pohl: 
Physikalisch  -  chemische  Notizen.  —  S.  113.  Oeltzen:  Verglei- 
chungen  zwischen  den  Zonenbeobachtungen  von  B  es  sei  uni* 
Argelander. 

Proceedings  of  tfae  Royal  Society  (London.) 

Wir  hoffen  in  den  Stand  gesetzt  zn  werden,  unser  ^^®'" 
▼OD  jetzt  an  in  nnanterbrochener  Folge  eine  Anzeige  ^'  >>*^'®* 
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eeedings^  der KidgL  GeseUschrnft  der  Wiseeaeeliaftea  so  Lwdea 
liefern  %u  kuenea.  Wegen  der  grossee  Wichtigkeit  dieser  Preceediegs, 
und  weil  dieselben  woki  weDigen  Lesern  unserer Zeitsckrifl  wm  Gesiebt 
kommen  dSrften,  werden  wir  den  Inhalt  derselben  stets  rollstis* 
dig  angeben,  ohne  bestimmte  Riicksieht  anf  die  dntrh  das  Archi? 
vertretenen  Wissenschaften,  weil  deich  Tielleicht  flbr  den  «nee 
•der  anderen  Licser  aoch  eine  botanische,  chemische  «.  s.  w.  Ab* 
handinng  Ton  Interesse  sein  konnte,  wobei  wir  jedodi  erinnern, 
dass  uns  nur  in  wenigen  Fällen  der  Ranm  nnserer  Btecarischea 
Berichte  erianhen  wird,  mehr  als  die  Titel  der  einzelnem  Abhand* 
loDgen  zo  geben. 

Vol.  VII.  No.  I.  p.  I.  Continnation  of  a  paper  on  Sqoaie 
Nombers  etc.  read  Dec.  22.  1853.  By  Sir  Frederick  Pollock. 
—  p.  4.  The  first  part  of  a  paper  „On  a  Class  of  Diferentiil 
Equations,  iociuding  those  which  occnr  in  Dynamicai  Problems.'' 
By  W.  F.  Donkin,  Sarilian  Professor  of  Astronoray  in  tbe  Dni- 
versity  of  Oxford.  Der  Herr  Verfasser  sagt  am  Anfange  dieses 
Aufsatzes:  „This  paper  Is  Intended  to  contaln  a  discossion  of 
some  properties  of  a  dass  of  simaltaneons  diferential  eqoations 
of  the  first  order,  indoding  as  a  particnlar  case  the  form  (which 
agidn  inclndes  the  dynamicai  'etpiations) 

,      dZ       ,         dZ 

where  Xi  ....jr«,  jft  ••••  jfa  are  twi»  sets  of  n  variables  each,  and 
accents  denote  total  differentiation  with  respect  to  the  independest 
variable  <;  Z  being  any  fsnetion  of  Xi  ^ie.^  yi  etc>  which  may 
also  contain  t  expiicitly. ''  —  p.  8.  On  the  Growth  of  Land  Shells. 
By  E.  J.  Lowe.  —  p.  II.  Note  on  the  Decomposition  of  Solphn- 
ric  AcidMy  Pentacfaforide  of  Phosphoras.  By  Alexander  Wil- 
li am  son.  —  p.  ]6.  On  a  new  and  more  correct  method  of  deter> 
mining  the  Angle  of  Apertare  of  Microscoplc  Object-Glasses.  By 
W.  S.  Gillet.  -=-  p.  18.  On  some  new  Compounds  of  J^enyl. 
By  Alexander  Williamson. 

VoL  VII.    No.  2.    p.  21.   Kote  on  an  indicatien  of  depth  sf 

Primaeval  Seas^  afforded  by  the  remains  of  coloar  in  Fossil  Tests* 

By  Edward  Forbes.  —  p.  24  Note  on  the  Mettipg-pMt 

[d   Transformations  of  Snfphor.     By  B.  0.  Brodle.  —.P«  ^ 

Stmctare  and  AfBnities  of  Trigooocarpon  (a  fossil  froit  ^ 

l-measures).     By  Joseph  D.  Hooker.  —  p.  32.    On  a 

Armngesient  of  the  SsiJpnUerof»  System  i»  Ttrebratda 

other  Brachiopoda«    By  W.  B.  Carpenter.  —  p.  37. 

ies  of  Snipiraretted  Acids.    By  Dr.  Aug.  KeknU* 
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Arithmetik. 

Elemente  der  niederen  Analysia.  Von  Dr.  Richard 
Beez,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbes«:hule 
KU  Plauen.    Mit  1  Figurentafel.     Plauen.  1853.    8. 

Wir  erkennen  bei  diesem  Schriftchen,  das  für  den  Unterricht 
iu  der  ersten  Klasse  der  Gewerbeschule  zu  Plauen  als  Leitfaden 
zu  dienen  bestimmt  ist,  das  löbliche  Bestreben,  die  Elemente  der 
sogenannten  algebraischen  Analysis  im  Geiste  der  neueren  stren- 
geren analytischen  Methoden,  die  hauptsächlich  immer  auf  den 
Begriff  der  Gränze  zurückgehen  und  z.  B.  die  ganz  vagen  und 
verwerflichen  Entwickelungen  mittelst  der  sogenannten  unbestimm- 
ten Coellficienten  ganz  verschmähen,  darzustellen,  gern  und  be- 
reitwilligst an.  Mit  der  Art  und  Weise  aber,  wie  der  Herr  Verf. 
diese  neueren  Methoden  in  Anwendung  bringt,  können  wir  keines- 
wegs  überall  einverstanden  sein.  Auf  eine  austiihrlichere  Kritik 
QDs  einzulassen,  gestattet  hier  der  Raum  nicht  und  würde  auch 
durch  die  Bedeutung  des  Schriftchens  nicht  gerechtfertigt  ersehei- 
nen. Um  aber  unser  Urtheil  doch  auf  irgend  Etwas  zu  basi* 
reo,  wollen  wir  nur  bemerken,  dass  am  Ende  des  Schriftchens 
der  Herr  Verfasser  sich  auch  mit  dem  Taylor' sehen  Theoreme 
beschäftigt  Ausser  an  seinem  sogenanqten  Beweise  desselben, 
in  der  Art  wenigstens «  wie  er  denselben  darstellt,  müssen  wir 
billig  auch  schon  an  dem  Ausdrucke,  auf  welchen  der  Herr  Ver- 
fasser den  Satz  gebracht  hat,  Anstoss  nehmen.  Derselbe  lautet 
nämlich  bei  dem  Herrn  Verfasser  wie  folgt: 

„kt  fiof-t-h)  eine  in  dem  Intervall  x  bis  a?-l-A  stetige  Fnac- 
TU.  XIUU.  Hfl.  8.  8 
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Ifo0»  die  b^en Ciff€Bzeo  mit  eiobegriffni,  md  feraer  te  siaBt- 
liebeo  DeriTatiooeo /'(jr)» /^(j;),  f^{x),^..  ebeafalls 
so  gilt  die 


•o  lange,  ab  die  Reibe  reehte  convergirt." 

Ja  freilich  bat  die  Reibe  recbts  immer  eine  gewisse 
ao  lange  sie  convergirt!  aber  ob  diese  Summe  io  allen  Fällen  der 
Convergenx  der  Reibe  aneb  wirklieb  fXx-^-h)  ist,  wie  der  Sati 
bei  dem  Iferm  VerÜEMser  bebauptet,  das  bleibt  gewiss  sebr  frag- 
lieb und  wird  am  allerwenigsten  doreb  den  sogenannten  Beweis 
des  Herrn  Verfassers  in*s  Liebt  gestellt  Dass  die  Sororoe  wirk- 
lieb f{x-\-h)  ist^  gebt  vielmebr  in  allen  Fällen  erst  ans  einer  sehr 
sorgföltigen  Discutirnng  des  der  Taylor'schen  Reibe  beizufügen- 
den sogenannten  Restes  derselben  mit  Tulliger  Bestimmtheit  ber- 
Tor,  aber  nicht  aus  ihrer  blossen  ConTcrgenz  nach  den  gewohn* 
liehen  Bedingungen  derselben.  Von  diesem  Reste ,  desseo 
•orgftitige  Discutirung  nun  einmal  bei  der  Taylor'schen  und 
Maelaurin*scben  Reibe  nicht  umgangen  werden  ao  kSnnen 
scheint,  ist  aber  bei  dem  Herrn  Verfasser  in  h5cb6t  auffallender 
Weise  mit  keinem  Worte  die  Rede,  und  sein  ganzes  Gerede  über 
diese  Reihen  Ist  daher  ohne  allen  Grund  und  Halt.  Wir  glauben 
sebr  wohl  die  Quelle  zu  kennen,  aus  welcher  die  falschen  Vor- 
stellungs-  und  Anschauungsweisen  des  Herrn  Verfassers  ursprüng- 
lich stammen,  wollen  aber  darüber  ein  Wort  hier  nicht  weiter 
Terlieren,  hielten  uns  jedoch  für  verpflichtet,  den  Lesern  in  Be- 
zug auf  dieses  Böchlein  grosse  Vorsicht  anzuempfehlen,  und  sie 
au  bitten,  dem  Herrn  Verfasser  ja  nicht  Alles  auf  sein  Wort  zu 
glauben.  Eine  strengere  und  weiter  ausgreifende  Kritik  zu  bean- 
spruchen, scheint  uns  das  Buchlein >  wie  schon  erinnert,  nicht 
hinreichende  Berechtigung  zu  haben. 


Geometrie. 

Grundlage  der  Geometrie  des  Maasses.  Ein  Lehr- 
buch von  Dr.  Oskar  SchlOmllch.  Erster  Theil,  enthal- 
tend Planimetrie  und  ebene  Trigonometrie.  Zweite 
Anflage.  Zweitor  Tholl,  enthaltend  Stereometrie,  Ke- 
gelschnittei  spbttrluche  Trigonometrie  und  descriptive 
Geometrie.  Mit  In  den  Text  eingedruckten  Holzscbnit« 
H«.  EUenaob.  BMdeoker.  iS54.  &  BeldeTheile2Tbbr.l6Sgr. 
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Wir  freoeD  ans,  das«  da«  günstige  Urlbeil,  welcbed  vrir  im 
Ltterarischen  Berichte  Nr.  LIV.  S.  751.  über  den  ersten  Thell  die- 
ser „Crruisdzüge  der  Geometrie  des  Maasses"  geßllit  haben»  inso- 
fern eine  Bestätigung  gefunden  hat,  als  von  demselben  schon 
jetzt  eine  neue  Auflage  erschienen  und  diesem  Theile  ein  zwei- 
ter, die  Stereometrie  und  damit  verwandte  Gegenstände  entbal« 
tender  Theil  beigefügt  worden  ist.  Der  erste  Theil  hat  in  dieser 
zweiten  Auflage  mehrere  Zusätze  und  Verbesserungen  erhalten, 
welche  der  Herr  Verlasser  in  der  Vorrede  angiebt  und  die  äus- 
sere Ausstattung  ist  in  zweckmässiger  Weise  dahin  abgeändert 
worden,  dass,  wie  auch  in  dem  zweiten  Theile,  die  Figuren  In 
recht  gut  ausgeführten  Holzschnitten  in  den  Text  eingedruckt  wor- 
den sind.  Der  Inhalt  des  zweiten  Theils  ist  auf  dessen  Titel 
angezeigt,  und  wir  können  den  Lesern  die  Versicherung  geben, 
dass  sie  in  demselben  eine  gleich  ansprechende  Darstellung  nnd 
Entwickelung  der  stereometrischen  Partieen  der  Geometrie  fioden 
werden,  wie  in  dem  ersten  Theile  der  Planimetrie  zu  Theil  ge- 
worden ist,  wobei  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser  Eigenthüm- 
liehe  vorkommt.  Besonders  anerkennen  müssen  wir  in  Bezug  auf 
diesen  zweiten  Theil  drei  Dinge.  Erstens  hat  der  Herr  Verfas* 
ser  mit  sehr  richtigem  Takte  und  genauer  Kenntniss  der  Bedürf- 
nisse des  neueren  mathematischen  Unterrichts,  besonders  auch 
auf  den  za  unserer  Freude  immer  mehr  an  Bedeutung  gewinnen- 
den, eine  mehr  praktische  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten, 
etile  recht  gute  Darstellung  der  Elemente  der  descriptiven  Geo- 
metrie in  sein  Buch  aufgenommen.  Zweitens  fronen  wir  uns» 
dass  er  der  synthetischen  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten eine  eben  solche  Bedeutung  für  den  mathematischen 
Cnterricbt  beilegt,  wie  wir  selbst  von  jeher  zu  tbun  gewohnt  .ge- 
wesen sind ,  und  deshalb  auch  eine  solche  Darstellung  dieser  Lehre 
Ri  sein  Buch  aufgenommen  hat,  wobei  wir  jedoch  Folgendes  zn 
bemerken  uns  erlauben  mochten.  Der  Herr  Verfasser  hat  die 
Kegelschnitte  gleich  von  vorn  herein  aus  dem  Kegel  entstehen 
lassen,  wie  z.  B.  auch  schon  Apollonius  gethan  hat,  und  manche 
englische  Schriilsteller,  die  bekanntlich  in  dieser  Beziehung  als 
Moster  zn  betrachten  sind.  Nicht  wenige  andere  englische  Schrift- 
steller gehen  dagegen  von  der  Entstehung  der  Kegelschnitte  In 
der  Ebene  aus,  und  zeigen  nur  zuletzt,  dass  die  betreffenden 
Linien  auch  mittelst  Durchschneidung  eines  Kegels  erhalten  wer* 
den  können.  Dieser  letztere  Weg  hat  nach  unserer  Ertahrnag 
filr  den  Unterricht  sich  immer  zweckmässiger  erwiesen,  theils 
d^^ram,  weil  auf  demselbeu  der  so  wichtige  Begriff  des  geome- 
trischen Orts  dem  Schüler  sich  am  Deutlichsten  zur  Anschauung 
bringen  lässt,  und  weil  femer  auf  diesem  Wege  die  Lehre  von  den 
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Kegelschnitten  sich  unmittelbar  an  die  ebene  Geometrie  anschliesst 
und  zu  sehr  vielen,  höchst  zweckmässigen  Uebungen  in  der  letz- 
teren Veranlassung  giebt  Jedenfalls  ist  auch  die  Eigenschaft  der 
Linien  des  zweiten  Grades,  dass  sie  sich  aus  dem  Kegel  sehnei- 
den oder  als  Kegelschnitte  betrachten  lassen,  eine  nur  secundäre 
oder  abgeleitete  Eigenschaft  dieser  Curven,  wie  wohl  am  Besten 
ans  ihrer  analytischen  Theorie  hervorgehen  dürfte,  und  scheint 
daher  nicht  ganz  geeignet  zu  sein,  an  die  Spitze  einer  Theorie  dersel- 
ben gestellt  zu  werden,  wenn  auch,  wie  schon  erinnert,  dem  Herrn 
Verfasser  sehr  berühmte  Namen  in  dieser  Beziehung  zur  Seite 
stehen.  Auch  erkennen  wir  die  Eleganz  der  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser in  seiner  Weise  gegebenen  Darstellung  gern  an,  unter- 
drücken aber  auf  der  anderen  Seite  den  Wunsch  nicht,  dass  es 
einmal  einem  tüchtigen  Mathematiker  und  Lehrer  gefallen  möchte, 
eine  möglichst  kurze  und  elegante,  ganz  für  die  Zwecke  decr  £le- 
mentar-Unterrtchts  berechnete  synthetische  Darstellung  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  in  der  von  uns  vorher  angedeuteten  Weise 
zu  liefern,  die  uns  noch  zu  fehlen  scheint,  und  gewiss  selbst  in 
dem  Archive  gern  Aufnahme  finden  würde,  vielleicht  unter  Ver- 
anstaltung eines  besonderen  Abdrucks  för  die  Zwecke  des  Un- 
terrichts. Drittens  endlich  hat  der  Herr  Verfasser  In  der  spbS^ 
Tischen  Trigonometrie  die  frühere  vielfach  unbeholfene  Darstellung 
mit  Hülfe  des  Supplementardreiecks  u.  s.  w.  ganz  verlassen ,  und 
sich,  bei  übrigens  selbsstSndiger  Verarbeitung,  völlig  der  neueren, 
aus  dem  Archive  Tbl.  XVI.  Nr.  U.  Tbl.  XVH.  Nr.  IH.  jetzt  wohl 
allgemein  bekannten  Darstellungsweise  angeschlossen.  Das  Le- 
ge ndre' sehe  Theorem  hat  auch  Aufnahme  gefunden  nach  der 
ursprünglichen  Darstellungsweise  seines  Erfinders,  die  wir  freilieh 
gern  mit  einer  besseren,  neueren  vertauscht  gesehen  hätten,  ohne 
dem  Herrn  Verfasser  daraus  einen  besonderen  Vorwurf  machen 
zu  wollen.  Die  Beschränktheit  des  Raumes  verbietet  uns,  mehr 
über  dieses  empfehlenswerthe  Buch  zu  sagen,  und  die  oben  von 
uns  besonders  hervorgehobenen  Vorzüge  und  Eigentbümlichkeiten 
desselben  sind  keineswegs  die  einzigen.  Wir  wünschen  sehr,  dass 
demselben,  namentlich  in  seiner  jetzigen  neuen  Gestalt,  die  sehr 
wohl  verdiente  Beachtung  der  Leser  des  Archivs  in  jeder  Be- 
ziehung auch  fernerhin  zu  Theil  werden  möge,  besonders  auch 
von  den  Lehrern  der  Mathematik  auf  Gymnasien  und  Realschulen^ 
die  aus  demselben  vielfache,  den  Zwecken  des  Unterrichts  fSr* 
detliche  Belehrung  schöpfen  können. 

Ueber  einen  merkwürdigen  Punkt  im  Dreiecke. 
Eine  mathematische  Aufgabe  für  Schüler  zur  Uebung 
iln  trigonometrischen  Rechnen.    Behandelt  yon  Ooctor 
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Glütav  Emsraann,  ordeDtlichflm  Lehrer  an  der'  bShe- 
ren  Bfirgerachnle  zn  FranLfurI  a.  d.  O.  Zneites  Heft 
der  Mathema tischen  Studien  tür  die  Zirecke  derScfaule. 
Halle.  Berner.  1854.    & 

Diese  Schrift  betrifft  die  folgende 

A  u  f  g  8  b  e. 

Innerhalb  eines  Dreiecks  einen  Punkt  zn  Tinden, 
He  daesdie  drei  Winkel,  welche  die  von  diesem  Punkte 
Dach  den  Dreiecksecken  gezogenen  drei  Geraden  mit 
den.  in  derselben  Richtung  genommenen,  Dreiecks- 
seiten bilden,  einander  gleich  sind, 

welche  der  Herr  VerfaBser  nach  Tcrschiedenen  Methoden  auriOst 
und  daran  eine  grOstiere  Aniahl  von  Lebrnätzen  &ber  das  Dreieck 
and  ftir  dasselbe  geltenden  Relationen  knüpft,  die  manches  nicht 
Unintereseanle  darbieten,  und  bei  deren  Entwicketung  sich  der 
Herr  Verfasser  überall  der 'geometrisch- trigonometrischen  Methode, 
wenn  man  so  sagen  darf,  bedient.  Zugleich  sind  einige  numerische 
Bespiele  beigelegt  Das  erste  Heft  dieser  Mathematischen 
Studien  ftir  die  Zwecke  der  Schule,  welches  den  Titel 
flihtt:  Ein  mathematisches  Thema  au«  der  Schule.  Von 
Dr.  A.  Wiegand.  Halle.  Berner.  I6S4.  ist  noch  nicht  zu  un- 
serer Kenntniss  gelangt.  JedeDfalla  aber  scheint  das  Unterneh- 
men, solche  mathematische- Schullhemata  In  einzelnen  kleineren 
Heftchen  zu  behandeln,  in  pädagogischer  Rücksicht  wofal 
Empfehlung  zu  verdienen. 


Trigonometrie. 

Die  ebene  Polygonomelrie,  vollständig  darg 
nnd  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert  von  Dr.  J 
ger,  Professor  der  Mathematik  an  der  polytcchn 
Schule  zu  Carlsruhe.  Mit  3»  in  den  Text  einge 
ten  Figuren  in  Holzschnitt    Stuttgart.  Metzler.  1 

Wir  empfehlen  diese  Schrift  in  mehreren  Beziehunj 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser.  Erstens  hat  der  Herr  V 
in  derselben  die  Zahl  der  Aufgaben,  welche  die  ebene 
nomeftie  darbietet,  erschSpft  und  eine  so  Tollständige  Dar 
derselben  geliefert,   dass  der  Lehrling  in  den  Stand  gaset 
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\edt  sich  ihm  darbietende  Aufgabe  losen  und  aoch  in  den  veir* 
wjckelteren  Fftllen  sich  helfen  zu  können,  in  welcher  BeziehuBg 
der  Hert  Verfasser  jedenfalls  mehr  als  die  meisten  seiner  Vor* 
ganger  geleistet  hat.  Ganz  besondere  Anerkennung  verdient  es 
ferner«  dass  er,  worin  sonst  so  vielfach  gefehlt  wird,  eifrig  be- 
müht gewesen  ist,  dem  Leser  gleich  in  den  ersten  Grundsätzen 
die  Ueberzeugung  der  ausnahmslosen  Gültigkeit  der  erhaltenen 
Resultate  zu  verschaffen,  weil,  wie  er  sehr  licbtig  bemerkt,  ohne 
diese  klare  Ueberzeugung  zwar  wohl  ein  mechanisches  Nachtreten 
vorgeschriebener  Formeln,  nie  aber  eine  selbstbewusste  Benutzung 
derselben  möglich  ist ,  eine  Ansicht,  die  wir  ganz  zu  der  unsrigen 
machen,  und  dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissenschaft 
danken,  dass  er,  wie  in  seinen  früheren,  in  vielen  Beziehungen 
ausgezeichneten  Schriften,  diesen  Grundsatz  auch  in  der  vorlie- 
genden zur  vollständigen  Geltung  zu  bringen  sucht,  und  zwar  in 
einer  Weise,  die  jedenfalls  ohne  zu  grosse  Weitläufigkeit  das  er- 
strebte Ziel  glücklich  erreicht.  In  unmittelbarem  Zusammenhange 
hiermit  steht  es  auch,  dass  der  Herr  Verfasser  sich  keineswegs, 
wie  meistens  geschieht,  bloss  mit  der  ^Betrachtung  solcher  Poly- 
gone  beschäftigt,  bei  denen  die  späteren  Seiten  die  früheren  nicht 
mehr  durchkreuzen,  sondern  auch  solche  Figuren,  bei  denen  eine 
Durchkreuzung  der  Selten  Statt  findet,  in  den  Kreis  seiner  Be- 
trachtungen sieht  und  fiir  dieselben  die  unbeschränkte  Gültigkeit 
der  erhaltenen  Formeln  nachweist.  Endlich  ist  hervorzuheben, 
dass  eine  ziemliche  Anzahl  numerischer  Uebungsbeispiele  beige- 
fügt ist,  wodurch  die  Brauchbarkeit  des  Werkchens  sowohl  im 
Allgemeinen,  als  auch  namentlich  für  solche,  weiche  praktische 
Anwendungen  von  der  Polygonometrie,  deren  dieselbe  bekanntlich 
in  so  reichem  Maasse  s.  B.  in  der  Geodäsie  föhig  ist,  machen 
wollen,  wesentlich  erhöhet  wird«  Die  vorliegende  Schrift  ist  von 
dem  Herrn  Verfasser  zweckmässig  unabhängig  von  jedem  Lehr- 
buche gehalten  worden,  bildet  jedoch  mit  dem  „Handbuche  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie'',  das  von  ihm  nächstens 
erscheinen  wird  und  dem  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  ge- 
wisserraaassen  ein  Ganzes.  Es  wird  uns  freuen,  wenn  die  yor- 
hergehenden  wenigen  Bemerkungen  geeignet  sein  sollten,  die 
Aufmerksamkeit  unserer  Leser  auf  das  vorli^ende  empfehlens« 
werthe  SchriftcheD  lu  lenken* 


SchriftMi. 

SitB«ng«berichle   der  Kaiserliclien  Akademie  dei 
WIsseMckaflenae  Wien.  (Siehe  Liter.  Ben  Nr.  X&&ia) 


Jubrgan^  1864.  XII.  Brnnd.  2.  Heft  &  199.  Natter«r: 
GaBveidkAtmgß'Yenmthe.  —  S.  230.  Grmilieh:  Bewegwag  4ee 
Lichts  in  optisch  eiiiazigeB  ZwülngskiystaUcn«  —  S.26S.  PekA«> 
rek:    Ueber  elektrische  Leoipeii» 

Jahrgang  1864.  XII.  Band.  3.  Heft  S.  28L  SchSne* 
mann:  Theorie  and  Beschreibang  einer  neaen  Brfickenwage.  — 
S.  303.  Hörnst  ein:  Bestimmang  der  Bahn  des  ersten  Knieten 
vom  Jahre  1847,  nebst  *)  Bemerkangen  über  den  üehergaag  v^aa 
der  Parabel  aar  Ellipse  ader  HyperheL  —  S.  320.  Hara stein: 
Besfimmnns  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  1853u  — * 
S.  400.  Haidinger:  Ueber  Senarmon t's  gelarbte  KrystaUe.  — 
S.  40L  Haidinger:  Ueber  den  Pleochroismns  und  dieKrystaO* 
stractor  des  Amethystes.  —  S.  464.  A.  ▼.  Ettingakaasen:  Be> 
riebt  Qber  das  von  J.  Anathen  zor  Benrtheihn^  eingerekhle 
Manoscript:  ,,Die  natfirlichen  Gesetze  derÜnsik**  mit  den  Blottn: 
Wahre  Musik  ist  Jedem  Terstaodlich.  (Auf  diesen  höchst  iater- 
esaanten  Bericht  A.  v.  Ettingshaasen's  über  ein  Werk,  wal- 
che«  für  die  MusUc  von  grosser  Wichtigkeit  an  sein  und  m  der* 
selben  nene  Bahnen  zu  erufnen  scheint,  machen  wir  alle,  die  fir 
Masik  sich  interessiren ,  im  Allgemeinen,  insbesondre  aber  aach 
die  Physiker,  aufmerksam.)  —  S.  515.  J.  H.  T.  Muller:  Alge* 
meiiie  Ableitung  der  krystallometrischen  Grandgleichaagea.  — 
S.  527.  Baue:  Versuch  einer  naturgemissen  Erklinnig  der  eha* 
maligen  Temperatur -Verhältnisse  auf  dem  ErdbaDe,  iasbesondere 
während  der  älteren  Steinkohlen -Periode,  so  wie  au<A  der  M^* 
licfakeit  der  Eatstehang  der  Steinkohle  in  den  Polargcgeadea.  — 
S.  Ö36.  Gra  i  I i c h :    f9ote  in  Betref  der  Grundgestalt  der  Güi 


Jahrgang  1854.  XII.  Band.  4.  Heft  S.  54&  Haidia- 
ger:  Note  über  gewundene  Bergkrystalle.  —  &  600l  C.  t.  Et* 
tiDgshaasea:  Ueber  die  Nerratioa  der  Blittw  der  Papifioaa* 
eeen.  (Schon  durch  die  zweiundzwanzig  trefflich  ausgefilhrten  Tafeta 
in  Naturselbstdmck  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdmckerei  auch  f&r 
dem  Nicht -Botaaiker  höchst  interessaat)  —  S.  664.  Alth:  Bei- 
trSIge  zur  Frage :  Ueber  den  Isomorphismus  homok^er  Verbindun* 
gen.  —  S.  670.  Haidinger:  Mittheilung  aus  einem  Sdireiben 
des  Herrn  Professor  S tokos  über  das  optische  Schachbretteaster, 
—  S.  678.  Derselbe:  Daner  des  Eindrucks  der  Polarisatioas« 
bfiaehd  auf  die  Netzhaut  —  S.  680.  Derselbe:  Berkhtigai^c 
euer  friherea  Angabe.  —  S.  685.  Derselbe:  Die  Rtchtaag  der 
Schwingungen  des  Lichtäthers  im  polarisirten  Lichte.  Mittheilung 
Schreiben  des  Herrn  Prof.  Stokes  nebst  Bemerkungen, 
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Bulletins  de  rAcadömie  Royale  des  sciences,  des 
iettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Lite« 
rarischer  Bericht  Nr.  LXXXVIL  S.  9.) 

Tome  XX.  III«  Partie.  1853.  p.  27.  A.  Quetel et:  Appli- 
cation de  la  t^lögraphie  ölectrique  ä  rastronomie.  *--  p.  28.  Sur 
la  möt^orologie  nautique  et  la  Conference  maritime  tenue  ä  Bruxel- 
les;  note  par  A.  Quetelet.  —  p.  35.  Sur  les  ötolles  filantes 
p^riodiquesdes9et  10  a^üt;  par  A.  Quetelet.  —  p.  129.  Meteo- 
rologie nautique.  Rapport  sur  une  demande  du  Gouvernement 
beige;  par  A.  Quetelet.  —  p.  137.  Sur  l'organisation  des  cais- 
ses  des  veuves,  avec  des  applications  k  la  caisse  des  veuves  et 
orphelins  des  officiers  de  rarmöe  beige.  Memoire  de  M.  Liagre. 
Rapport  de  M.  Schaar.  —  p.  142.    Kapport  de  M,  Quetelet.  — 

E.  i46.  Sur  la  diminution  de  rinclinaison  magn^tique  en  Burope. 
lettre  adressi^e  le  22.  Septbr.  1853  a  M.  Quetelet  par  M.  Han- 
stee n.  (Ein  auch  in  theoretischer  Rucksicht  sehr  interessanter 
Brief  des  berühmten  norwegischen  Astronomen.)  —  p.  164.  Sur 
l*^lectricite  naturelle  des  corps.  (Sehr  interessante  Mittheiluugen 
von  Herrn  Quetelet.)  —  p.  267.  Memoire  de  AI.  Duprez,  ayant 
pour  titre:  Sur  un  cas  particulier  de  röquilibre  aes  liquides. 
Kapports  de  M.  Crahay  et  de  M.  Plateau.  —  p.  270.  Obser- 
vations  sur  les  horloges  ^lectriques,  par  le  Sr  Jas  par ,  fabricant 
d*instruments  de  physique»  ä  Li^ge.  Rapport  de  M.  De  Vaux. 
—  p.  281.  Description  de  quelques  modincations  apport^es  aux 
horloges  ^lectriques,  par  J.  Jas  par.  —  p.  351.  Sur  une  naine 
n^e  dans  les  environs  de  Bruxelles.  Note  par  M.  Quetelet.  — 
Ausser  diesen  Aufsätzen  enthält  der  vorliegende  Band  noch  ver- 
schiedene andere  interessante  Einzelheiten^  die  sich  hier  nicht 
alle  namhaft  machen  lassen. 

Tome  XXI.  1**«  Partie.  1854.  p.  60.  Siir  nn  memoire  de M.Mon - 
lignj,  et  intittil^:  Essai  sur  des  effets  de  röfraction  et  de  disperiios 
produitf  par  Pair  atmosph^riqoe.  Rapport  de  M.  Plateaa.  —  p.  74- 
Siar  le  nouvel  ObserTaloire  magn^tique  de  Rome;  par  A«  Quetelet  — 
p.  79.  Sur  le  principe  ^lectrostatique  de  Palagi  et  ses  ezperiences.  Lettre 
de  M.  le  professenr  Zantedeschi  de  Padone  ^  M.  Quetelet.  — •  p.  84 
Sur  quelques  particnlarit^s  de  forniules  d'analyse  math^matique.  Lettre 
de  M.  Genocchi  k  M.  Quetelet.  —  p.  96.  Sur  les  proportions  de  la 
race  noire;  par  M.  Quetelet.  —  p.  149.  Sur  Torigine  on  la  nature  da 
oaloriqne;  par  M.  Martens.  — -  p.  218.  Sur  la  d^clinaison,  Pinclinai- 
•on  et  la  force  de  Taiguille  magn^tiqne  k  Bruxelles  et  aar  les  variatioas 
de  ces  trols  ^l^iuents  depuis  quelques  ann^es;  par  M.  A.  Quetelet.  — 
p*  278.  Sur  une  nouTelle  m^thode  foumie  par  la  g^om^trie  descriptiTe, 
pour  rechercher  et  d^montrer  les  propri^t^s  de  l'^tendne;  par  M.  Bras- 
•  eur.  —  p.  282.  Sur  les  aurores  boi^ales ;  par  Bf.  A.  Quetelet.  (Wie 
••  uns  scheint,  ein  mehrfach  wichtiger  Aufsats  über  das  Nordlicht) 

Annexe  aux  Bulletins.  1853—1854.  Enthält  ausser  mehrereo 
Abbaodlangen  naturwissenschaftlichen  und  historisch^  Inhalt«  die  fol- 
gende jedenfalls  sehr  beachtenswerthe  und  allgemein  interessante  grossere 
Abhandlung:  Memoire  sur  Torganisation  des  caisses  des  Teures  avec  des 
applications  k  la  caisse  des  veuTes  et  orphelins  des  olficiers  de  l'ann^e 
beige;   par  M.  le  Capitaine  Liagre. 
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Literarischer  Bericht 


xcn. 


Arithmetik. 

Ankündigung.     * 

In  Folge  wiederholter  Aufforderungen  habe  ich  die  Resultate 
zu  meinen  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  autographirt. 
Diejenigen  geehrten  Herren  Collegen,  vrciche  die  Aufgaben  bei 
ihrem  Unterrichte  benutzen,  wollen  die  Resultate  von  der  Grau- 
schen  Buchhandlung  in  Bayreuth  beziehen. 

Bayreuth  im  November  1854. 

Professor  Hofniann. 

Auf  der  Universität  zu  Upsala  sind  neuerlich  die  folgenden 
akademischen  Schriften  mathematischen  Inhalts  erschienen ,  die 
in  jeder  Beziehung  sehr  verdienen,  in  Deutschland  zu  einer  grös- 
seren und  aligemeineren  Bekanntschaft  zu  gelangen ,  als  den  roathe- 
roatischen  Erzeugnissen  trefflicher  schwedischer  Mathematiker 
meistens  zu  Theil  wird: 

BidragtillTheorien  om  ElliptiskaFunctioner.  lobjud- 
ningsskrift  af  Promotor  Carl  Johan  Malmst^n.    Upsala. 

Bidrag  tili  Läran  om  Continuerliga  Brik.  Acade- 
misk  Afhandling.  Praes.  Mag.  Carl  Johan  Malmst^n, 
Professor«  i  Rena  Mathematiken.  Respp.  F.  W.  Hult- 
man,  Y.  Nyberg,  S.  T.  Goranson,  R.  Rubenson,  H.  F. 
Ner^Ui  H.  Schulz,  A.  M.  Myrberg,  J.  V.  Wretman.    Upsala. 

Omx'Upplösningen  af  Fjerde  Gradens  Equationer. 
Academlsk  Afhandling.    Praes.  Mag«  Carl  Johan'Malm- 

Thl.  XXni.  Hft.  4.  4 


JT/V. 


siM»  Pr«feM#r  i  R*«a  Mat&«matikML    Rcsfw  CTF.lUil- 
O«  C;nt«Jer«a  fSr  Diner^Btialkilkylea.   Akademisk 
Af¥»B4lii*      Fr^c^  Carl  J«haa  VAlm$t»a.  Pr#fes«#r  i 
Reva  MalkesatikeB.   Rcsp^  T^tL  T.  B.  Tkalea.    Cpsala. 

lalf^^Bins  ti:i  Matkesat' ^^ea.     Aka^emUk  Afkaad- 
Tia*      Fra»^  Ma*.  Carl  J*»kAa   Mals^^t«*.     Pr«t  i  Resm 


Tk««rt«  4er  ama!yrisck«B  Fa«mltlt 
Awea^vae  a«f  Aaa!yst:^^  K^rei^fvxct  j 
stimmt*  litejEraie.  T^x  Dt.  Lxiwis  0«rri 
k«rx'»£  'ck  R&i:sck»m  R^rrark«  «vi  Fr--^ 
tk^matlk  av  iJ«r  Cs:»^rsi"it  Fre'Srt*^ 
L  R  Pi«rxrV:ier-  t^^GR    ^ 


^mt   ikrer 
Freikvrg 
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ganz  entfernt  liegenden  Zweigen  der  Integralrechnnog,  £•  B.  bei 
der  Darstellung  der  Integral-Logarithmen,  sehr  dienstbar  erweisen. 
Die  Umformong  der  Facultäten  im  Allgemeinen  {a*\^  als  eines 
Ausdrucks  von  drei  unter  einander  unabhängigen  (positiven  und 
negativen,  ganzen  und  gebrochenen)  Grossen  ist  im  Nachtrage  zu 
Abschnitt  I.  und  IL  ausführlich  behandelt,  und  es  sind  S.  146.  24 
Umformungen  aufgefunden  worden,  von  denen  Kramp  nur  7  ohne 
ihre  Begrflndung  zu  geben  aufgestellt  hat.  För  die  Zurückführung 
einer  Facultät  von  der  allgemeinen  Form  a«l^  auf  die  specielle, 
deren  Basis  und  Zunahme  die  Einheit  ist,  waren  bisher  nur  zwei 
FäHe,  je  einer  von  Kramp  und  Gauss,  und  beide  von  Bessel 
entwickelt,  wogegen  die  Theorie  des  Herrn  Verfassers  acht  Cm- 
formungsgleichungen  aufweist,  die  allen  Anforderungen,  welche, 
wie  der  Herr  Verfasser  sagt,  an  die  Theorie  eines  Gegenstandes 
Gonsequenter  Weise  gestellt  werden  können  und  müssen,  zu  ge- 
nügen und  alle  Widersprüche  zu  lösen  scheinen,  worin  man  seit 
Kramp  gerieth,  und  deren  Entfernung  bisher,  aber  nicht  immer 
mit  gewünschtem  Erfolge,  versucht  wurde.  Die  Anwendung  der 
in  IL  entwickelten  Facultäten-Coefficienten  oder  Summenausdrücke 
ftir  die  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  ist  im  dritten 
Abschnitte  hervorgehoben.  Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich 
mit  der  Darstellung  der  Kreisfunctionen  durch  Facultäten,  und 
der  sechste,  ein  überaus  reiches  Material  darbietender  Abschnitt 
ist  der  Anwendung  der  Facultäten  auf  die  Darstellung  der  be* 
stimmten  Integrale  gewidmet.  Am  Ende  der  Vorrede  bemerkt 
der  Herr  Verfasser,  dass  die  einzelnen  Abschnitte  dieses  Wer« 
kes,  die  schon  vor  einem  Jahrzehend  nieder  geschrieben  waren, 
früher  in  Crelle's  Journal  erschienen  sind. 

Die  Leser  des  Archivs  des  Weiteren  wegen  auf  das  umfang- 
reiche Werk  selbst  verweisend,  müssen  wir  uns  mit  der  vorstehen- 
den allgemeinen  Angabe  seines  Inhalts  hier  begnügen,  glauben 
aber,  dass  dasselbe  jedenfalls  eine  gute  Grundlage  für  weitere 
Untersuchungen  darbietet,  und  wünschen  daher,  namentlich  auch 
der  Vollständigkeit  wegen,  mit  der  es  seinen  Gegenstand  behan- 
delt und  die  Punkte  hervorhebt,  welche  bei  demselben  besondere 
Beachtung  und  weitere  Entwickelung  verdienen,  sehr,  dass  es 
sich  der  Aufmerksamkeit  der  Lehrer  unserer  Zeitschrifjt  nicht 
entziehen  möge,  wenn  auch  sein  Inhalt  allerdings  vielen  derselben 
schon  aus  dem  Crelle*schen  Journale  bekannt  sein  wird. 


4  WerarUciker  Berieki  X€U, 

Geometrie. 

Sämling  af  Geometriska  Problemer  utgifwen  af 
C.  F.  Lindman»  Math.  Lector  i  Strengiiäs.  Andra  npp- 
lagan,    Strengoäs  1853. 

Für  die  Güte  und  Empfehlungawfirdigkeit  dieser  Sammlung 
geometrischer  Aufgaben  bürgt  schon  der  Umstand,  dass  dieseUbe 
in  einer  zn-eiten  Auflage  erschienen  ist,  wenn  aach  nicht  der 
Name  des  Herrn  Verfassers  nur  Ausgezeichnetes  erwarten  Hesse« 
Wir  machen  daher  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  Aufgaben* 
Sammlung  aufmerksam. 

Die  Seitenfläche  des  schiefen  Kegels.  Abhandlung 
des  Oberlehrers  Troger.  Programm  der  Petrischnie 
zu  Danzig  von  Ostern  1852.    Danzig.    4®. 

Diese  gründliche  Untersuchung  über  die  Seitenfläche  des 
schiefen  Kegels,  welche  die  betreffenden  Integrale  auf  die  ellip* 
tischen  Functionen  zurückführt,  verdient  recht  sehr  noch  Dach* 
träglicb  der  Beachtung  der  Leser  des  Archivs  empfohlen  zq  werden. 


Geodäsie. 

Lehrbuch  der  niederen  Geodäsie  zum  Gebrauche 
auf  forstlichen,  technischen  oder  militärischen  Lehr- 
anstalten, so  wie  auch  zum  Selbstunterrichte  für  jeden 
Freund  dieser  Wissenschaft  von  Karl  Breymann,  Pro- 
fessor an  der  k.  k.  Forstlehranstalt  zu  Mariabrunn.  Wien. 
Braumüiler.    1854.    8. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  niederen  Geodäsie  enthält  eine 
sehr  grOndliche  und  vollständige  Anleitung  zu  dieser  Wissenschaft 
setzt  dabei  aber  ein  ziemliches  Maass  von  Kenntnissen  aus  der 
Elementar -Mathematik,  hauptsächlich  aus  der  ebenen  Trigonome- 
trie und  analytischen  Geometrie  oder,  wie  wir  hier  lieber  sagen 
wollen,  aus  der  Coordinaten- Geometrie  voraus,  wenn  auch  der 
Herr  Verfasser  allerdings  sich  vielfach  angelegen  sein  lässt,  das 
Meiste,  was  er  namentlich  aus  der  letzteren  Wissenschaft  bei 
seinem  Vortrage  gebraucht,  sehr  deutlich  und  ausführlich  zu  er- 
läutern. Dass  er  so  vielen  Gebrauch  von  der  Coordmaten  -  Geo- 
metrie bei  der  Aufbahme  des  Terrains  gemacht  hat,  verdient  die 
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grSMte  AiMfkeiiiHii%p  da  die«e  Methode  eioiMl  fiberlMii|4  sieht 
m«ag  amprohlen  werden  kann,  and  dann  In^besoodere  bei  forat* 
licheD  Aufnahmen  oder  der  Foretvermessoiig)  welche  der  Herr 
Verfasser  wohl  rarsogswelse  im  Auge  gehabt  hat,  durch  keine 
andere  Bweckmässigere  und  bessere  Methode  sieh  ersetzen  lässt. 
In  ROcJuiicIit  auf  Vollständigkeit  der  mathematischen  Aufl5sung 
aller  in  der  niederen  Geodäsie  Terkonimenden  Aufgaben  nach  yer- 
echiedenen  Methoden  durch  die  synthetische  und  analytische  oder 
Coordinaten^Geometrie  und  durch  die  ebene  Trigonometrie  wQssten 
wir  diesem  Werke  kaum  ein  anderes  an  die  Seite  su  setzen^  und 
empfehlen  es  nicht  bloss  Praktikern ,  sondern  auch  jungen  Mathe- 
matikern zu  ihrer  üebung  in  der  Auflösung  solcher  geodätischen 
Aufgaben,  die  wir  unter  allen  Bedingungen  för  sehr  lehrreich  und 
bildend  halten,  recht  sehr.  Der  Fläcbenberechnung  hat  der  Herr 
Verfasser  mit  Becht  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  und, 
was  ganz  besondere  Anerkennung  verdient  uad  in  wenigen  ähnli- 
chen Werken  sich  in  gleicher  Vollständigkeit  finden  dürfte,  auch 
auf  die  verschiedene  Bonität  des  Bodens,  also  auf  die  bei  allen 
Separationen  vorkommenden  Gescbäftei  in  sehr  ausgedehnter  Weise 
Rücksicht  genommen,  wobei  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser 
Eigeutbflmlidie  vorkommt,  wie  sieh  bei  einem  so  kenntnissreichen 
Schriftsteller  schon  von  selbst  versteht  Das  Hohenmessen  is^ 
gleichfalls  gelehrt,  insbesondere  auch  das  barometrische,  weichet 
zugleich  der  einzige  Gegenstand  ist,  bei  welchem  der  Herr  Ver- 
fasser sich  genOthigt  sah ,  zu  ein  Paar  einfachen  Formeln  der  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Sonst 
ist  der  Gebrauch  dieser  Wissenschaften  ganz  vermieden,  auch 
bei  der  sogenannten  Fehlerrechnung,  welche  überall  bloss  mittelst 
elementar^mathematischer  Kenntnisse  in  lehrreicher  Weise  ausge* 
fährt  wird.  Je  mehr  zu  wünschen  ist  und  je  mehr  es  zur  Forde- 
rung der  Wissenschaften  beiträgt,  wenn  auch  aus  der  niederen 
Geodäsie  oder  sogenannten  Feldmesskunst  immer  mehr  und  mehr 
das  bloss  Mechanische  und  Handwerksmässige  verbannt »  und  überall 
der  Anwendung  einer  gesunden  Theorie,  welche  die  Operationen 
ganz  ungemein  erleichtert  und  deren  Genauigkeit  bedeutend  erhöht, 
Eingang  verschafft  wird :  desto  mehr  Anerkennung  verdienen  Werke 
wie  das  vorliegende,  denen  man  auf  den  ersten  Anblick  ansiebt, 
wie  hoch  ihre  Verfasser  die  Anwendung  der  strengen  theoretbchen 
Lehren  auch  bei  praktischen  Geschäften  anschlagen  und  wie  sehr 
sie  deren  Werth  für  solche  Geschäfte  erkennen.  Noch  erfreuU^ 
eher  aber  wird  ein  solches  Bestreben,  wenn  Werke,  wie  das  vor^ 
liegende,  zunächst  lediglich  als  Grundlage  für  den  Unterricht  auf 
ganz  eine  praktisehe  Richtung  verfolgenden  Lehranstalten  bestimmt 
sind,   indem  dann  Grundsätze,    wie  die  oben  näher  bezeichneten. 
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Astronomie. 

Om  Lands  Observatorii  Longitud.  Akademisk  Af- 
faandling  af  Didr.  Magn.  Alex.  Müller^  F.  M.  Amanueas. 
vid  Astron.  Observator.    Lund  1853.    4^. 

Eine  sebr  gründliche  und  äusserst  fleissige  Untersuchung  Ober 
diQ  Länge  der  Universitäts-Sternnarte  zu  Land ,  welche  ganz  den 
Ansprüchen  der  neaeren  Astronomie  an  solche  Arbeiten  genügt. 


Physik. 

Lärobok  i  Fysiken.  För  KongL  Artilleri-Lärowerk 
m  Marieberg  och  KongL  Technologiskalnstitutet  Utar- 
betad  af  A.  H.  Fock.    Stockholm.  1854. 


Meteorologie. 

Conference  maritime  tenue  ä  Bruxelles  pour  i'adop- 
tion  d'un  Systeme  uniforme  d'observations  m^t^oro- 
logiques  ä  la  raer.  (Auch  mit  englischem  Texte.)  Aout  et 
Septembre  1853.    4. 

Die  nächste  Veranlassung  zu  dieser  Conferenz  gab  die  Regie* 
rung  der  Tereinigten  »Staaten  Amerikas,  hauptsächlich  auf  Anre- 
gung des  schon  so  vielfach  verdienten  Üirectors  des  National- 
Observatoriums  zu  Washington,  Herrn  Lieutenants  Maury.  Der 
Uanpt-  und  nächste  Zweck  derselben  war,  sich  über  ein  bestimm« 
tes  gleichförmiges  System  zur  See  anzustellender  meteorologischer 
Beobachtungen  zu  vereinigen  und  zu  verständigen.  Wie  bereit- 
willig die  Regierungen  der  meisten  seefahrenden  Nationen  der 
Aufforderung  des  Gouvernements  der  vereinigten  Staaten  entge- 
genkamen, zeigt  die  folgende  Liste  der  bei  der  Conferenz  erschie- 
nenen Bevollmächtigten.    Es  war  nämlich  vertreten: 

La  Belgique,  par  A.  Quetelet,  Directeur  de  rObservatoire 

royal  etc.  et  par  Victor  Lahure,   capitaine 
de  vaisseau,    directeur  g^n^ral  de  la  marine; 

Lie  Danemark,  par  P.  Rothe,  capitaine -lieutenant  de  la  ma- 
rine royale,  directeur  du  dep6t  des  cartes  de 
la  marine; 

Li^sJ&tats-Unis,  parM.  F.  Maury,  lieutenant  de  la  marine  des 
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I&tato-Uaia»    directenr    de    TObsenraMre    de 
Wasbtngtoo ; 

LaFrance,  par  A.  Delamarche»  Ingenieur  hydrographe  de  la 

marine  impMale; 

La  Grande-Bretagoe,  par  F.W.  Beechey,  capitaine  de  la 

marine  royaie,  F.  R.  S.  etc.  memhre  de  la  sec- 
tioD  navale  du  board  of  trade; 

La  Norw^ge,    par  Nils  Ibleo^  iientenaot  de  la  marine  royale; 

LesPays-Bas»  par  M.  H.  Jansen,  lieuten.  de  la  marine  royale; 

Le  Portugal»    par  J.  de  Mattos   Corr^a»  capitaine  -  lieute- 

nant  de  la  marine  royale; 

La  Ru88le,par  Alexis  Gorkovenko»  capitaine-lieutenant  de 

la  marine  imperiale; 

La  Sudde,   par  Carl  Anton  Pettersson»  premler-lieotenaDt 

de  la  marine  royale. 

Das  vorliegende »  in  vielen  Beziehungen  sehr  interessante  Werk 
enthält  nun  den  ausführlichen  Bericht  über  die  Verhandinngen 
dieser  Cooferenz,  die  Sitzungsprotokolle  und  die  in  jeder  Röck- 
sicht sehr  interessanten  und  ifir  jeden  Meteorologen  lehrreichen 
Entwürfe  zu  den,  den  Schiffen  Behufs  der  Anstellung  meteorolo- 
gischer Beobachtungen  zu  ertheilenden  Instructionen.  Wir  haben 
daher  geglaubt«  dasselbe  hier  der  Beachtung  unserer  Leser  empfeh- 
len zu  müssen»  ohne  uns  leider  auf  eine  detaillirte  Angabe  seines 
Inhalts  einlassen  zu  können. 


Preisaufgabe. 

Die  Redaction  des  vom  Oesterreichischeil  Lloyd  in  Tri  est 
herausgegebenen  ,,Illustrirten  Familienbuches*'  hat  abermals 
eine  Preisausschreibung  erlassen»  und  zwar  diesmal  fiir  die 
zwei  besten  naturwissenschaftlichen  Originalaufsätze»  welche» 
von  der  strengen  Form  der  Wissenschaft  sich  frei  machend»  Dar- 
stellungen aus  der  gesammten  theoretischen  und  angewandten  Na- 
tural issenschaft  mit  Berücksichtigung  der  neuesten  Forschungen 
enthalten  sollen  und  auf  den  Raum  von  höchstens  anderthalb  Druck* 
bogen  in  Quart  bemessen  sind.  Die  drei  Preisrichter  sind:  V.  Kol- 
lar»  Director  des  k.  k.  Naturalienkabinetts  und  Prof.  Dr.  L.  Red* 
tenbacher  in  Wien»  und  Prof.  E.  A.  Rossmässler  in  Leipzig. 
Der  Eiosenduogsterroin  der  Manuscripte  an  eine  der  beiden  Uaupt- 
agenturen  des  Oesterreichischen  Lloyd»  in  Wien  oder  in  Leipzig; 
währt  bis  zum  30.  April  1855»  und  die  beiden  Preise  betragen,  ausser 
dem  üblichen  Honorar»  resp.  25  und  15  Dukaten  in  Gold.  Hin« 
sichtlich  der  näheren  Bestimmungen  verweisen  wir  auf  die  awsfübr- 
liebe  officielle  Anzeige  dieser  Preisausschreibung,  welche  bei  dem 
gegenwärtig  allgemein  verbreiteteri  Interesse  fär  die  Naturwissen- 
schaften gewiss  nicht  verfehlen  wird»  bei  dem  schriftstellerischen,  wie 
bei  dem  lesenden  Publikum  einen  gleich  günstigen  Eindruck  aomacbeii. 
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